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基于拉氏变换原理的三维磁化等离子
体电磁散射 FDTD分析
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(1.江苏大学通信工程系 ,江苏镇江 212013 ; 2.东南大学毫米波国家重点实验室 ,江苏南京 210096)

　　摘　要 :　根据拉普拉斯变换 (LT)原理 ,提出了一种新的分析色散介质的电磁特性的时域有限差分 (FDTD)算法 ,

称为电流密度拉普拉斯变换时域有限差分 (CLT2FDTD)算法.利用磁化等离子体介质中的关于电流密度矢量与电场强

度的本构方程 ,将其两边分别拉普拉斯变换 ,得到 s域内的本构方程.最后进行逆拉普拉斯变换和指数差分 ,得到在时

域里易于求解的 FDTD迭代方程.通过该方法计算了非磁与磁化等离子体球的后向雷达散射截面 (RCS) ,验证了该方

法正确性与有效性.
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A 3D FDTD Implementation of Electromagnetic Scattering by Magnetized
Pla sma Medium Ba sed on Laplace Transfer Principle
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Abstract :　Based on the Laplace Transfer (L T) principle , a novel 3D finite2difference time2domain ( FDTD) method , by

which the electromagnetic scattering of the dispersive media can be analsized ,is proposed. It is called the Current2Density2Laplace2
Transfer FDTD (CL T2FDTD) algorithm. According to the constitutive relation equation between the current density vector and elec2
tric2field intensity ,the constitutive relation of plasma medium is transformed to the s2domain by using the L T principle . Finally based

on the inverse L T and the exponential time stepping , the FDTD iteration equations are obtained which is easy to be solved in the

time domain. Using this method ,the radar scattering cross2sections (RCS) of the non2magnetism and magnetization plasma ball are

computed. The results show that this method is correct and efficient .
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1　引言

　　由于等离子体这种色散介质对电磁波的吸收在众

多领域的应用和等离子体隐身技术的应用 ,使得对其电

磁性质的研究在近几年成为热门课题之一.在外加磁场

情况下 ,等离子体呈现出电各向异性.目前对其电磁特

性的研究方法主要有时域有限差分 ( FDTD)方法[1 ]、积

分方程方法 ( IE) [2 ]及矩量法 (MoM) [3 ]等.而对磁化等离

子材料这种复杂色散介质的电磁散射 FDTD方法研究 ,

其主要难点在于处理色散的本构关系 ,即要处理频域的

本构关系过度到时域的本构关系当中的卷积问题.文献

[4 ]中采用了递推卷积 (RC:Recursive Convolution)方法来

处理这一难题 ,为了进一步提高计算精度 ,文献[ 5 ,6 ]采

用了电流密度递推卷积 (J EC)方法和分段线性电流密度

递推卷积 (PLRC)方法等.另外 ,还有的作者为了回避求

卷积问题 ,分别采用了辅助差分方程法[7 ] (ADE:Auxil2
iary Differential Equation) 、Z变换法[8 ] ( Z2transform) 、移位

算子法[9 ]等方法进行处理这个难题.

在这里 ,本文根据拉普拉斯变换 (LT)原理 ,提出了

一种新的分析色散介质的电磁特性的时域有限差分
(FDTD)算法 ,称为电流密度拉普拉斯变换时域有限差

分 (CLT2FDTD)算法.利用磁化等离子体介质中的关于

电流密度矢量与电场强度的本构方程 ,将其两边分别拉

普拉斯变换 ,得到 s 域内的本构方程.最后进行逆拉普
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拉斯变换将其过度到时域 ,结合指数差分 ,得到在离散

时域里易于求解的 FDTD迭代方程.该方法不仅回避了

处理频域的本构关系过度到时域的本构关系当中的卷

积问题 ,而且更适合工程问题的分析 ,计算精度较 RC2
FDTD方法[4 ]高.

最后 ,利用本文方法计算了非磁及磁化等离子体

球的后向雷达散射截面 (RCS) ,验证了该方法正确性与

有效性 ;并且利用该方法分析了涂覆磁化等离子体金

属球的电磁散射问题.数值结果表明 ,本文方法是准确

有效 ,计算精度高.

2　三维磁化等离子体 FDTD算法

211　磁化等离子中的 Maxwell方程
对于各向异性的磁等离子来说 Maxwell 和等离子

体关联方程基本关系如下 :

ý ×E = - μ0
5 H
5 t

(1)

ý ×H =ε0
5 E
5 t

+ J (2)

d J
d t

+νJ =ε0ω
2
p E +ωb×J (3)

式 (1)～式 (3)中 E为电场强度 , H为磁场强度 , J 为电

流密度 ,ε0 ,μ0为真空中的介电常数和导磁率 ,ωp 为等

离子体频率 ,ν为等离子体碰撞频 ,ωb = eB0/ me为电子

回旋频率 , B0 为外部静态磁场 , e 和 me 各自表示电子

电量和质量.现在考虑一般的情况 ,设外磁场为任意方

向ωb =ωb xx
^

+ωbyy
^

+ωbzz
^
,在笛卡尔坐标下对式可以换

为矩阵形式 :
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其中 Ω=

-ν - ωbz ωb y

ωbz -ν - ωb x

- ωb y ωbx -ν

(5)

212　磁化等离子体电磁散射的 FDTD迭代式
由Maxwell旋度方程式(1)～式 (2)可知 ,用 FDTD方

法处理这种介质的电磁散射时 ,磁场三个分量的 FDTD

迭代式与常规磁场的时间推进计算公式相同.电场三个

分量的 FDTD迭代式 ,则要作出如下处理 :设电流密度 J

分量位于半整数时间步 ,利用式 (2)求出磁场强度 H与

电场强度 E之间的迭代式 ,以 x分量为例 ,即

Ex
n + 1
i + (1/ 2) , j , k = Ex

n
i + (1/ 2) , j , k +

1
ε0
Δt
Δy

Hz
n + 1/ 2
i + 1/ 2 , j + 1/ 2 , k - Hz

n + 1/ 2
i + 1/ 2 , j - 1/ 2 , k

　-
Δt
Δz

Hy
n + 1/ 2
i + 1/ 2 , j , k + (1/ 2) - Hy

n + 1/ 2
i + 1/ 2 , j , k - 1/ 2

　-
Δt
ε0

J x
n + 1/ 2
i + (1/ 2) , j , k (6)

由式 (4)可知 ,电流密度 J 的三个分量相互耦合 ,

例如计算 J x的时候需要用到 J y和 Jz 的值.然而要在同

一时刻计算 J y 和 Jz 的值是非常复杂的.此外 ,如果 J

在边界上 ,那么涉及它的计算还会用到一些边界外的

值 ,而这也是困难

的.因此 ,我们采用

在 Yee 元胞的中心

放置 J 来克服这些

困难 ,如图 1 所示 ,

并且 J 的三个分量

分布在空间的同一

个点上.此时 J 三个

分量的值我们都能

容易的得到 ,且计算时也不涉及元胞外面的值 ,上面的

问题也就迎韧而解.

　　根据图 1所示的 Yee元胞离散方式 ,对某一空间节

点的电 (磁)场分量进行空间离散时 ,若这些场量又刚

好不在离散节点位置 ,这时需要将相邻节点的场量进

行空间插值过度到该节点 ,如在计算 Ex
n + 1
i + (1/ 2) , j , k时

J x|
n + 1/ 2
i + (1/ 2) , j , k需做如下处理 :

J x
n + 1/ 2
i + (1/ 2) , j , k =

1
4

J x
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i + (1/ 2) , j + (1/ 2) , k + (1/ 2) + J x

n + 1/ 2
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(7)

213　电流密度的 FDTD迭代算法分析
下面推导电流密度 J 的 FDTD迭代式.假设在一个

时间步内 , E ,ωb ,ν和ωp 是不变的.这样 ,为了便于分

析 ,根据拉普拉斯变化原理 ,将式两边进行拉普拉斯变

换 ,将其转换到 s域 ,即有

d J
d t

] sJ ( s) - J 0

ε0ω
2
p E ] 1

s
ε0ω

2
p E

ΩJ ] ΩJ ( s)

则公式 (4)可以写成

J ( s) =ε0ω
2
p

1
s

( sI - Ω) - 1 E + ( sI - Ω) - 1 J 0 (8)

其中 I 为单位矩阵.令

A = ( sI - Ω) =
s + v ωbz - ωb y

- ωbz s + v ωb x

ωb y - ωb x s + v

(9)

则 A的逆矩阵为
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A - 1 = ( sI - Ω) - 1 =
1
Α A 3 (10)

其中 A 3为 A的伴随矩阵 ,

| A| = ( s + v) 3 + ( s + v)ω2
b ,ω2

b =ω2
bx +ω2

b y +ω2
bz (11)

这样 A - 1可以表示为

A - 1 =
1

| A|
A 3 =

1
( s + v) 3 + ( s + v)ω2

b

( s + v) 2 +ω2
bx　ωb xωb y - ( s + v)ωbz　ωb xωbz + ( s + v)ωb y

ωb xωb y + ( s + v)ωbz　( s + v) 2 +ω2
b y　ωb yωbz - ( s + v)ωb x

ωb xωbz - ( s + v)ωby　ωb yωbz + ( s + v)ωb x　( s + v) 2 +ω2
bz

(12)

为了后面的计算方便 ,设

A - 1 =

t11 t12 t13

t21 t22 t23

t31 t31 t33

(13)

经过上述处理后 ,式 (8)变为

J ( s) =ε0ω
2
p

1
s

A - 1 E + A - 1 J 0 (14)

为了求得时域电流密度的表达式 ,对式两边再进行逆

拉普拉斯变换 ,将其变换到时域.为此 ,可将式 (14)等号

右边拆分成两个部分 ,一部分是关于 A - 1的部分 ;另一

部分是关于 1
s

A - 1的部分.

对 A - 1进行逆拉普拉斯变换就是对矩阵 A - 1中的

每个元素进行逆拉普拉斯变换 ,对 1
s

A - 1进行逆拉普拉

斯变换就是把 1
s
乘以矩阵 A - 1中的每个元素 ,然后再对

每个元素进行逆拉普拉斯变换.根据这个方法 ,下面先

对 A - 1进行逆拉普拉斯变换 ,推导如下 :

　　根据式 (12)和式 (13) ,有

t11 =
( s + v) 2 +ω2

b x
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b
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b

+
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b

(15)

由 s域和时域的变换关系 ,并且利用 s Ζ s + v对应的频

移性质 e - vt ,式 (15)前面一项可表示为
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( s + v) 3 + ( s + v)ω2
b
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s3 + sω2
b

= e - vt s
s2 +ω2

b
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　　式 (16)的逆拉普拉斯变换为 cosωbte
- vt .

同理式 (15)后面一项可表示为

　　
ω2
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　　式 (17)的逆拉普拉斯变换为 e - vtω2
bx

1 - cosωb t

ω2
b

.

结合式 (16)和式 (17)的逆拉普拉斯变换结果 ,可得

到 t11的逆拉普拉斯变换为 :

t11 Ζ e - vt (cosωb t +ω2
b x

1 - cosωb t

ω2
b

) (18)

同理可求得 A - 1矩阵其它元素的逆拉普拉斯变换 ,结

果写成矩阵形式如下

A - 1 = A ( t) = e - vt

C1ω
2
b x + cosωb t C1ωb xωby - S1ωbz C1ωb xωbz + S1ωb y

C1ωbxωb y + S1ωbz C1ω
2
b y + cosωb t C1ωb yωbz - S1ωb x
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2
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其中 , C1 =
1 - cosωb t

ω2
b

, S1 =
sinωb t
ωb

.

用同样的方法可以就得 1
s

A - 1的逆拉普拉斯变换

结果

1
s

A - 1 = K( t) =
e - vt

ω2
b + v2

C2ωb xωb y + C3 C2ωbxωb y - C4ωbz C2ωb xωbz + C4ωby
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C2ωbxωbz - C4ωb y C2ωbzωb y + C4ωbx C2ωbzωbz + C3
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其中

C2 = e vt - 1 / v - vC1 - S1 , C3 = v e vt - cosωb t

　　+ωbsinωb t , C4 = e vt - cosωbt - vS1

综上 ,式 (14)的逆拉普拉斯变换结果为

J ( t) =ε0ω
2
p K( t)·E + A ( t)·J 0 (21)

至此 ,我们得到了时域里电流密度矢量和电场强度矢

量的关系式.下面根据图 (1)所示的 Yee元胞离散方式将

式(21)在时域里进行离散 ,得到离散时域的关于电流密度

矢量和电场强度矢量之间的 FDTD迭代式.由于式 (21)里

面的矩阵函数 K( t)和 A( t)的各个元素包含指数函数 ,因

此在 n + 1/ 2时间步对式结合指数差分[1]进行离散得
Jx

n + (1/ 2)
i , j , k
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n + (1/ 2)
i , j , k
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+
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4
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p K(Δt)·
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n
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n
i + (1/ 2) , j , k - 1 + Ex

n
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i , j + (1/ 2) , k + Ey

n
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n
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(22)
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上式中 ,由于电流密度矢量 J 的 3个分量位于 Yee元胞

的中心 ,但是电场 3 个分量位于 Yee 元胞的棱边上 ,因

此计算中用到空间插值求平均的方法.至此我们得到

了离散时域的电流密度矢量和电场强度矢量之间的

FDTD迭代式.

3　算法验证

　　算例 1 :计算半径为 3175mm的非磁等离子球的后向

雷达散射截面 RCS.等离子体电子回旋频率ωb = 0 ,等离

子体频率ωp = 2π×2817 ×109rad/ s ,等离子碰撞频率为

ν= 20GHz.计算中 FDTD元胞尺度为δ= 5×10 - 2mm ,离

散后的球半径为 75δ,Δt =δ/ 2 c0 ,入射高斯脉冲为 Ei ( t)

= exp[ - 4π( t - t0)
2/τ2 ] ,τ= 30Δt , t0 = 018τ.图 2为等离

子体球的后向 RCS.图中圆圈表示由Mie级数所得的解

析结果 ,实线表示为本文计算结果 ,三角形表示 RC2
FDTD方法计算结果.由图可以看出两者结果符合很好 ,

其中在低频(低于 20GHz)部分本文方法计算结果较 RC2
FDTD方法符合更好 ,表明本文方法在计算精度上更高.

　　算例 2 :计算半径为 011m的磁化等离子球的后向

雷达散射截面 RCS.当外加磁场平行于 z 轴时 ,即等离

子体电子回旋频率ωb = 300GHz ,等离子体频率ωp =

2817GHz ,等离子碰撞频率ν= 300GHz.当入射波沿着 z

轴正向入射 ,平行于 x轴极化 ,则该磁化等离子体球的

同极化后向 RCS如图 3 ( a)所示 ,交叉极化后向 RCS如

图 3 ( b)所示.作为比较 ,图 3给出了 RC2FDTD方法的计

算结果 ,其中实线表示 RC2FDTD方法计算结果 ,三角形

表示本文计算结果.图 3计算结果表明 ,在外加磁场情

况下两种方法计算结果相符 ,并且进一步说明本文方

法的正确性.

4　算例分析

　　算例 3 :分析不同等离子回旋频率情况下磁化等离

子球的电磁散射特性.等离子球半径 r = 0101m.等离子

体碰撞频率ν= 300GHz ,等离子体角频率ωp = 2π×2817

×109rad/ s.计算空间离散间隔为δ= 015mm ,入射波为高

斯脉冲 ,沿 z 轴入射.分别取等离子体回旋频率ωb =

50GHz ,ωb = 100GHz ,ωb = 300GHz ,ωb = 400GHz.磁化等离

子体球的同极化和交叉极化的后向 RCS计算结果如图 4

所示.从结果可以看出磁化等离子体球的同极化后向散

射 RCS随着等离子体回旋频率的增大而减小 ,而交叉极

化后向 RCS随着等离子体角频率的增大而增大.

　　算例 4 :分析不同等离子体回旋频率情况下涂覆磁
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化等离子体层的金属导体球的电磁散射特性.金属球

半径为 r = 0101m ,等离子涂层厚度为 215mm.等离子体

碰撞频率ν= 300GHz ,等离子体角频率ωp = 2π×2817×

109rad/ s.计算空间离散间隔为δ= 015mm ,入射波为高

斯脉冲 ,沿 z 轴入射.等离子体回旋频率分别取ωb =

50GHz ,ωb = 100GHz ,ωb = 300GHz ,ωb = 400GHz.涂覆磁

化等离子体涂层金属球的同极化和交叉极化的后向

RCS 计算结果分别于如图5所示.从结果可以看出磁化

等离子体球在同极化后向 RCS随着等离子体回旋频率

的增大有所减少 ,而交叉极化后向 RCS随着等离子体

回旋频率的增大而增大.

5　结论

　　根据拉普拉斯变换 (LT)原理 ,提出了一种新的分

析色散介质电磁特性的电流密度拉普拉斯变换时域有

限差分 (CLT2FDTD)算法.该方法是利用磁化等离子体

介质中的关于电流密度矢量与电场强度的本构方程 ,

将其两边分别拉普拉斯变换 ,得到 s 域内的本构方程.

最后进行逆拉普拉斯变换和指数差分 ,得到在离散时

域里易于求解的 FDTD迭代方程.这样不仅回避了处理

频域的本构关系过度到时域的本构关系当中的卷积问

题 ,而且更适合工程问题的分析 ,计算精度较 RC2FDTD

方法高.通过该方法计算了非磁与磁化等离子体球的

后向雷达散射截面 (RCS) ,计算结果表明本文方法是正

确有效的.另外我们还分析计算了不同等离子体回旋

频率下磁化等离子体球和涂覆磁化等离子金属球的后

向散射情况 ,从结果可以发现磁化等离子体球的同极

化后向散射 RCS随着等离子体回旋频率的增大而减

小 ,而交叉极化后向散射 RCS随着等离子体角频率的

增大而增大.
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