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� � 摘 � 要: � 全交换在并行计算领域中有着大量而且重要的应用, 例如 FFT 和矩阵运算等. 本文提出了一种适合环

网结构的全交换算法.算法中采用了新的网络划分技术及通信模式,使高维环网上全交换算法的通信量的主项达到了

理论下限,这是已知的其他相关算法未能达到的, 且其启动次数与通信量均优于现有的其他同类算法. 本文所述的算

法并不要求环网每一维上的处理器结点数目是 2 的方幂或某一个数的平方. 最后, 该算法简单规范, 易于硬件高效实

现.
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Abstract: � All�to�all personalized communication, also known as complete exchange, is at the heart of numerous applications in

parallel computing environment, such as FFT and matrix transpose.This paper presents new efficient algorithms for all�to�all personal�
ized communication in ring and multidimensional torus. In this paper, we adopt new network�partitioning technique and communication

pattern to improve the performance of all�to�all personalized communication for multidimensional torus� connected multiprocessors, and
the number of nodes in each dimension needs not be a power of two and square of some number. The main item of the transmission

time of the algorithms reaches the lower bound in theory, which can not be obtained in ex isting indirect algorithms proposed in the lit�
erature. Finally , the algorithms are conceptually simple and easily implemented in hardware.
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1 � 引言

� � 分布存储的并行处理机主要应用于科学计算、工程模拟

和信号处理等以计算为主的领域, 并且已经成功地用于商业

和网络应用中.在分布存储的多计算机系统中, 存储器分布于

每个处理器结点中,系统通过在高速互联网络上传递消息来

实现结点之间的通信,但是处理器结点之间的通信开销一直

是制约并行机性能提高的瓶颈之一.因此, 必须通过改进通信

算法和创新网络拓扑结构来减少通信延迟,提高并行机性能.

目前分布存储的并行机广泛采用网孔或环网等具有很好扩展

性的拓扑结构来满足其高带宽和低时延的通信需求.

MPI( Message Passing Interface)是目前应用最广的一种基

于消息传递模型的并行编程接口, 它几乎被所有并行计算环

境和流行的多进程操作系统所支持. 基于MPI 开发的应用程

序具有最佳的可移植性和较好的可扩展性, 因此它是目前超

大规模并行计算( 1000 个处理器) 最可信赖的平台. MPI不仅

支持点对点通信, 还支持集体通信.最重要的集体通信操作之

一是 MPI- Alltoall,即全交换. 所谓全交换是指系统中的每个

处理器结点给其他每个结点均发送一份内容不同但长度相同

的消息. 若系统有 N 个处理器结点, 每个结点 P i( 1 � i � N)

开始有 N 条长度均为 m 的不同消息B [ i, 1] , B [ i, 2] ,  , B
[ i , N ]准备要发送到其他所有结点,通信结束后, P i 中的消息

应变为B [ 1, i ] , B[ 2, i] ,  , B [ N , i ] . 全交换在许多计算问题
中有大量而重要的应用, 如 FFT [1] , 图论算法[ 2] , 并行排序[ 3]

和矩阵算法[ 4]等, 并且也用于评测相互连接的网络的性能.

但是包括 MPI- Alltoall 在内的所有 MPI集体通信函数的

具体实现均是基于点对点通信.这种方式没有充分利用互联

网络所提供的低延迟和高带宽等先进的特性. 因此我们必须

优化和改进 MPI- Alltoall的具体实现. 本文主要研究在环网结

构上的全交换问题.
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� � 目前,有关全交换操作的研究成果已有很多. 这些成果大

致可分成直接通信算法(如 D. Scott[ 5] , Y. C. Tseng[ 6]和 C. C.

Lam [ 7] )和间接通信算法 (又称消息合并算法, 如 N. S. Sun�

der[ 8] , Y. C.Tseng[ 9~ 11]和Y. J. Suh[ 12, 13] )两大类.直接通信算法

是指需要传递的消息仅在源结点与目的结点之间直接传送.

虽然其通信量达到了理论下限, 但是其启动次数与通信量等

同[5] ,因而其分析性能和实际性能均不理想, 不过它适合于硬

件实现以及消息特别长的情况. 间接通信算法采用消息合并

方式,大大减少了启动次数, 适合于消息长度较短或启动时间

较长的系统,但是其通信量却难以完全达到理论下限. 对网孔

与环网结构而言, 间接通信算法比直接通信算法更有效.

Tseng[ 11]提出了沿对角线传送的策略,所有的结点沿对角线分

组以彻底消除链路冲突. Suh[ 12]提出了在二维和三维环网上

具有最小启动开销的全交换算法. Suh[ 13]提出了有效的高维

全交换算法,网络的大小不要求是 2 的方幂或是某一个数的

平方.

本文先提出了一种高效的一维环上的间接全交换算法,

其通信延迟不仅非常接近理论下限,而且其启动开销也很小.

然后我们运用网孔划分技术把一维环上的算法推广到二维环

网上,并进一步提出了高效的四维环网上的全交换算法 ,其通

信量非常接近理论下限 N 1! �
k

i= 1
Ni!m/ 8. 我们还将算法拓展到

三维环网、乃至 k 维环网上, 使这些算法的通信延迟渐进最

优,性能得到显著提高. 与现有的其他算法相比, 本文中的算

法有如下主要优点:

( 1)对于任何维数的环网结构,全交换算法的通信量的主

项均达到了理论下限;

( 2)环网每一维上的处理器结点数目不要求是 2 的方幂

或某一个数的平方;

( 3)该算法简单规范,易于实现.

2 � 通信模型与基本术语

� � 本文所研究的可扩展的大型并行机中的计算结点是由具
有双向通道的环网结构连接而成.图 1 描绘了一个 4∀ 4 二维

环网及一个典型的计算结点的内部结构. 环网中的每一个结

点由处理器 ,本地存储器,网络接口和路由器组成. 本文中我

们假定每个处理器结点为单端口模式, 即每个结点仅能在同

一时间内发送和接受最多一个消息 ,且链路的带宽也仅为一

个字节.因为环网的拓扑结构很规则, 所以我们提出的算法都

采用了简单的维序选路.

本文采用了著名的虫蚀路由技术.若虫蚀路由的网络中

没有链路冲突,则其中的通信延迟与消息传递的距离几乎无

关. 我们设定发送一个长度为 m 的消息, 所需的时间开销为

T= ts+ m! tw, 其中 ts 为发送消息所需的启动时间, 它的系数

我们称之为启动次数; tw 为每字节的通信时间, 它的系数称

之为通信量; m 是消息长度(以字节表示) . Tseng[11]提出了全

交换操作的通信量的理论下限.

引理 1:对于一个 N 1 ∀ N 2∀  ∀ Nk 的 k 维环网结构, 其中 N 1

#N 2# #N k 且N 1 是偶数,全交换操作的通信量的理论下

限为 N 1!�
k

i= 1
N i!m/ 8.

3 � 一维环上的全交换算法 AR1

� � 对于由 p 个处理器结点构成的具有双向链路的一维环

结构, 若我们将一条双向链路视为两条单向通道, 则一维环可

以被视为两条单向的环形链路. 我们用 PE i 来表示一维环结

构上的处理器结点, 其中 0� i � p - 1 且 p 为偶数. 标号为奇

数的结点(奇结点)与一条单向环形链路构成了一条单向的环

结构, 记作奇环;标号为偶数的结点(偶结点)与另一条单向环

形链路也构成了一条单向的环结构,记作偶环. 为了最大程度

的减少通信量, 并且显著的降低启动次数, 同时还要满足处理

器结点的单端口限制, 我们提出了一种新型的无阻塞全交换

算法.

首先, 奇结点和与之左相邻的偶结点互相传递数据. 奇结

点把目的地址为其右半圈结点的消息传送给偶结点, 同时偶

结点也把目的地址为其左半圈结点的消息传送给奇结点. 然

后, 奇环上的结点向左循环传递消息,同时偶环上的结点向右

循环传递消息. 这两个传递过程都仅需循环传递半圈. 最后一

步是在奇结点和与之右相邻的偶结点之间进行, 双方均把目

的地址为对方的消息回传给对方. 图 2 是算法的正式描述:

M
s
d 表示从源点 PE s 发送到终点 PEd 的消息, M

S
i,  , j表示消息

集合{ M
S
i , M

S
i+ 1,  , M

S
j } , 而 M

i,  , j
d 表示消息集合 { M

i
d , M

i+ 1
d ,

 , Mj
d } . 若 i< 0 或 i #p , 则用( i ∃ p )mod p 来表示 i.

Algorithm AR1: / * 一维环上的全交换算法* /

BEGIN

For i= 0 To p /2- 1 Para- Do

� PE2i sends M
2i

2i+ p /2,  ,2i+ p- 1 � t o� PE2i- 1;

� PE2i- 1 sends M
2i- 1

2i ,  ,2i+ p / 2- 1 � to � PE2i;

Endfor

For k= 0To % p / 4�- 2 Do

For i= 0 To p /2- 1 Para- Do

� PE2i sends M
2i- 2k , (2i- 1) - 2k

2i+ 2,  ,2i+ ( p /2- 1) - 2k � to� PE2i+ 2;

� PE2i+ 1 sends M
( 2i+ 1) + 2k, (2i+ 2)+ 2k

2i- ( p /2- 2) + 2k ,  , 2i- 1 � to � PE2i- 1;

� Endfor

Endfor

For i= 0 To p /2- 1 Para- Do

� PE2i sends M 2i- (2!�p /4&- 1) ,  ,2i
2i+ 1

� To� PE2i+ 1;

� PE2i+ 1 sends M 2i+ 1,  , 2i+ 2!�p/ 4&
2i

� To � PE2i;

Endfor

END

图 2 � 一维环上的全交换算法的正式描述
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图 3描绘出了算法 AR1 在有 12 个处理器结点的一维环

上的运行情况.算法共分 4 步,其中奇环和偶环都分别沿相反

的方向循环传送了两次.每次循环传送消息数据时, 所传送的

消息数目逐次递减.

下面对算法 AR1的通信时间复杂度进行分析.

第 1步互换消息的时间代价是 ts+ p / 2!mtw ;该算法的第

2 步是奇环和偶环的% p / 4�- 1次循环传递消息. 当 p / 2 是偶数

时,第 2 步需要( p / 4- 1)! ts + 2m! ∋
p / 4- 1

k= 1

2k! tw ; 当 p / 2 是奇数

时,第 2 步需要( p - 2) / 4! ts+ 2m! ∋
( p- 2) /4

k= 1

(2k- 1)! tw; 第 3 步的

时间代价是 ts+ 2!�p / 4&!mtw . 因此, 整个算法的通信时间复
杂度为:

T ring= (% p / 4�+ 1)! ts+ (�p 2 / 8& + p / 2)!mtw

其中通信量的主项为�p 2/ 8&!m ,由引理 1 可知, 已经达到了

理论下限.

4 � 二维环网上的全交换算法 AT2

� � 二维双向环网的每一行、每一列均可被视为一维环结构,
因此一维环结构上的全交换算法可以被应用于构造二维环网

上的全交换算法.我们对 r ∀ s ( r � s)二维环网中的所有处理

器结点进行编号, 第 i 行、第 j 列上的处理器结点被标记为

p ( x , y ) ,其中 0 � x � r- 1且 0� y � s- 1, 它与 p ( x- 1, y )、

p ( x+ 1, y )、p ( x , y- 1)和 p ( x , y+ 1)结点相连接.

我们运用 Gu
[14]
提出的二维环网划分技术来实现二维环

网上的全交换.环网中满足( x+ y )mod2= 0的结点称为( 偶结

点) , 满足( x+ y )mod2= 1 的结点称为(奇结点). 首先, 整个二
维环网被划分为 r / 2 ∀ s / 2 个 2 ∀ 2 的子网孔, 每个子网孔均

由两个偶结点与两个奇结点构成. 环网的每一行都间隔排列

着 s / 2 个偶结点和 s/ 2 个奇结点, 每一列都间隔排列着 r / 2

个奇结点和 r / 2个偶结点. 同一行中的 s/ 2 个偶结点可以构

成一条逻辑环,同一列中的 r / 2 个奇结点也可以构成一条逻

辑环.此全交换算法在通信过程中没有任何链路冲突.

我们现在分析二维环网上的全交换算法的通信时间复杂

度:

二维环网上的全交换算法分为两个阶段: 第一阶段可分

为两个步骤. 第一步是,同一行中的 s / 2 个偶结点构成了一条

逻辑环, 它们执行一维环上的全交换算法 AR1,易知启动次数

为% s / 8�+ 1, 通信量为(�s 2/ 32&+ s / 4)!2r!m ;与此同时, 同一
列中 r / 2 的个奇结点也构成了一条逻辑环,它们执行一维环

上的全交换算法 AR1, 易知启动次数为% r / 8�+ 1, 通信量为

(�r2 / 32& + r / 4)!2s!m, 但是由于 r � s, 所以第一步的通信开

销为(% s / 8�+ 1)! ts+ (� s2/ 32& + s/ 4)!2r!mtw .第二步是同一
行中的 s / 2 个奇结点执行一维环上的全交换算法 AR1,同一

列中 r / 2 的个偶结点执行一维环上的全交换算法 AR1,因此

第二步的通信开销与第一步相等.算法的第二阶段是在 2 ∀ 2

子网孔中实现全交换. 第二阶段也分为两步, 每步均是相邻的

结点之间互换一半的消息数据,所以第二阶段中每一步的通

信开销均为 ts+ ( r! s / 2)!mtw . 故在 r ∀ s 二维环网上的全交

换算法的时间复杂度为 :

T 2D= (2!% s / 8�+ 4)! ts+ (4r!� s2/ 32& + 2r! s )!mtw .

由上可知, 算法的通信量的主项达到了理论下限.

5 � 高维环网结构上的全交换算法

5�1� 四维算法 PT4

如果二维环网可以看成是两个一维环的( 迪卡尔乘积),

那么四维环网也能看成是两个二维环网的( 迪卡尔乘积) . 对
于 N 1 ∀ N 2 ∀ N 3∀ N 4 的四维双向环网, 其中 N 1#N 2#N 3#

N 4且 N 1, N 2, N 3 和 N 4 均是 8 的倍数, 每一个处理器结点被

标记为 p ( x , y , s , t) , (0 � x � N 1- 1, 0� y � N 2- 1, 0 � s � N 3

- 1和 0 � t � N 4- 1) . X 维与 Y 维构成了 X�Y 平面, S 维与T

维构成了 S�T 平面.满足( x + y + s+ t )mod2= 0 的结点为偶

结点, 满足( x + y+ s+ t )mod2= 1的结点为奇结点.算法第一

阶段的通信模式为: 第一

步, 所有的偶结点都执行

X�Y 平面上的二维全交换
算法, 同时所有的奇结点都

执行 S�T 平面上的二维全

交换算法; 第二步, 所有的

偶结点都执行 S�T 平面上

的二维全交换算法, 同时所

有的奇结点都执行 X�Y 平

面上的二维全交换算法. 算

法的第二阶段为, 在二元 4 立方体中实现全交换, 如图 4 所

示, 每个结点将目的地址为对方的消息传送给对方结点.

下面分析四维环网上的全交换算法的通信时间复杂度:

该算法分为两个阶段,第一阶段又分为两个步骤. 第一步, X�
Y平面上的二维全交换算法的通信时间开销为(2!%N 1/ 16�+

4)! ts+ ( 8!�N 2
1/ 128&+ 2N 1 )!N 2N 3N 4!mtw , S�T 平面上的二维

全交换算法的通信时间开销为(2!%N 3/ 16�+ 4)! ts+ (8!�N 2
3/

128& + 2N 3)!N 1N 2N 4!mtw ,但是由于 N 1#N 3 ,前者大于后者,

所以通信时间开销以前者为主.第一阶段第二步的通信时间

开销与第一步相等. 第二阶段分为四步,每步均是相邻的结点

之间互换一半的消息数据, 所以每一步的时间开销为 ts +
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( N 1N 2N 3N 4 / 2)!mtw .故四维环网上的全交换算法的时间复杂

度为:

T 4D= ( 4!%N 1/ 16�+ 12)! ts+ (16!�N 2
1/ 128& + 6N 1)

!N 2N 3N 4!mtw .
由上式可知,通信量的主项达到了理论下限.

二维环网上的全交换算法可推广到四维环网, 四维环网

上的算法也可以推广到八维环网,依此类推,我们可以得到 k

维环网上的全交换算法,其中 k= 2d .

对于 N 1∀ N 2∀  ∀ N k 的 k 维环网, 其中 Ni (1� i � k )必

须是 2k 的倍数且N 1#N 2#  #N k, 它可以看作是两个 k / 2

维环网的( 迪卡尔乘积) .该算法共分二个阶段, 第一阶段第一

步是, (偶结点)在 N 1,  , N k/ 2维上执行 k / 2 维环网上的全交

换算法, 同时(奇结点)在 Nk/ 2+ 1,  , Nk 维上执行 k/ 2 维环网

上的全交换算法; 第二步是( 偶结点)与( 奇结点)交换执行第
一步中的任务.第二阶段是在二元 k 立方体中实现消息的完

全传递.我们利用二元 k 立方体中的全交换算法来实现 2k 个

结点的完全通信,其时间复杂度为 k! ts+ k!2k- 1!mtw. 通过归

纳可知,总的通信时间开销为:

TkD= k! (%N 1/ 4k�+ log2k+ 1)! ts+ { k2!�N 2
1/ 8k

2& + (�k 2/ 4&

+ k/ 2)!N 1}! �
k

i= 2
Ni!mtw

当 N 1 k 时,高维环网上的全交换算法是非常有效的,

其通信量已经非常接近理论下限 N 1! �
k

i= 1
Ni!m/ 8.

5�2 � 修改后的算法MT3

5� 1中的高维全交换算法仅能在维数为 2 的幂的环网上

运行,而对于其他维数的环网而言, 例如著名的 Cray T3D, 此

算法则不能运行.于是我们对上面的算法加以改进, 虽然改进

后的算法的启动次数略有增加,但是其通信延迟却保持不变.

首先我们描述三维环网上的全交换算法,然后再把此算

法推广到 k 维环网结构上.对于 N 1 ∀ N 2 ∀ N 3的三维环网,其

中N 1#N 2#N 3且 N 1, N 2和 N 3均需是 6 的倍数,每一个处理

器结点被标记为 p ( x , y , z ) ( 0� x � N 1- 1, 0 � y � N 2- 1 和 0

� z � N 3- 1) . 为了最大限度地利用通信带宽以及完全避免

链路冲突,我们将三维环网上的结点分为 3 组, 即 Gi= { p ( x ,

y , x ) | ( x+ y+ z )mod 3= i } , 其中 0 � i � 2. 这样整个三维环

网就被划分为 27个 N1 / 3 ∀ N 2/ 3 ∀ N 3/ 3 的三维逻辑环网, 且

沿着每条轴上的结点隶属于不同的三个三维逻辑环网. 因为

处理器结点有单端口的限制,所以同属于一组的处理器结点

以某种顺序轮流沿着 x 轴、y 轴和 z 轴执行一维环上的全交

换算法.在这一阶段中, 同属于一个 N 1/ 3 ∀ N 2/ 3∀ N 3/ 3 三维

逻辑环网中的结点之间相

互传送消息.算法最后需要

在 3 ∀ 3 ∀ 3 的三维子网孔

上实现消息的完全互换. 下

面是通信模式的具体描述:

全交换算法的第一阶

段分为三步, 如图 5 所示,

同隶属于一个组的处理器

结点可以按照图 5 中所列

的顺序轮流沿着 x 轴、y 轴和 z 轴执行一维环上的全交换算

法, 即 G0中所有结点依次沿着 x 轴、y 轴和 z 轴执行一维环

上的全交换操作, G1 中所有结点依次沿着 y 轴、z 轴和x 轴执

行一维环上的全交换操作, G2 中所有结点依次沿着 z 轴、x

轴和 y 轴执行一维环上的全交换操作.

{Step1 of Phase1} :

If ( x+ y+ z ) mod 3= 0, then � p ( x , y , z )与 p ( ( x+ 3) mod N 1,

y , z ) ,  , p ( ( x+ N 1- 3)mod N 1, y , z )形成了在 X维上的一维

环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

If ( x+ y+ z ) mod 3= 1, then � p ( x , y , z )与 p ( x , ( y+ 3) mod

N 2, z ) ,  , p ( x , ( y+ N 2- 3)mod N 2, z )形成了在 Y 维上的一

维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

If ( x+ y+ z ) mod 3 = 2, then � p ( x , y , z )与 p ( x , y , ( z + 3)

mod N 3) ,  , p ( x , y , ( z + N 3- 3) mod N 3 )形成了在 Z维上的

一维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

{Step2 of Phase1} :

If ( x+ y+ z ) mod 3= 0, then � p ( x , y , z )与 p ( x , ( y+ 3) mod

N 2, z ) ,  , p ( x , ( y+ N 2- 3)mod N 2, z )形成了在 Y 维上的一

维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

If ( x+ y+ z ) mod 3 = 1, then � p ( x , y , z )与 p ( x , y , ( z + 3)

mod N 3) ,  , p ( x , y , ( z + N 3- 3) mod N 3 )形成了在 Z维上的

一维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

If ( x+ y+ z ) mod 3= 2, then � p ( x , y , z )与 p ( ( x+ 3) mod N 1,

y , z ) ,  , p ( ( x + N 1- 3) mod N 1, y , z )形成了在 X 维上的一

维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

{Step3 of Phase1} :

If ( x + y + z ) mod 3= 0, then � p ( x , y , z )与 p ( z , y , ( z + 3)

mod N 3) ,  , p ( x , y , ( z+ N 3- 3) mod N 3)形成了在 Z维上的

一维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

If ( x+ y+ z ) mod 3= 1, then � p ( x , y , z )与 p ( ( x+ 3) mod N 1,

y , z ) ,  , p ( ( x + N 1- 3) mod N 1, y , z )形成了在 X 维上的一

维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

If ( x+ y+ z ) mod 3= 2, then � p ( x , y , z )与 p ( x , ( y+ 3) mod

N 2, z ) ,  , p ( x , ( y+ N 2- 3) mod N 2, z )形成了在 Y维上的一

维环结构, 执行一维环上的全交换算法 AR1;

显而易见, 在算法的第一阶段中,所有的链路均忙于传递

消息, 而且负载均衡.第一阶段之后,根据消息的传递情况, 三

维环网被划分为 N 1 / 3∀ N 2 / 3 ∀ N 3/ 3 个 3 ∀ 3 ∀ 3 的三维子网
孔. 第二个阶段就是在 3 ∀ 3∀ 3 的三维子网孔中实现消息的

全交换, 如图 6所示, 三维子网孔中的每个处理器结点可以依

次沿着 x 轴、y 轴和 z 轴与其他两个相邻结点传递消息. 在具

有 3 个结点的一维阵列

上, 每个结点可以通过

顺时针和逆时针两次循

环来实现与左右相邻结

点的全交换. 因此,第二

阶段的全交换操作就在

以下的六个步骤中完

成.
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{ Step1 of Phase2} :

If � x mod 3= 0, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x+ 1, y , z ) ;

If � x mod 3= 1, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x+ 1, y , z ) ;

If � x mod 3= 2, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x- 2, y , z ) ;

{ Step2 of Phase2} :

If � x mod 3= 0, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x+ 2, y , z ) ;

If � x mod 3= 1, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x- 1, y , z ) ;

If � x mod 3= 2, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x- 1, y , z ) ;

{ Step3 of Phase2} :

If � y mod 3= 0, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y+ 1, z ) ;

If � y mod 3= 1, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y+ 1, z ) ;

If � y mod 3= 2, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y- 2, z ) ;

{ Step4 of Phase2} :

If � y mod 3= 0, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y+ 2, z ) ;

If � y mod 3= 1, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y- 1, z ) ;

If � y mod 3= 2, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y- 1, z ) ;

{ Step5 of Phase2} :

If � z mod 3= 0, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y , z + 1) ;

If � z mod 3= 1, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y , z + 1) ;

If � z mod 3= 2, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y , z - 2) ;

{ Step6 of Phase2} :

If � z mod 3= 0, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y , z + 2) ;

If � z mod 3= 1, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y , z - 1) ;

If � z mod 3= 2, then� p ( x , y , z ) ∗ p ( x , y , z - 1) ;

整个通信过程中没有任何链路冲突.

三维环网上的全交换算法的时间复杂度分析如下: 算法

总共有两个阶段, 第一阶段有三步, 每步的通信时间开销为

{%N 1/ 12�+ 1}! ts+ ( 3!�N 2
1/ 72&!N 2N 3+ N 1N 2N 3 / 2)!mtw ; 第

二阶段有六步, 每步的通信时间开销为 ts+ ( N 1N 2N 3/ 3) !
mtw ) .所以总的通信时间复杂度是:

MT 3D= (3!%N 1 / 12�+ 9)! ts+ (9!�N 2
1 / 72&!N 2N 3

+ 7N 1N 2N 3 / 2)!mtw
其中通信量的主项达到了理论下限.

5�3 � k 维环网上的全交换算法MTk

下面我们把三维环网上的全交换算法推广到高维环网.

对于 N 1∀ N 2∀  ∀ N k 的 k 维环网, 其中 N i ( 1� i � k )是 2k

的倍数且N 1#N 2# #N k .全交换算法共有两个阶段, 第一

阶段由 k 步组成, 同隶属于一个组 Gi 的处理器结点按照某种

顺序轮流沿着 k 条轴执行一维环上的全交换算法. 第二阶段

分为 k 步, 在k ∀  ∀ k
k

网孔中实现消息的完全传送 ,每一步

均是网孔中的结点沿着某一条轴线在一维阵列上实现消息的

完全回送.我们利用一维阵列上的全交换算法[14]来实现 k 个

结点的完全通信,该算法的时间复杂度为 ( p - 1)! ts+ �p 2/ 4&
!mtw ,其中 p 为一维阵列上的处理器结点个数.

该算法共分两个阶段. 第一阶段有 k 步, 每步均需时

(%N 1 / 4k�+ 1)! ts+ (�N 2
1/ 8k

2&! k! �
k

i= 2
N i+ �

k

i= 1
N i/ 2)!mtw ; 第二

阶段也有 k 步, 每步均需要 ( k - 1)! ts+ (�k 2/ 4&/ k )! �
k

i= 1
N i!

mtw ;所以总的通信时间复杂度是:

� MTkD= ( k!%N 1/ 4k�+ k 2)! ts+ { k 2!�N 2
1/ 8k

2& + (�k 2/ 4&

+ k / 2)!N 1}! �
k

i= 2
N i!mtw.

当 N 1  k 时, 高维环网上的全交换算法是非常有效的,

其通信量已经非常接近理论下限
N 1

8
! �

k

i= 1
Ni!m.

6 � 性能分析和比较

� � 现在对本文提出的算法的通信时间复杂度和已有的相关

算法作对比, 并且对其性能进行详细的分析. 表 1列出了目前

已知的一些高性能的全交换算法的时间复杂度.Tseng[ 9~ 11]与

Suh [12]提出的二维环网上的全交换算法均要求环网每一维上

的处理器结点数目是 2 的方幂或某一个数的平方, 而本文提

出的所有算法与 Suh[ 13]的算法都没有此项限制. 若将本文提

出的算法应用到 2d ∀ 2d 的二维环网上, 则该算法的时间复杂

度为 T 2D= (2
d- 2

+ 4)! ts+ (2
3 d- 3

+ 2
2d + 1

)!mtw . 在启动次数
和通信量这两个重要指标上, 本文提出的二维算法 AT2 均大

大优于 Tseng
[ 9, 11]

的算法和 Suh
[ 13]
的算法. 虽然 Tseng

[ 10]
与

Suh [12]中的算法的启动次数均为 O( d) , 但是其通信量很大,

整体通信性能不如本文算法. 本文所述算法的通信量开销是

所有已知单端口间接通信算法中最小的, 其主项均达到了通

信量的理论下限.

表 1 � 环网上的全交换算法的性能对比

Topology Algorithm Startup Cost Message Transmission Cost

r ∀ s 2D

Torus

Suh[13] ( s/ 2+ 2)! t s ( r! s2/4+ r! s)!mtw

AT2 (2!% s/ 8�+ 4)! ts ( 4r!�s2/ 32&+ 2r!s )!mtw

2d ∀ 2d

2D Torus
Suh[12] (3d- 3)!t s

{ 9!23d- 4+ ( d2- 5d+ 3)

!22d- 1}!mtw

N 1 ∀  

∀ N kkD

Torus

Suh[13] k!( N 1/ 4+ 1)! ts ( k!N 1/8+ k/ 2) ! �
k

i= 1
N i!mtw

PTk

k = 2d

k!(%N 1/ 4k�

+ log2 k+ 1)!t s

{ k2!�N 2
1/ 8k

2&+ (�k2/4&

+ k / 2)!N 1}! �
k

i= 2
N i!mtw

MTk
( k!%N 1/ 4k�

+ k2)! t s

{ k2!�N 2
1/ 8k

2&+ (�k2/4&

+ k / 2)!N 1}! �
k

i= 1
N i!mtw

� � Suh [13]提出的高维环网上的全交换算法是目前我们仅知

道的高维间接通信算法,此算法不要求环网每一维上的处理

器结点数目是 2 的方幂或是某一个数的平方. 本文提出的高

维算法 MTk 不仅具备此特点,而且在启动次数和通信量这两

个重要指标上均大大优于 Suh[ 13]的算法, 当 N 1 k 时, 本文

提出的高维全交换算法的通信量接近理论下限 N 1! �
k

i= 1
Ni!m/

8.

理想的情况是在超级并行机上运行该程序来进行性能评

测, 然而现有的机器规模难以支持此类算法的可扩展性分析,

并且无法保证获取访问的计算结点由规则的网络拓扑结构连

接. 因此,大多数此类文章均是采用基于商用并行机的试验参

数构建成的模型来分析. 本文采用基于 Intel Paragon 的参数构

建的模型[ 15]来分析算法性能, 其中 ts= 75�s, tw= 0�011�s. 图
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7显示了本文提出的二维全交换算法和已有的算

法[12, 13]在 16 ∀ 16、32 ∀ 32、64 ∀ 64 和 128∀ 128 二维环网
上的性能比较结果. 从图 7 中可以看到, 无论消息的长

度是长还是短, 无论网络的规模是大还是小, 本文中算

法的性能均优于已有的著名算法.

7 � 结论

� � 本文先提出了一维环上的一种高效的全交换算法,
然后把该算法扩展到二维、三维和高维环网上. 本文采

用新的网络划分技术来充分利用网络通信带宽 ,消除链

路冲突以及保证单端口模式, 并且采用消息合并方式来

减少启动次数开销, 从而提高了算法性能. 本文所提出

的通信模式使网络中所有结点的负载基本平衡, 从而能使全

交换算法的通信量开销能非常接近理论下限, 算法的性能得

到显著提高.一维环上的全交换算法的时间复杂度为: T ring=

(%p / 4�+ 1)! ts+ (�p 2 / 8& + p / 2)!mtw , 其通信量的主项达到
了理论下限. r ∀ s 二维环网上的全交换算法的时间复杂度

为: T 2D= (2!% s / 8�+ 4)! ts+ ( 4r!�s 2/ 32& + 2r! s )!mtw , 其通
信量的主项也达到了理论下限. 修改后的维环网上的全交换

算法的通信开销为: ( k!%N 1 / 4k�+ k 2)! ts+ ( k2!�N 2
1/ 8k

2& !

�
k

i= 2
N i+ (�k 2/ 4& + k/ 2)! �

k

i= 1
Ni )!mtw . 当 N 1  k 时, 算法的通信

量非常接近理论下限 N 1! �
k

i= 1
Ni!m/ 8,这在其他为数不多的高

维算法中是从来没有过的.

虽然本文提出的算法要求每一维上的结点数目是某一个

数的倍数,但是通过添加虚拟结点的方式, 该算法也能适用于

每一维上的结点数目为任意值的情况. 本文提出的算法简单

规范,易于硬件高效实现.
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