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　　摘 　要 : 　针对关联维数计算速度慢、耗时多和运算效率低的缺陷 ,本文从算法和结构两个方面研究了关联维数

的快速求解方法 ,提出了区间阈值累加法和区间维值累加法. 这两种算法通过对[1 ×mmax ]·[1 ×rmax ]表格的批处理填

写以达到减少重复运算和提高计算效率的要求. 文中详细地介绍了算法步骤 ,分析了算法的运算量 ,通过与标准算法

和一般改进算法的比对 ,显示出本文提出算法的优越性.
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Abstract : 　In order to solve the problem of slow speed ,based on the canonical algorithm of calculation of the correlation inte2
grals ,this paper not only provides several improvements ,but also puts forward two optimized algorithms. The algorithms are based on

the region of embedded dimension and region of distance threshold. They are filled in table of [ mmax ×rmax ] ( mmax is number of em2
bedded dimension , rmaxis number of distance threshold) by batch methods giving up the one by one processing methods. In this paper ,

the theory and algorithm are narrated in detail. The performance of two optimal algorithms is compared with canonical algorithm and

improvement method. The experimental result shows that optimal algorithms need least time to calculate the correlation dimension for

same length time series with same number of distance threshold and embedded dimension since they have little redundant calculations

and enhance the calculation efficiency obviously.
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1 　引言
　　由于关联维数能够在一定程度上反映时间序列在各个时

刻的相关性程度的变化率 ,因此它在混沌分形信号处理中有

着极为重要的地位. 求解关联维数的算法一直是混沌与分形

理论中研究的一个重点问题 ,许多研究者都从关联维数的定

义式出发对标准算法进行了不同的改进 [1 - 3 ] ,运算量有了一

定的减少 ,计算效率也有所提高 ,但仍然没有从本质上解决重

复运算的问题. 本文提出了两种计算关联维的快速算法 ,在一

定程度上能够提高计算效率 ,减少了运算时间 ,取得了较好的

效果.

2 　标准关联维数冗余计算量分析与改进

211 　关联维数的定义

采用 Takens 提出的时间延迟技术 ,从一维时间序列中构

造出一个 m 维的向量子空间{ X( m)
i = { xi , xi + 1 , ⋯, xi + m - 1} } ,

这里是子空间的嵌入维数 ,用上述向量计算关联积分 :

C( r , m) =
1
N2 ∑

N - 1

i =1
∑
N

j =1

H[ r - d ( X( m)
i , X( m)

j ) ] (1)

d ( X( m)
i , X( m)

j ) 为向量 X( m)
i 和 X( m)

j 的距离 , N 为样本点总

数 , r 是在向量空间 Rm 中 ,两个向量间距离阈值 , H 为阶跃函

数 ,定义为 H ( x ) =
1 　x ≥0

0 　x < 0
. 关联维数为 D ( m)

2 = lim
r→0

ln C( r , m)
ln r

;关联维数就为 D2 = lim
M →∞

D ( m)
2 . 对某一信号的 m 值

是无法先知 ,需经过一系列 m 的计算后确定. 例如 EEG的嵌

入维数 m 从 20 开始 D2 趋于稳定 ,因此在计算时 m 取为 25

～30 即可.

212 　标准算法的运算量分析与改进

计算关联维数的运算量主要来自求解关联积分 ,而关联

积分的运算量就是在[1 ×mmax ]·[1 ×rmax ]表格上逐点填写 H

= 1 的计数值 ;再求得关联维数 D2 . 关联积分运算量来自两

个方面 ,一方面是空间向量的距离运算 ,另一方面是各距离与
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不同阈值的比较. 按标准的算法 ,对不同嵌入维空间中所有向

量间的距离与所有阈值 r 进行比较 ,需做的比较次数为

SUMcp =
rmax

2
·∑

mmax

k =1

[ N - k + 1 + 1 ]·[ N - k + 1 ] 其中存

在许多的冗余计算 ,原因如下 :

(1) 若时间序列的长度为 N ,距离阈值 r 取 K 个不同的

值 ,需要计算 K·N ( N - 1) / 2 次向量距离计算 . 距离可用 1 ,2 ,

∞- 范数表示并且是等价的 ,有定理保证 ,

定理 1 　假设 d ( X( m
1
)

i , x ( m
2
)

j ) 的范数形式有 ‖Xi - Xj

‖p ;则对于任何范数表示 d ( X( m
1
)

i , x
( m

2
)

j ) ,得到的关联维数

D2 都是相同的. (证明略)

因此 ,在计算相空间中两两向量之间的距离时 ,向量的

‖Xi - Xj ‖∞来表征向量间的距离

d ( X( m)
i , X( m)

j ) = ‖Xi - Xj ‖∞ = max( | Xi - Xj| )

( m = 1 ,2 , ⋯, mmax) 　(2)

本文如未特殊说明 ,距离一律用 ∞2范数来计算 ,这样可以大

大节省运算量.

(2) 在计算| x ( m)
i - x ( m)

j | 时 ,对于不同的 m , r 在计算向量

间的距离时各个分量运算存在大量的重复计算. 在不同嵌入

维 mk 和 ml ( mk < ml ) 的向量组中 , d ( X( m
k
)

i , X( m
k
)

j ) 的计算与

d ( X( m
l
)

i , X( m
l
)

j ) 的前 mk 的减法计算是重复的应予以祛除 ,用

以下的递推式求得

d ( X ( m
l
)

i - X ( m
l
)

j ) = max[ d ( X ( m
k
)

i - X ( m
k
)

j ) , ‖X ( m
p
)

i - X ( m
p

)
j ‖∞]

( mp = mk + 1 , mk + 2 , ⋯, m l) 　(3)

(3) 对每一个 r ,相空间中任何两个向量的距离都需要计

算一遍 ,那么对于每一向量对都需要与 K个 r 进行比较 ,其中

有 ( K - 1) 次是多余的. 因此在计算向量距离之后应将其进行

取整量化 ,引入等距积分[3 ] ,通过累加得到关联积分 ,

C( ir , d) =
1
N2 ∑

ir

r =0

Qs ( r) (4)

其中 :

　Qs ( r) = ∑
N - 1

i =1
∑
N

j = i+1

Q ( r - ‖Xi - Xj ‖∞) , Q ( x) =
1 , x = 0

0 , x ≠0
.

r = 1 ,2 , ⋯, nmax

这种方法虽然比原始方法节省时间 ,它解决了不同距离

阈值 r 下的重复运算 ,根据式 (4) ,只要计算一次两两向量间

的距离 ,通过累加就可得到关联积分 ,从而使关联积分的运算

量大幅度下降. 但对于不同嵌入维 m 下的这类重复运算无法

清除.

213 　改进措施的评价和小结

以上这些改进措施在一定程度上降低了运算量 ,同时提

高了运算效率 ,但最关键的一点并没有从根本上得到解决 ,即

对[1 ×mmax ]·[1 ×nmax ]表格逐点填写与| xi - xj| 的重复运算.

因此需要打破常规的约束 ,寻找出全新理念的算法. 本文从两

个角度考虑 ,即从距离阈值变量的变化和嵌入维变量的变化

规律出发 ,提出了阈值区间累加法和维值区间累加法的快速

算法 ,以解决上述问题 ,下面两节将对它们作详细的介绍.

3 　第一种关联积分的快速算法 —维值区间累加法

　　在第 2 节中论述的改进算法并没有脱离对 [1 ×mmax ]·[1

×nmax ]表格上逐点填表的方式 ,显然这种算法仍然存在计算

效率不高的问题 ,本文针对这一点提出了第一种优化算法 ,即

维值区间累加法. 对于某一个距离阈值 ,寻找出满足它的一个

嵌入维值区间.

定理 2 　对于 Π n ∈Z + ,有 ‖X( m
k
)

i - X( m
k
)

j ‖< rn ,则对

于所有的 m < mk ,都有 ‖X ( m)
i - X( m)

j ‖< r 成立 ,其中 , X( m)
i

= [ x1 , x2 , ⋯, xi + m , ⋯, xi + m
k

- 1 ].

首先将式 (1) 变换成下式

C( rn , m) =
1
N2 ∑

N

i =1
∑
N - i

j =1

H[ rn - d ( X( m)
i + j , X( m)

j ) ] (5)

式 (5) 与式 (1) 在下标变量遍历过程是不同的 ,有助于分离下

标变量 i 和 j. 求 ‖Xi - Xj ‖< r 其实质就是计算和分析| xi -

xj| ,因此可以直接对时间序列的元素进行操作以达到减少重

复运算的目的. 具体的求解方法如下所述 :

求各个元素间的距离| xj - xi + j| ,且将其存入上三角矩阵

Λ[ N , N ] .考虑到式 (5) 中的 m ,对于所有的 ( i , j) 对不是常数 ,

是按照 m = 1 ,2 , ⋯, mmax变化. 若按照向量下标的遍历方式来

做Λ[ N , N ]的遍历 , i 被分离出来 ,从下标变量 j 延平行于对角

线的方向出发 ,则会有

m = jf - js + 1 (6)

且 | xj - xi + j| < rn 对于 j 满足 js ≤j ≤jf (7)

| xj - xi + j| ≥rn 对于 j 满足 j = js - 1 , j = ff + 1 (8)

js 和 jf 是表示在 j 下标下满足上述条件的元素队列的起

止位置. 其队列的长度定义为 w. w 是与 r 直接相关的 ,且当

给定某一个 rp 时在 j 坐标下可能具有 l 个长度不同的队列 ,

故另记作 w ( rp , k) , k = 1 ,2 , ⋯, l .

简单地 ,当外循环变量 i = 1 时 ,在给定的距离阈值为 rp

时 ,可得

Δi = 1 ( m , rp) = ∑
l

k =1
∑

m
max

m =1

[ wi = 1 ( rp , k) - m + 1 ]

那么拓展到所有的 i 时 ,则可得

Δ( m , r) = ∑
N

i =1
∑

l

k =1
∑

mmax

m =1

[ wi ( rp , k) - m + 1 ] Χ z ( m , r)

z ( m , r) 给出了在 m 维向量空间中队列的个数. 当然

C( m , rn)中不仅仅包含了由这些队列产生的计数 ,而且包含

了由 m > mmax产生队列而引起的计数 ,因此可以用下式表示 :

C( m , r) =
1
N2 ∑

mmax

i = m

( i - m + 1) ·z ( i , r) + �z ( M , Mmax , r)

函数 �z ( m , mmax , r) 是表示由 m′> mmax时的队列引起的

计数. 显然存在一个 �mmax ,使得对于所有的 m > �mmax ,有 z ( m ,

r) = 0. �mmax的值是与原始序列长度 N 和距离阈值 rn 有关 ,

�mmax的值随 N 和 rn 的增大而增大. 但是在实际运算中我们不

可能取到 �mmax ,必然取一个适当的 m ( m < �mmax) ,这样就会引

起 m 的截断效应.

以上讨论的是针对给定的一个阈值 rp 的情况 ,然而在关
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联积分 C( m , r) 中阈值 r 是变化的. 可以选取一个 r0 ,有 rmax

= nmax ×r0 ,这样 rn 的变化转变为 n ( n = 1 , 2 , ⋯, nmax) 的变

化 ,因此在这种情况下 ,对以上讨论的条件和函数应做相应地

改变 :

m ( n) = jf ( n) - js ( n) + 1

在固定外循环变量 i 时 ,对于不同的 n 在 j 轴上运用式 (7) 和

式 (8) ,形成若干宽度为 w ( n , m) 的队列 ,随 n 的增加队列宽

度不断增加. 当某一队列在 n 变化时 ,队列拓展的方式为若

n 3
j = | xj - xi + j| / r0 ,则

当 n 3
j < n 3

j - 1时 　js ( n) = j 　n 3
j ≤n < n 3

j - 1

当 n 3
j ≥n 3

j - 1时 　jf ( n) = j 　n 3
j - 1 ≤n < n 3

j

当出现 m ( n) > mmax时 ,按照下面公式计算截断效应函

数 �z ( m , mmax , rn) :

�z ( m , mmax , rn) = �z ( m , mmax , rn) + [ m ( n) - mmax + 1 ]

运用这种方法 ,可以很快地通过一次遍历所有的 N2 - 1
2

个 ( xi , xj) 且得到表格[1 ×mmax ]·[1 ×nmax ]上的 z ( m , rn) 函数

值 ,没有任何重复的| xi - xj| 计算. 而在标准算法中为了得到

不同嵌入维数下的向量对 ( X( m)
i , X( m)

j ) 间的距离 ,需要多次

遍历所有的 ( xi , xj) 对 ,因此多余的计算非常大.

4 　第二种关联积分的快速算法 —阈值区间累加法

　　上面讲述第一种方法是在寻找维数区间的基础之上完成

[1 ×mmax ]·[1 ×mmax ]表格的填写 ,本节将要论述的是从寻找

阈值区间为出发点 ,完成 [1 ×mmax ]·[1 ×mmax ]表格的填写.

这两种方法是从问题的两个不同方面进行的 ,只是具体操作

手法不同. 下面简要地介绍阈值区间法求解关联维数.

时间序列中将任意两个元素 ( xi , xj) 的距离| xi - xj | 求出

存入矩阵 S ,并将其各元素的位置重新安排 C1
( N - 1) ( N - 1) . 继

续将 C′( N - 1) ( N - 1) 每一列中相邻两个元素的距离存入

C2
( N - 2) ×( N - 2) ,这样一直做下去 ,直到 C

N - mmax + 1

( m
max

+ 1) ( m
max

+ 1) . 其实

很容易看出 ,上三角矩阵 C1
( N - 1) ( N - 1) 的各个元素是 m = 1 时

所有向量间的距离 ; m = 2 时 ,所有向量间的距离存放在上三

角 矩 阵 C2
( N - 2) ( N - 2) 的 各 个 元 素 中 ; 依 次 类 推 ,

C
N - mmax + 1

( m
max

+ 1) ( m
max

+ 1) 上三角元素存放的是 m = mmax所有向量间的

距离. 它们对应的个数可以用以下的式子归纳 , Num
( m) =

( N - m) ( N - m - 1)
2

,其中 , Num ( m) 是嵌入维数为 m 时上三

角矩阵 Cm
( N - m) ( N - m) 中元素的总个数 ,这些数据在编程时无

需计算 ,直接将它们预先计算好 ,存入内存. 由定理 1 可知 ,

C2 , C3 , ⋯, CN - m
max

+ 1之间存在着密切的联系 ,在实际计算中

不必求出 C2 , C3 , ⋯, CN - m
max

+ 1 ,因为 C1 已经可以反映出所

有的信息.

将矩阵 C1 的各个元素 cij与最小的阈值 r0 求 Heaviside 函

数值 ,得到矩阵 Z ,它是一个[0 ,1 ]分布的矩阵 ,即 Z = { zij | zij

= 0 ,或 zij = 1 , i = 1 ,2 , ⋯, N - 1 ; j = N - i} .

对于每一列寻找连续出现“0”的队列 w ( l , k) , k 表示连

续出现“0”的队列个数 , l 为队列的长度. 可以得到下面的结

论 ,对于给定的距离阈值 r ,所有 m ( m < l) 维的向量间距离的

总个数需要减去 ( l - m + 1) 个使得 Heaviside 函数输出为 0 向

量对的个数 . 即

Num ( m)
H =

( N - m) ( N - m - 1)
2

- ∑
k

i =1
{ [ l i·H( l i - m) ] - m + 1}

其中 , H(·) 是 Heaviside 函数.

当距离阈值发生变化时 ,队列 w ( l , k) 也会变化. 同样地 ,

可以选取一个 r0 ,有 rmax = nmax ×r0 ,这样 rn 的变化转变为 n

( n = 1 ,2 , ⋯, nmax) 的变化 ,则有 w ( l ( m) , k ( n) ) .

首先 ,按照图 1 的排列 ,分离下标变量 i 和 j. 给定一个 i ,

取最小的阈值 r0 ,得到队列 wi ( l , k) ,记录下每一个队列的起

始位置 js 和 jf ,随着的变化有 js ( n) 和 jf ( n) .

以后当 n 由小变大时 ,只需要比较“0”队列中各个元素

与阈值的大小. 这样计算量随着阈值的变大而大幅度减小.

在[1 ×mmax ]·[1 ×mmax ]表格中填写给定 r 时可以将所

有的嵌入维的向量对满足 Heaviside 函数输出为 1 的总数计算

出来.

　　c ( m , r0) =
( N - m) ( N - m - 1)

2
- ∑

M

k =1

mk , r
0

( mk , r
0

- 1)

2

-
mmax ( mmax - 1)

2
检查对于每一列是否所有的距离阈值 rn 已全部遍历 ,是

否所有的维数值 d 已经全部遍历 ,直到全部完成为止. 最后

用式 (1) 求出关联维数.

5 　算法的运算量粗略分析与实验对比

　　对于标准算法 ,其运算量很大. 其中减法运算次数 : Nsub

= ∑
mmax

k =1

( N - k + 1) ( N - k)
2

×k ,其中包含了大量的重复运算 ;

除法运算次数 : Ndiv = ∑
mmax

k =1

( N - k + 1) ( N - k)
2

;加法运算次数 :

Nadd = ∑
mmax

k =1
∑

N - k+1

i =1
∑

N - k+1 - i

j =1

Sij ,其中 : Sij = ‖X( m)
i - X( m)

j ‖/ r0 .

维值区间法和阈值区间法的运算量 :减法运算次数 : Nsub

=
N ( N - 1)

2
,只做一次元素之间的两两相减 ,没有重复运算.

比较运算次数 :由于维值区间累加法中维值区间的个数和宽

度各不相同 ,因此比较运算次数无法准确地以一个通用的解

析式概括. 但有一点是可以肯定的 ,即它的次数肯定小于标准

算法中的比较运算次数.

表 1 　各种算法所需时间的相对比较结果

信号长度 512 1024 2048

标准算法 1 1 1

改进算法 615 % 4 % 018 %

维值区间法 < 6 % < 115 % 011 %

阈值区间法 < 6 % < 115 % 0115 %

　　表 1 是产生了三种长度的分形时间序列 ,利用计算机按

照文中所涉及的不同算法计算关联维数 ,用相对于标准算法

所需时间来描述各个算法的性能. 其中 ,距离阈值取 40 个 ,嵌
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图 1 　区间阈值累加法的基本原理示意

入维数取 15 个.

6 　结论

　　第 5 节中的计算量估计很粗略 ,这是因为优化算法从计

算思路上已完全不同于标准算法 ,因此可比性较小 ,但是在减

法运算量上的确减少许多 ;另一方面在比较操作中虽然不能

精确估计运算量 ,但是从所有向量在所有距离阈值下的比较

简化到局部区间向量的距离比较 ,已经能够充分体现出其优

越性. 当固定时间序列的长度、距离阈值的个数和最小阈值的

大小 ,当仅仅改变计算嵌入维数个数的多少时 ,两种优化算法

运算时间没有明显的增加趋势 ,而标准算法呈现出随嵌入维

数区间增大而运算时间急剧增长的趋势. 这就体现出以区间

的形式对表格填写实施批处理的优势 ,在实验中也得到了充

分的认证.
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