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摘 要： 将直方图均衡化看作典型的不适定问题，提出了可调直方图均衡化的正则化解释，以及为了获得较好

的图像增强效果并给出其改进措施．首先，对可调直方图均衡化方法所对应的目标函数进行简化，得到了基于信息能
量作为正则项的可调直方图均衡化崭新解释；其次，考虑到信息熵与信息能量之间呈对偶关系，于是获得了一种基于

信息熵作为正则项的可调直方图均衡化新模型；再次，利用图像灰度级概率分布信息提出了可调直方图均衡化中正则

项系数选取的方法；最后，为了改善可调直方图均衡化方法实现图像增强的效果，给出了基于灰度级累计概率修改的

可调直方图均衡化改进方法．实验结果表明，可调直方图均衡化方法的修改是有效的．
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１ 引言

图像增强是图像预处理中的基本方法之一，它对于

提高图像质量起着极其重要的作用．目前，图像增强大
致可分为空域方法和频域方法，其中空域法是以对图像

像素直接处理为基础；频域法是以修改图像变换域（如

小波域、ＤＣＴ域、曲线波域等）系数为基础，其人为因素
较多地干预变换的参数选取，并且计算量偏大而不适合

实时场合应用．当前，常用的空域图像增强法有灰度变
换法、直方图修正法、模糊增强法，Ｒｅｔｉｎｅｘ法、仿生增强
法等，其中直方图均衡化修正法在图像增强中得到了广

泛研究和应用，此方法大体可分为两类：其一是全局直

方图均衡化增强法［１，２］，能实现图像整体概貌增强；其

二是局部直方图均衡化增强法［３～６］，能更好地增强图像

的局部细节．但是，这两类增强方法各有优缺点，如何将
二者结合起来探讨图像增强是目前需要研究的重要课

题．另外，从图像结构本身来看，可将图像增强看成是典
型的不适定问题，已提出了基于信息熵约束的图像增强

方法［７，８］，以及考虑像素局部邻域空间信息的图像增强

方法［９，１０］等，这些方法本质均是将不适定图像增强问题

转化为适定问题来研究．最近，文献［１１，１２］提出了图像
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直方图所对应的灰度级概率与灰度级均匀分布概率相

结合的可调直方图均衡化增强法，它能改善传统直方

图均衡化图像增强的效果，使其增强后图像与原始图

像在亮度方面有更大的相似性；但未揭示该类增强方

法的本质而不利于其广泛应用．从图像增强属于典型
的不适定问题角度出发，本文首先揭示了这类可调节

直方图均衡化方法的本质是利用信息能量作为约束条

件并将直方图均衡化增强这一不适定问题转化适定问

题的正则化处理方法；其次给出了信息能量或信息熵

作为可调直方图均衡化正则项的正则项系数选取方

法；最后提出了改善可调直方图均衡化增强效果的灰

度级累积概率变换方法．

２ 信息能量

针对有限论域 Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝上某事件 Ａ所对
应的概率分布记为 Ｐ＝（ｐ１ ｐ２ … ｐｎ）且满足

∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉ＝１和０≤ｐｉ≤１（ｉ＝１，２，…，ｎ）．１９４８年，香农提

出了描述概率分布不确定性程度的信息熵表达式为

Ｈ（Ｐ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐｉｌｎｐｉ，该信息熵具有如下典型性质：

（１）若ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，ｐｉ＝
１
ｎ，则信息熵 Ｈ（Ｐ）

获得最大值为ｌｎｎ；
（２）若ｌ∈｛１，２，…，ｎ｝使得 ｐｌ＝１，则信息熵

Ｈ（Ｐ）获得最小值为０．
Ｏｎｉｃｅｓｃｕ［１３］于１９６６年提出了描述概率分布确定性

程度的信息能量表达式为 Ｅ（Ｐ）＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｐ２ｉ，该信息能量

具有如下典型性质：

（１）若ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝，ｐｉ＝
１
ｎ，则信息能量Ｅ（Ｐ）

获得最小值为１／ｎ；
（２）若ｌ∈｛１，２，…，ｎ｝使得 ｐｌ＝１，则信息能量

Ｅ（Ｐ）获得最大值为１．
从上述信息熵和能量所对应表达式的定义来看，

二者呈对偶关系，一个是度量概率分布的随机不确定

性程度，而另一个是度量概率分布的确定性程度，它们

已成为信息论中最基本的概念．

３ 直方图均衡化原理

针对大小为 ｍ×ｎ的灰度图像Ｇ，其任意位置（ｘ，
ｙ）（１≤ｘ≤Ｍ，１≤ｙ≤Ｎ）像素灰度值大小为 ｇ（ｘ，ｙ）（０
≤ｇ（ｘ，ｙ）≤Ｌ－１），各级灰度出现概率为 ｈ（ｉ）（ｉ＝０，
１，…，Ｌ－１）表示为

ｈ（ｉ）＝ １ＭＮ∑
Ｍ

ｘ＝１
∑
Ｎ

ｙ＝１
δ（ｉ－ｇ（ｘ，ｙ）），ｉ＝０，１，…，Ｌ－１

这里δ（ｘ）＝
１，ｘ＝０
０，ｘ≠{ ０

．

灰度图像 Ｇ实现直方图均衡化增强的原理可采用如下
数学模型描述为

ｍｉｎ∑
Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ）－ｈ（ｉ））２ （１）

ｓ．ｔ． ０≤ｈ（ｉ）≤１且∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）＝１

求解 ｈ（ｉ）（ｉ＝０，１，…，Ｌ－１）并使图像灰度级 ｉ＝０，
１，…，Ｌ－１满足下列不等式

∑
ｉ

ｌ＝０
ｈ（ｌ）－ｇ（ｉ）Ｌ ≥０

这里函数 ｇ（ｉ）（ｉ＝０，１，…，Ｌ－１）表示增强前灰度级 ｉ
与增强后灰度级 ｉ ＝ｇ（ｉ）之间的映射关系；但函数
ｇ（ｉ）可能不是从集合｛０，１，…，Ｌ－１｝到集合｛０，１，…，Ｌ
－１｝的满映射和单值映射，如可能出现 ｇ（ｉ）＝ｇ（ｊ）（ｉ
≠ｊ）情况．传统直方图均衡化图像增强中灰度级修改表
达式为

ｉ＝ｇ（ｉ）＝?∑
ｉ

ｉ＝０
ｈ（ｌ）·Ｌ」 （２）

另外，满足数学模型（１）的灰度级概率 ｈ（ｉ）（ｉ＝
０，１，…，Ｌ－１）并不是唯一的，这就导致传统直方图均
衡化增强结果的多样性，只不过常选取 ｈ（ｉ）＝ｈ（ｉ）
（ｉ＝０，１，…，Ｌ－１）；但是，它所对应的直方图均衡化增
强结果并不一定令人满意，有时反比增强前图像效果

更差，甚至增强前后图像视觉感知相差甚远．因此，将
直方图均衡化增强看成是典型的不适定问题是合理

的［１４］．

４ 可调直方图及其正则解释

可调直方图最初是由朝鲜学者 ＢｙｏｕｎｇｗｏｏＹｏｏｎ提
出的［１１］，其具体描述为

针对任意位置（ｘ，ｙ）的局部邻域 Ａｘｙ，其局部直方
图定义为

ｈｘｙ（ｋ）＝ ∑
（ｕ，ｖ）∈Ａｘｙ

（ｒｕｖ·δ（ｇ（ｕ，ｖ），ｋ）＋（１－ｒｕｖ）·
１
Ｌ），

ｋ＝０，１，…，Ｌ （３）
这里调节系数 ｒｕｖ∈［０，１］，一般选取位置（ｕ，ｖ）所对应
邻域像素信息将其构造为

ｒｕｖ＝α（１－ｅ－γｓｕｖ），

α∈［０，１］，γ≥０，ｓｕｖ＝

１
８∑

ｕ＋１

ａ＝ｕ－１
∑
ｖ＋１

ｂ＝ｖ－１
｜ｇ（ａ，ｂ）－ｇ（ｕ，ｖ）｜

１
９∑

ｕ＋１

ａ＝ｕ－１
∑
ｖ＋１

ｂ＝ｖ＋１
ｇ（ａ，ｂ）

．

最近，格鲁吉亚学者 ＴａｒｉｋＡｒｉｃｉ［１２］提出了可调全局
直方图均衡化图像增强新方法，它将数学模型（１）修
改为
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ｍｉｎ∑
Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ）－ｈ（ｉ））２＋λ∑

Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ）－１Ｌ）

２（４）

ｓ．ｔ． ０≤ｈ（ｉ）≤１且∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）＝１

这里λ为调节因子．若λ＝０则该模型简化为传统直方
图均衡化增强所对应的数学模型（１）；若参数λ→ ＋∞
则增强前后两图像完全相同，此时直方图均衡化增强

失去了意义．因此，可调直方图均衡化增强图像的本质
是传统直方图均衡化增强和图像完全不增强这二者之

间的折中考虑，该方法可以避免传统直方图均衡化增

强结果中出现亮度过亮或过暗现象．
模型（４）相对模型（１）而言，仅对目标函数增加了一

个约束项，该约束项反映了图像直方图所对应的灰度

级概率 ｈ（ｉ）（ｉ＝０，１，…，Ｌ－１）与灰度级概率呈均匀
分布之间的接近程度．对该数学模型（４）构造拉格朗日
乘子函数求偏导数并令其等于零，可获得其最小值所

对应的解为

ｈ（ｉ）＝ １
１＋λ

ｈ（ｉ）＋ λ１＋λ
·
１
Ｌ （５）

从可调直方图表达式（３）和式（５）来看，尽管它们针
对图像范围是局部与整体之差；但修改本质是完全相

同的，即加权算术平均法．
对于可调直方图均衡化数学模型（４），利用

∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）＝１

可将其目标函数简化为

∑
Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ）－ｈ（ｉ））２＋λ∑

Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ））２－λＬ

进一步，可得到如下基于信息能量的数学模型为

ｍｉｎ∑
Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ）－ｈ（ｉ））２＋λ∑

Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ））２ （６）

ｓ．ｔ． ０≤ｈ（ｉ）≤１且∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）＝１

因此，可调直方图均衡化本质是利用可调灰度级

概率分布所对应的信息能量作为正则项，将不适定直

方图均衡化增强转化适定问题来研究．针对基于信息
能量的可调直方图数学模型式（６），可采用拉格朗日乘
子法获得其解仍为式（５）．

另外，考虑到信息熵与信息能量之间呈对偶关系，

于是本文提出了基于信息熵作为正则项的可调直方图

均衡化另一数学模型为

ｍｉｎ∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）ｌｎｈ

（ｉ）
ｈ（ｉ( )） ＋λ∑

Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）ｌｎ（ｈ（ｉ））

ｓ．ｔ． ０≤ｈ（ｉ）≤１且∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）＝１ （７）

利用拉格朗日乘子法获得式（７）的解为

ｈ（ｉ）＝ （ｈ（ｉ））
１
１＋λ

∑
Ｌ－１

ｌ＝０
（ｈ（ｌ））

１
１＋λ

＝
（１／Ｌ）λ１＋λ·（ｈ（ｉ））

１
１＋λ

∑
Ｌ－１

ｌ＝０
（１／Ｌ）λ１＋λ·（ｈ（ｌ））

１
１＋λ

，ｉ＝０，１，…，Ｌ－１

（８）
则可调直方图所对应的灰度级概率修改方式是一种加

权几何平均法．
根据文献［１４，１５］的研究成果得知，基于信息能量

或信息熵的可调直方图均衡化模型式（６）和（８）适合不
同类型图像，前者主要适合图像灰度级概率呈正态或

近似正态分布，后者更适合图像灰度级概率分布呈泊

松或近似泊松分布．

５ 可调直方图正则项系数的选取方法

将基于信息能量或熵的可调直方图均衡化方法用

于图像增强时，所面临的最大问题是正则项系数λ的

选取问题．若该正则项系数选取不当，将导致图像增强
效果不满意，甚至影响到后续图像分割、目标识别等处

理的正确性．从数学本质来看，正则项系数λ的作用是
从传统直方图均衡化增强到图像不完全增强之间的一

种同伦变换，而系数λ的最优选取是正则化方法中的

重要课题，很多学者在这方面做出了大量的工作［１６］．通
常，选择正则项系数分为先验和后验两类策略．本文根
据图像灰度级概率分布和灰度级概率呈均匀分布之间

的相似性，提出了一种可调直方图均衡化正则项系数

自动选取的先验办法，解决了文献［１２］中正则项系数λ
的选取问题．

针对利用信息能量作为正则项的可调直方图均衡

化增强数学模型式（７），本文提出了正则项系数λ的选
取方法为

λ ＝槡２ｋ
∑
Ｌ－１

ｉ＝０
（ｈ（ｉ））２

∑
Ｌ－１

ｉ＝０
（
１
Ｌ）
２
－










１

１
２

（９）

同理，利用信息熵作为正则项的可调直方图均衡化增

强模型式（８），其正则项系数λ的选取方法为

λ ＝槡２ｋ
－∑

Ｌ－１

ｉ＝０

１
Ｌｌｎ（

１
Ｌ）

－∑
Ｌ－１

ｉ＝０
ｈ（ｉ）ｌｎ（ｈ（ｉ））

－










１

１
２

（１０）

其中式（９）和（１０）中的参数 ｋ可选取为１０．
假设原始图像灰度级概率分布 ｈ（ｉ）（ｉ＝０，１，…，Ｌ

－１）呈均匀分布，则可调直方图数学模型式（７）和（８）中
正泽项系数λ＝０是合理的，其原因在于直方图本身是
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均衡的，采用式（２）实现图像均衡化失去了意义．若可
调直方图均衡化数学模型式（７）和（８）中正则项系数λ
趋于正无穷时，则可调直方图所对应的灰度级概率

ｈ（ｉ）＝１Ｌ（ｉ＝０，１，…，Ｌ－１），采用式（２）将不能修改

图像灰度级大小，使得增强前后两幅图像完全一致．

６ 改善可调直方图均衡化增强效果的方法

假设采用可调直方图方法获得新的灰度级概率为

ｈ（ｉ）（ｉ＝０，１，…，Ｌ－１），其累计概率分布为

ｃ（ｉ）＝∑
ｉ

ｌ＝０
ｈ（ｌ），ｉ＝０，１，…，Ｌ－１

灰度图像直方图均衡化增强所对应的灰度级修改方式

应满足下列约束条件

ｃ（ｉ）－ｇ（ｉ）Ｌ ≥０

一般而言，常选取 ｇ（ｉ）＝?ｃ（ｉ）·Ｌ」（如传统直方图均衡
化方法）．但是，这种直方图均衡化方法对许多图片不
能改善图像的增强效果或明亮程度（如灰度级概率呈

均匀分布的图像），其原因在于可调直方图均衡化增强

本身是传统直方图均衡化增强和图像完全不增强之间

的折中考虑．为此，本文提出了可调直方图均衡化增强
中灰度级修改新准则为

ｆ（ｃ（ｉ））－ｇ（ｉ）Ｌ ≥０

这里所涉及函数 ｆ（ｘ）是闭区间［０，１］上的严格凸单调
递增函数且 ｆ（０）＝０和 ｆ（１）＝１．一般而言，可选取函数
ｆ（ｘ）＝ｘ－ｘｌｎ（ｘ）或 ｆ（ｘ）＝ｘ（２－ｘ）等，这些函数已在
图像增强得到了应用［１７，１８］．这样，可获得新的直方图均
衡化增强中灰度级修改公式为

ｉ＝ｇ（ｉ）＝?ｆ（ｃ（ｉ））·Ｌ」＝?ｆ∑
ｉ

ｌ＝０
ｈ（ｌ( )）·Ｌ」（１１）

本文仅选取 ｆ（ｘ）＝ｘ（２－ｘ），这种灰度级修改方式
能改善许多图像采用可调直方图均衡化增强后的视觉

效果，甚至可以避免传统直方图均衡化所产生图像过

暗、过亮、细节损失等众多不足［１９］．为了后面实验部分
叙述方便，将这种灰度级修改方式（１１））称为灰度级累
计概率变换增强法．

７ 实验结果及分析

针对彩色图均衡化增强实验，本文首先将彩色图

像从ＲＧＢ空间变换到 ＨＳＶ空间，其次仅对其亮度分量
进行直方图均衡化增强，最后将增强结果变换到 ＲＧＢ
空间．实验测试了可调直方图均衡化增强法及其改进
方法，并与典型图像增强法作了比较．
７．１ 基于信息能量的可调直方图均衡化增强测试

针对基于信息能量的可调直方图均衡化增加数学

模型式（６），采用彩色鸭子图片增强所得结果如图１所
示．其中图１（ａ）是原始图像，图１（ｂ）是λ＝０时所对应
的传统直方图增强的结果，图 １（ｃ）是λ＝０并结合式
（１１）增强的结果，图１（ｄ）～（ｆ）分别是λ＝１、λ＝２和λ
由式（９）确定的条件下并结合式（２）增强的结果，图 １
（ｇ）～（ｉ）分别是λ＝１、λ＝２和λ由式（９）确定的条件
下并结合式（１１）增强的结果．

从图１所示的鸭子图片增强结果来看，传统直方图
均衡化增强法，传统直方图灰度级累计概率变换增强

法，以及基于信息能量的可调直方图均衡化增强都很

难达到满意的增强结果（出现过度增强或增强不足等

现象，图１（ｂ）～（ｈ）所示）；但基于信息能量的可调直方
图（参数λ由式（９）确定）与灰度级累计概率变换式
（１１）相结合能获得满意的增强效果（图１（ｉ）所示）．

７．２ 基于信息熵的可调直方图均衡化增强测试

针对基于信息熵的可调直方图均衡化增加数学模

型式（７），采用光照很暗的木桶图片增强所得结果如图
２所示．其中图２（ａ）是原始图像，图２（ｂ）是λ＝０时所
对应的传统直方图增强的结果，图２（ｃ）是λ＝０并结合
式（１１）增强的结果，图２（ｄ）～（ｆ）分别是λ＝１、λ＝２和

λ由式（１０）确定的条件下并结合式（２）增强的结果，图２
（ｇ）～（ｉ）分别是λ＝１、λ＝２和λ由式（１０）确定的条件
下并结合式（１１）增强的结果．

从图２所示的木桶图片增强结果来看，传统直方图
均衡化增强法，传统直方图灰度级累计概率变换增强

法，以及基于信息熵的可调直方图均衡化增强都很难

达到满意的增强结果（出现过度增强且不协调等现象，
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图２（ｂ）～（ｆ）所示）；但基于信息熵的可调直方图（λ＝
１、λ＝２和λ由式（１０）确定）与灰度级累计概率变换式
（１１）相结合能获得较满意的增强效果（图２（ｇ）～（ｉ）所
示）．

７．３ 基于信息能量或熵的可调直方图均衡化测试

比较

基于信息能量或熵的可调直方图均衡化模型（式

（６）和（７））因度量概率分布差异程度准则不同，导致两
个模型对同一图像增强结果有差异．本文给出３幅图片

的测试结果如图３所示，其中图３（ａ）是原始图片；图３
（ｂ）是基于信息能量的可调直方图（λ由式（９）确定）与
灰度级累计概率变换表达式（１１）相结合获得的增强效
果，图３（ｃ）是基于信息熵的可调直方图（λ由式（１０）确
定）与灰度级累计概率变换表达式（１１）相结合获得的增
强效果．从图３所示的实验结果来看，基于信息熵的可
调直方图累计概率变换增强更有效（图３（ｃ）所示），这
表明探讨基于信息熵的可调直方图均衡化图像增强法

是必要的．
７．４ 本文方法与其它典型增强法的比较测试

为了进一步证实本文所建议的基于信息能量或熵

的可调直方图与灰度级累计概率变换相结合的有效

性，文中针对蝎子图片进行增强测试，其结果如图４所
示，其中图４（ａ）是原始图片，图４（ｂ）是传统直方图均
衡化增强的结果，图 ４（ｃ）是基于信息能量的可调直方
图（λ由式（９）确定）与灰度级累计概率变换式（１１）相结
合增强的结果，图４（ｄ）是基于信息熵的可调直方图（λ
由式（１０）确定）与灰度级累计概率变换式（１１）相结合增
强的结果，图４（ｅ）～（ｇ）是尺度参数为１０、１０２和１０３所
对应高斯单尺度卷积滤波的 Ｒｅｔｉｎｅｘ［２０］增强结果，图 ４
（ｈ）是仿生增强［２１］结果，图４（ｉ）是基于 Ｓ隶属函数的
最大对数型模糊熵增强［２２］结果．

从图４所示的实验结果，蝎子图片采用 Ｒｅｔｉｎｅｘ方
法、仿生增强法和模糊熵增强法对其增强都出现过增

强而无法达到满意的增强效果，而采用基于可调直方

图灰度级累积概率变换增强法可达到相对满意的

效果．
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综合上述实验结果来看，将基于信息能量或熵的

可调直方图与灰度级累积概率变换相结合用于图像增

强能达到满意的效果，相对现有的如传统直方图均衡

化增强、Ｒｅｔｉｎｅｘ增强、仿生增强和模糊熵增强等的优点
在于本文方法充分考虑图像增强是典型的不适定问

题，利用信息能量或熵作为正则项实现传统图像直方

图均衡化增强和图像不增强之间同伦变换的折中考

虑，再利用灰度级累计概率变换法从而能获得满意的

增强效果．

８ 结论

本文将现代数学物理反演问题所表现出的不适定

性引入图像增强研究中，提出了基于信息能量作为正

则项的可调直方图均衡化正则解释；同时，根据图像灰

度级概率分布信息，得到了可调直方图均衡化中正则

项系数选取的实用方法．为了进一步增强可调直方图
均衡化图像增强的效果，提出了灰度级累积概率变换

图像增强的崭新思想，对图像均衡化增强具有深远的

价值意义．
另外，将本文工作推广到局部直方图和空间邻域

直方图，探讨基于信息能量的可调局部直方图或空间

邻域直方图灰度级累积概率变换增强法，应用于医学

和遥感图像增强会有很大价值意义，限于本文篇幅有

限省略讨论．
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