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� � 摘 � 要: � 本文采用宽束曲轴电子光学理论, 研究了磁浸没透镜的电子光学特性,得出了主轨迹方程和曲近轴轨

迹方程 ,并利用数学软件 Mathematica推导出了其全部二级像差系数. 针对轴上磁场分布具有解析表达式的磁浸没透

镜,文中还计算了它的曲轴二级像差, 并给出了其孔径像差的弥散图形情况,从而得出了磁浸没透镜的特殊的电子光

学像差特性.
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Theory of Curved Axes Aberration with Wide

Beam for Magnetic Immersed Lenses
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Abstract: � Electron optical properties of magnetic immersed lenses are studied using curved axes theory with wide beam. Princi�

pal trajectory equations and paraxial trajectory equations are obtained and all of second�order aberration coefficients are derived by

Mathematica. The second�order curved axes aberration of a magnetic immersed lens which has analytic axial field distribution is calcu�
lated and a dispersion graph of aperture aberration is also given. It is shown that aberration characteristic of immersed magnetic lenses

is very particular.
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1 � 引言
� � 阴极浸没于磁场中的复合电磁透镜系统, 电子的初始正

则角动量矩 eC 不为零, 在电子光学中研究和应用均较少, 其

聚焦成像以及像差性质都很特殊, 与一般的短电子透镜有显

著不同.在这种成像系统中, 电子不是朝着公共轴而是朝着局

部磁力线附近聚焦的,因而避免了束腰的形成和与之相关联

的随机库仑相互作用,同时也可避免束腰处的库仑相互作用

对成像投射曝光的分辨率和记录速度构成的理论限制[ 1] . 所

以这种磁浸没透镜对于解决目前国际上倍受重视的投射式电

子束曝光( SCALPEL  Scattering with Angular Limitation Projection

Electron Beam Lithograph,即限制角向散射的投射式电子束曝

光)技术[ 2]中存在的随机库仑相互作用问题将会有一定作用.

用于投射式曝光系统中的磁浸没透镜, 除了要求特别高

的分辨率以外,还要求工作于较大的视场即物和像的尺寸都

比较大.这些都使得传统的电子光学聚焦成像及像差理论难

以直接应用.我们在前面的工作中已经对这种磁浸没透镜的

高斯聚焦成像性质进行了理论研究和数值模拟[ 3] . 这里本文

应用曲光轴上的旋转的局部正交坐标系, 并针对曲轴系统像

差计算和优化相当复杂的特点, 同时还借助计算机代数推导

工具 Mathematica[ 4] , 推导出了主轨迹方程和曲近轴轨迹方程,

并得出了全部二级像差系数.

2 � 磁浸没透镜的曲轴像差理论
2�1� 曲光轴坐标系统与场在曲光轴附近的展开

设某电子束系统整体是弯曲的, 将实验室坐标系用直角

坐标( X , Y, Z)表示, 选取一条电子轨迹作为曲光轴, 则用以

下参数方程表示:

X = X 0( s ) , Y= Y0( s ) , Z= Z0( s) (1)

其中 s 为沿光轴的弧长.

一个局部的正交坐标系可由曲线的切线、法线和次法线

的单位向量 t0、n0与 b0 构成,当曲光轴为非平面的空间曲线

时, 利用上述局部坐标系并不方便. 在法平面将 n0与 b0 两个

局部坐标轴旋转 �角[ 5,6] ,即:

�( s )= !
s

s
0

- n0( s )∀ b0#( s ) ds (2)

则坐标轴旋转后形成的轴 x , y 与 z ( z 即弧长 s)构成了正交曲

线坐标系( x , y , z ) . 在这个正交曲线坐标系里, 用拉梅 (Lam�)

系数表示微分弧元的长度,即:

ds2= h2
xdx 2+ h2

ydy 2+ h2zdz 2 (3)
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其中:

hx= hy= 1� hz= 1- xkcos�- yksin�= 1- kxx - kyy (4)

在上述正交曲线坐标系( x , y , z )中,磁感应强度 B( x , y ,

z )在 t0、n0与 b 0方向上的投影分别为[ 7] :

Bx= Bx00+ Bx10x + Bx01y + Bx20x
2+ Bx11xy + Bx02y

2+ ∃

By= By00+ By10x + By01y + By20x
2+ By11xy + By02y

2+ ∃

Bz= Bz00+ Bz10x+ Bz 01y + Bz20x
2+ Bz11xy+ Bz02y

2+ ∃

(5)

为使磁矢位 A 能确定, 选择如下规范:

 Ax / y= - ( A y/ x ) , A (0, 0, z )= 0 (6)

经过推演,可得磁矢位各分量的展开式为:

A x= -
1
2

( Bz 00y + Bz10xy +
1
2

Bz01y
2+ ∃)

A y=
1
2

( Bz 00x + Bz01xy+
1
2

Bz10x
2+ ∃)

hzAz= - By00x + Bx00y -
1
2

( By10- kxBy00) x 2+
1
2

( Bx01- kyBx00) y2

� � +
1
2

( Bx10- By01- kxBx00+ kyBy00) xy -
1
3

( By20- kxBy10) x 3

� � +
1
2

( Bx20-
1
2

By11- kxBx10+
1
2

kxBy01+
1
2

kyBy10) x2y

� � +
1
2

(
1
2

Bx11- By02-
1
2

kxBx01-
1
2

kyBx10+ kyBy01) xy 2

� � +
1
3

( Bx20- kyBx01) y 3+ ∃� � � � � � � � � � � � � (7)

2�2 � 变分原理和曲近轴轨迹
在曲光轴电子光学系统里,电子轨迹同样可用最小作用

原理来描述,最小作用原理可写为:

�!
z
1

z
0

( p+ eA∀ s 0) ds= �!( pds+ eA∀ds) = 0 (8)

式中 p 为电子的机械动量, p = - 2em0  (注: 此处没有考

虑相对论修正效应) . 将式(3)表示的 ds 代入式(8)中,可得:

�!
z
1

z
0

!dz = 0

!= p h2
z + x#2+ y#2+ e( Axx#+ A yy#+ hzAz )

(9)

将式( 7)与动量 p 的表达式代入式(9)的第二式, 并按 x ,

y , x#, y#乘积的幂次展开,并略去三次及更高幂的项,得:

!= !0+ !1+ !2=  + F10x+ F01y+ F20x
2+ F11xy+ F02y 2

+ (  / 2) ( x#2+ y#2) + ( ∀/ 2) Bz 00( x#y- xy#) (10)

其中: ∀= - e/ (2m0) , F10= - kx  + ∀By00, F01= - ky  

- ∀Bx00, F20=
∀
2

( By10- kxBy00) , F02= -
∀
2

( Bx 01- kyBx00) ,

F11=
∀
2

( By01- Bx10+ kxBx00- kyBy00)

由 != !0+ !1, 代入变分问题的欧拉方程, 便可得到转动

的局部正交曲线坐标系中的零级近似轨迹方程, 即主轨迹方

程为:

F10= 0, F01= 0 (11)

由 != !0+ !1+ !2 ,考虑到主轨迹方程式( 11) , 相应的欧

拉方程为:

d
dz

(  x#+ ∀
2

Bz 00y )= 2F20x+ F11y-
∀
2

B z00y#

d
dz

(  y#- ∀
2

Bz 00x )= 2F02y+ F11x+
∀
2

B z00x#
(12)

这即是一级近似轨迹方程, 也就是一般的曲光轴近轴轨

迹方程[ 8] . 可以看出,方程的 x , y 分量是相互耦合的, 原因之

一是存在沿光轴的纵向磁场分量 .下面,我们将对坐标系作两

次旋转变换, 消除 x , y 分量之间的耦合关系, 从而得到 x 方

向和 y 方向独立的聚焦性质.在新的旋转坐标系(!x , !y , z )下,

式(12)所示的曲近轴轨迹方程变为:

d
dz

(  !x#) - A 1!x= 0,
d

dz
(  !y#)- A 2!y= 0 (13)

其中:

A 1= F20+ F02-
∀2B2

z 00

4  
+ F 2

11+ ( F20- F02)
2

A 2= F20+ F02-
∀2B2

z 00

4  
- F 2

11+ ( F20- F02)
2

(14)

由方程式(13)可看出它避免了 !x 与!y 方向上的相互耦

合, 这样就简化了曲近轴轨迹的求解.

2�3� 三级变分函数及二级像差

为了进一步研究该磁浸没透镜的像差性质,我们将式( 9)

所表示的变分函数 !按 x , y , x#, y#乘积的幂次展开到三次幂

的项, 经过如上所述的两次坐标变换, 在(!x , !y , z )坐标系内,

!3= b 1!x 3+ b 2!y 3+ b3!x 2!x#+ b4!x 2!y + b5!x 2!y#+ b 6!xx#2

+ b 7!x!y 2+ b8!x!y#2+ b9!y 2!x#+ b10!y 2!y#+ b11!y!x#2

+ b 12!y!y#2+ b13!x!y!x#+ b14!x!y!y# (15)

上式中 b 1~ b14各系数的具体表达式略.

由 != !0+ !1+ !2+ !3 ,则可得曲轴二级像差方程为 :

d
dz

(  !x#) - A 1!x = -
d
dz

(
 !3
 !x# ) +

 !3
 !x

d
dz

(  !y#) - A 2!y = -
d
dz

(
 !3
 !y# ) +

 !3
 !y

(16)

由 !3 的表达式(15)可知, 式(16)的两个方程均为高度非

线性的方程, 以下用逐次近似的方法来得到其解[ 9] . 设实际轨

迹为:

!x ( z ) = !x g ( z )+ #!x 2( z )

!y ( z ) = !y g ( z )+ #!y 2( z )
(17)

式中 !x g ( z )与 !y g ( z )为高斯轨迹, #!x 2( z )与 #!y 2( z )叫二级几何

像差. 若以以下初值条件定义基本解, 则为:

z= z 0 ,
gx ( z 0)= 1, g#x ( z 0 )= 0, hx ( z 0) = 0, h#x ( z 0)= 1

gy ( z 0)= 1, g#y ( z 0 )= 0, hy( z 0) = 0, h#y ( z 0)= 1

(18)

则:
!x g= !x 0gx ( z )+ !x#0hx( z )

!y g= !y 0gy ( z )+ !y#0hy( z )
(19)

此处 !x 0、!y 0、!x#0和 !y#0 分别是电子进入场时的初始的 !x、!y 值

及斜率. 采用拉格朗日变易系数法求解像差方程式( 16) , 并利

用计算机代数工具 Mathematica 推导整理后, 可得像平面 z i 处

的曲轴二级像差为:

#!x 2= c201!x 2
0+ C202!y 2

0+ c203!x 0!y 0+ c204!x#2
0+ c205!y#2

0+ c206!x#0!y#0

+ c207!x 0!x#0+ c208!x 0!y#0+ c209!y 0!x#0+ c210!y 0!y#0 (20)

#!y 2= c211!x 2
0+ C212!y 2

0+ c213!x 0!y 0+ c214!x#2
0+ c215!y#2

0+ c216!x#0!y#0

+ c217!x 0!x#0+ c218!x 0!y#0+ c219!y 0!x#0+ c220!y 0!y#0 (21)

为节省篇幅, 此处只给出一个像差系数的公式, 其余类似.
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c201= -
gx ( z i )

 !
z

i

z
0

( 3b1gx ( z ) 2hx ( z )+ 2b 3gx( z ) hx ( z ) g#x ( z )

+ b6hx ( z ) g#x ( z ) 2+ b3gx( z ) 2h#x( z ) + 2b6gx ( z ) g#x ( z )

∀ h#x ( z ) ) dz+
hx ( z i)

 !
z
i

z
0

(3b 1gx( z ) 3+ 3b3gx ( z ) 2g#x ( z )

+ 3 b6gx ( z ) g#x ( z ) 2) dz (22)

3 � 计算实例
� � 作为一个例子,我们研究一个系统的对称轴上磁场具有

解析表达式的缩倍场,这个表达式能近似代表某种磁浸没透

镜的轴上磁场分布.假设轴上磁场分布为:

B( z )= B0[ 1-
k- 1
k+ 1

cos(
∃
%

z ) ] (23)

式中 B0 为均匀磁场分量; k= Bmax/ Bmin表征磁场的收缩比; %

为常数,即余弦分布的场的半周期.

对于一个实际的磁浸没透镜,选取 B0= 0�06 特斯拉, k=

8, %= 100mm, 加速电压  为 25000V, 初始半径 r 0= 1mm, 电

子束角为 0. 003 弧度. 我们可以利用前面推导的曲近轴轨迹

方程,求出它的一阶聚焦成像性质, 所得的结果如表 1 所示.

表 1 � 用曲轴法求解的磁浸没透镜的一阶聚焦成像的计算结果

x 向聚焦

位置(mm)

y 向聚焦

位置(mm)

轴上像散

(!m)
x 向像放大率 y 向像放大率

70�796 70�740 0�0423 0�415 0�415

� � 从表 1可以看到, 我们所研究的这种磁浸没透镜的确能

形成缩小的聚焦像.由我们前面的工作还能知道[ 3] , 在成像的

过程中,没有束腰的产生, 这对解决目前国际上投射式电子束

曝光技术中存在的随机库仑相互作用问题将会有一定的作

用.要求解曲轴二级像差, 应先求解出曲近轴轨迹方程( 13)的

通解及其导数,然后代入像差系数公式, 积分后求得各像差系

数值, 再代入式(20)和( 21) , 即可求得曲轴二级像差. 表 2 是

在这种磁浸没透镜中所计算的曲轴二级像差系数 c201~ c220

的值.

表 2 � 曲轴二级像差系数

c201 c202 c203 c204 c205

- 0� 14929E+ 00 0�10221E + 01 - 0�32903E+ 00 0�30092E- 02 0�99514E- 03

c206 c207 c208 c209 c210

- 0� 30321E- 02 0�11462E - 01 - 0�12863E- 01 - 0�11401E+ 00 0�67120E- 01

c211 c212 c213 c214 c215

- 0� 11481E+ 01 - 0�13104E + 01 - 0�11787E+ 01 - 0�14999E- 02 - 0�40620E- 02

c216 c217 c218 c219 c220

0�19638E- 02 - 0�12927E - 01 - 0�12305E+ 00 0�66500E- 01 - 0�12597E+ 00

图 1 � 孔径像差的弥散图形分布

� � 对于宽束物面的成像问题, 散焦图形可由孔径像差导出,

所以这里我们仅考虑式 (20)和( 21)中的孔径像差项. 这里我

们考虑到技术上的原因,讨论的像平面是中心轨迹所在的像

平面, 而不是曲轴轨迹所在的局部像平面. 下图是在此像平面

上的孔径像差的落点轮廓分布图:

从上图可以看出, 在物平面上的一点发出具有相同初始

倾角 &的电子, 经过磁浸没透镜成像后, 在像平面上对应的

孔径像差分布是类似于椭圆的分布, 而在我们熟悉的短电子

透镜中, 此时孔径像差的分布是一个圆形图像. 由图中还可以

看出,随着倾角 &趋近于 0, 孔径像差的落点分布趋近于 (0,

0)这一点;且不同 &角的全体电子的落点, 分布在一个类似慧

尾的图形范围内.

4 � 结论
� � 本文采用宽束曲光轴理论,得出了磁浸没透镜系统的主

轨迹方程和曲近轴轨迹方程, 同时利用数学软件 Mathematica

推导出了其全部二级像差系数.计算了具有缩倍的轴上磁场

分布的磁浸没透镜的曲轴二级像差, 并给出了孔径像差的弥

散图形, 得出了磁浸没透镜不同于一般的短电子透镜的电子

光学像差特性.
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