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摘 要： 针对具有加性噪声的非线性高斯动态系统的状态估计问题，本文提出一种新的基于稀疏网格法的平方

根求积分滤波器（ＳＳＲＱＦ），该滤波器通过稀疏网格取点来近似计算多维积分并进行平方根滤波．与常规 ＱＦ的积分点
数随着维数呈指数增长相比，该方法的积分点数随着维数呈多项式增长，减少了计算量；理论分析表明，无味卡尔曼滤

波器（ＵＫＦ）只是稀疏网格求积分滤波器（ＳＱＦ）的一个特例，因此ＳＳＲＱＦ在精度和取点上比 ＵＫＦ更为灵活．仿真实验表
明，ＳＳＲＱＦ的滤波精度均高于ＵＫＦ和扩展卡尔曼滤波器（ＥＫＦ），是一种效率较高的高精度非线性滤波算法．
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１ 引言

非线性滤波问题广泛存在于轨道控制、姿态估计、

组合导航、雷达声纳监视系统、目标跟踪等领域［１，２］，开

发出有效的、能够实时在线估计系统状态的非线性滤波

器是非常关键的．当前，工程领域应用最多的是扩展卡
尔曼滤波器（ＥｘｔｅｎｄｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌｔｅｒ，ＥＫＦ）［２，３］，采用一阶
泰勒近似将非线性系统线性化，在高效率的同时也带来

了滤波器的潜在不稳定性和线性化误差，并且在某些情

况下，求解 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵与 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵（二阶ＥＫＦ）会遇
到复杂的计算甚至某些系统根本无法求导．Ｊｕｌｉｅｒ和
Ｕｌｈｍａｎ提出的无味卡尔曼滤波器（ＵｎｓｃｅｎｔｅｄＫａｌｍａｎＦｉｌ
ｔｅｒ，ＵＫＦ）［４］在一定程度上改善了 ＥＫＦ的上述问题，用确
定的采样点来传递均值和方差，其精度可以达到二阶泰

勒近似并且不用计算 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵与 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵；另
外，与 ＵＫＦ类似的差分滤波算法（ＤｉｖｉｄｅｄＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＦｉｌ
ｔｅｒ，ＤＤＦ）［５］采用了Ｓｔｉｒｌｉｎｇ插值公式，也是通过某些固定
点来传递高斯统计特性，ＤＤＦ和 ＵＫＦ很相似，精度均可
达二阶泰勒展开精度，高于 ＥＫＦ的一阶泰勒展开近似．
当前研究较为集中的是基于随机采样点的粒子滤波算

法，该算法基于重要性采样、序贯蒙特卡罗以及重采样

等技术，可以精确的估计非线性非高斯系统［６］，但是昂

贵的计算负担使得该方法在当前阶段尚无法应用于实

时系统．
Ｉｔｏ和Ｘｉｏｎｇ于２０００年提出了高斯厄米特求积分滤

波器（ＧａｕｓｓＨｅｒｍｉｔｅＱｕａｄｒａｔｕｒｅＦｉｌｔｅｒ，ＧＨＱＦ，下文均简称
ＱＦ）［７，８］，将 ＧａｕｓｓＨｅｒｍｉｔｅ数值积分应用于计算迭代贝
叶斯估计，理论上可以达到任意阶泰勒展开精度．文献
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［７］给出了基于Ｋａｌｍａｎ滤波框架下的非线性滤波公式，
其仿真结果要优于ＵＫＦ并且没有增加计算负担．但是，
将该方法应用于多维的状态空间时，由于其采用直接

张量积的方法将一维积分扩展至多维积分，所以积分

点随着维数呈指数增长，造成所谓的“维度灾难”，计算

量较大，因此 ＱＦ仅适用于低维系统，对于高维系统计
算量过大．文献［９］将ＵＫＦ中的平方根滤波方法应用到
了ＱＦ，提出了平方根求积分滤波器（ＳｑｕａｒｅＲｏｏｔＱｕａｄｒａ
ｔｕｒｅＦｉｌｔｅｒ，ＳＲＱＦ），保证了状态协方差阵的半正定性，增
强了滤波器的稳定性，但是没有考虑多维情况下计算

量大的问题，另外采用平方根滤波时，ＱＲ分解也会遇
到计算量过大的问题，对于指数增长速度的积分点来

说，文献［９］中矩阵［Ｘｋ｜ｋ－１ Ｑ槡 ｋ］的 ＱＲ分解计算量
是很大的．因此如何减少求积分滤波器的积分点数目
是应用该算法的关键问题．

本文在文献［９］的基础上考虑了多维状态空间的
ＳＲＱＦ方法，提出了采用稀疏网格的方法来计算贝叶斯
估计中多维积分的稀疏网格平方根求积分滤波器

（ＳｐａｒｓｅｇｒｉｄＳｑｕａｒｅＲｏｏｔＱｕａｄｒａｔｕｒｅＦｉｌｔｅｒ，ＳＳＲＱＦ），使积分
点数目由维数的指数增长减少为多项式增长，大大减

少了高斯积分点数，在不损失精度的同时减少高斯滤

波器的计算量．

２ 高斯求积分滤波器

对于一般的离散动态系统，其系统方程和测量方

程分别为

ｘｋ＝ｆ（ｘｋ－１）＋ｗｋ－１ （１）

ｙｋ＝ｈ（ｘｋ）＋ｖｋ （２）
式中的 ｘ为ｄ维状态变量，ｗｋ－１、ｖｋ分别为独立的零均
值高斯白噪声，方差分别为 Ｑｋ－１和 Ｒｋ．对状态变量的
最优估计即是在观测变量 Ｙｋ＝ ｙｉ，１≤ｉ≤{ }ｋ已知的情
况下得到Ｅ（ｘｋ｜Ｙｋ），因此求解后验概率密度函数即为
关键所在．根据贝叶斯理论可以得到如下的预测步和
更新步［２］，

ｐ（ｘｋ｜ｙ１：ｋ－１）

＝∫ｐ（ｘｋ｜ｘｋ－１）·ｐ（ｘｋ－１｜ｙ１：ｋ－１）·ｄｘｋ－１ （３）

ｐ（ｘｋ｜ｙ１：ｋ）＝
ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜ｙ１：ｋ－１）

∫ｐ（ｙｋ｜ｘｋ）ｐ（ｘｋ｜ｙ１：ｋ－１）ｄｘｋ
（４）

通过迭代上述预测式（３）和更新式（４）即可实现最
优非线性状态后验概率密度估计，但是式中的积分却

难以计算，很多情况下难以得到解析形式的密度函数．
粒子滤波是通过蒙特卡罗模拟方法来近似计算积分，

但是由于其收敛速度较慢，需要大量的随机采样点来

保证精度［１０］，而采用高斯积分规则来近似计算上述积

分值则能够利用较少的积分点达到较高的精度．在数
值积分的各种方法中，高斯积分的代数精度最高，采用

ｎ个积分点能够达到的最高代数精度为２ｎ－１．首先考
虑单维积分，由于所求的积分式中分布密度都近似为

高斯分布，所以采用高斯厄米特积分（ＧａｕｓｓＨｅｒｍｉｔｅ
Ｑｕａｄｒａｔｕｒｅ，ＧＨＱ），其一般形式为［７，１１］

∫
＋∞

－∞
ｅ－ｘ

２

ｆ（ｘ）ｄｘ≈∑
ｎ

ｉ＝１
ωｉｆ（ξｉ） （５）

式中的 ｆ（ｘ）为被积函数，ｎ为积分点的数目，ξｉ和ωｉ分
别为积分点和积分权值，其中的ξｉ为 Ｈｅｒｍｉｔｅ多项式的
零点．根据高斯积分和正交多项式的关系，可以利用基
于正交多项式三项递推关系的对称三对角矩阵特征分

解求法来得到积分点和积分权值［１１］，计算方法为：Ｊ是

一个对称三对角矩阵，且有 Ｊｉ，ｉ＋１＝ ｉ／槡 ２，１≤ｉ≤ｍ－

１，则积分点为ξｉ 槡＝ ２λｉ，相应的积分点权值为ωｉ＝
（ｖｉ）２１，这里的λｉ为Ｊ的第ｉ个特征值，（ｖｉ）１为 Ｊ的第ｉ
个特征向量的第一个元素［７］．

对于多维情况（假设为 ｄ维），高斯积分可以通过
张量积的形式扩展为

∫Ｒｄｅ－ｘ
Ｔｘｆ（ｘ）ｄｘ≈（Ｉｎ…Ｉｎ）（ｆ）

＝∑
ｎ

ｉｄ＝１
ωｉｄ…∑

ｎ

ｉ１＝１
ωｉ１ｆ（ξｉ１，…，ξｉｄ）＝∑

ｎｄ

ｉ＝１
ωｉｆ（ξｉ） （６）

式中的 ｘ∈Ｒｄ，Ｉｎ为ｎ点单维高斯积分，代表张量积
运算，ｄ维积分的积分点为ξｉ＝［ξｉ１，…，ξｉｄ］

Ｔ，积分权值

为ωｉ＝∏
ｄ

ｐ＝１ωｉｐ
，上标“Ｔ”表示转置运算．通过式（６）的

扩展结果得到 ｄ维状态变量的ＧＨＱ公式，结合式（３）和
式（４）即可得到基于 ＧＨＱ的多维平方根求积分滤波算
法［７～９］：

①预测：在 ｋ－１时刻，已知系统的状态和方差分
别为 ｘ^ｋ－１｜ｋ－１、Ｐｋ－１｜ｋ－１，计算方差阵分解 Ｐｋ－１｜ｋ－１＝
ＳＳＴ，根据高斯点与状态变量的关系得到，ｘｉ＝ｘ^ｋ－１｜ｋ－１
＋Ｓ·ξｉ，则得到状态和方差阵平方根的一步预测

Ｘ^ｉ，ｋ｜ｋ－１＝ｆ（ｘｉ），^ｘｋ｜ｋ－１＝∑
ｎｄ

ｉ＝１
ωｉ^Ｘｉ，ｋ｜ｋ－１

Ｓｋ｜ｋ－１＝ｑｒ ω槡 ｉ（^Ｘ１：ｎｄ，ｋ｜ｋ－１－ｘ^ｋ｜ｋ－１） Ｑｋ槡[ ]{ }－１

②更新：在预测值的基础上，计算新的高斯点变

换，珘ｘｉ＝ｘ^ｋ｜ｋ－１＋Ｓｋ｜ｋ－１·ξｉ，则有
ｘ^ｋ｜ｋ＝ｘ^ｋ｜ｋ－１＋Ｌｋ（ｙｋ－ｚｋ）
Ｓｋ｜ｋ＝Ｓｋ｜ｋ－１－（ＬｋＳｚｚ）（ＬｋＳｚｚ）Ｔ

式中的 ｙｋ为ｋ时刻的观测值，

Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１＝ｈ（珘ｘｉ），ｚｋ＝∑
ｎｄ

ｉ＝１
ωｉＺｉ，ｋ｜ｋ－１

Ｌｋ＝
Ｓｘｚ／ＳＴ( )ｚｚ
Ｓｚｚ
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Ｓｘｚ＝∑
ｎｄ

ｉ＝１
ωｉ ｆ（珘ｘｉ）－ｘ^ｋ｜ｋ( )－１ Ｚｉ，ｋ｜ｋ－１－ｚ( )ｋ Ｔ

Ｓｚｚ＝ｑｒ ω槡 ｉ（Ｚ１：ｎｄ，ｋ｜ｋ－１－ｚｋ） 槡Ｒ[ ]{ }ｋ

式中的 ｑｒ｛·｝表示 ＱＲ分解，算法细节见文献［７，９］．从
上面的算法流程来看，ＱＦ与 ＵＫＦ很相似，不同的是
ＵＫＦ仅仅能够达到对于高斯分布的泰勒展开３阶截断，
而ＱＦ通过增加积分点数目可以达到任意阶截断．但是
ＱＦ积分点的增长速度呈维数的指数增长，对于 ｄ维积
分，其积分点为 ｄ个单维积分点任意的排列，总的积分
点数为 ｎｄ个，计算量过大，另外在计算 Ｓｋ｜ｋ－１、Ｓｘｚ、Ｓｚｚ
时矩阵列数较大，ＱＲ分解难以计算．下面采用稀疏网
格的方法来减少取点数．

３ 稀疏网格高斯积分滤波器

３１ 稀疏网格取点规则

近年来，稀疏网格（ＳｐａｒｓｅＧｒｉｄ）［１２～１４］方法广泛应用
于求解多维积分问题，该方法最初源自于 Ｓｍｏｌｙａｋ在
１９６３年提出的用于解决多维数值积分“维度灾难”的一
种积分规则［１５］，其积分规则如下，

∫Ｒｄｅ－ｘ
Ｔｘｆ（ｘ）≈Ｉｄ，Ｌ（ｆ）

＝∑
Ｌ－１

ｑ＝Ｌ－ｄ
（－１）Ｌ－１－ｑＣＬ－１－ｑｄ－１ ∑

Φ∈Ｎ
ｄ
ｑ

Ｉｉ１…Ｉｉ( )
ｄ
（ｆ） （７）

式中的 ｘ∈Ｒｄ，Ｉｄ，Ｌ（ｆ）即为对 ｄ维状态变量的精度为Ｌ
级的数值积分，这里的精度为 Ｌ级代表着Ｉｄ，Ｌ（ｆ）能够

精确积分的多项式 ｘｉ１１ｘ
ｉ２
２…ｘ

ｉｄ
ｄ阶数∑

ｄ

ｊ＝１
ｉｊ最高为２Ｌ

－１，Ｉｉｊ代表精度为 ｉｊ级的单变量积分，ｉｊ∈Φ，Φ为包含

ｄ个自然数的精度序列，包含在精度序列集合 Ｎｄｑ中，
精度序列集合 Ｎｄｑ定义为

Ｎｄｑ＝ Φ：∑
ｄ

ｊ＝１
ｉｊ＝ｄ＋{ }ｑ， ｑ≥０

Ｎｄｑ＝ ， ｑ＜
{

０
（８）

设 Ｘｉ１为精度为 ｉｊ级的单变量积分Ｉｉｊ的积分点，通
过式（７）可以得到多维积分的点集为，

Ｘｄ，Ｌ＝ ∪
Ｌ－１

ｑ＝Ｌ－ｄ
∪
ｄ

Φ∈Ｎ
ｄ
ｑ

（Ｘｉ１…Ｘｉｄ） （９）

Ｘｉｊ为精度级为ｉｊ的单维积分点集．简单的说，式（９）意义

就是对每一个给定的 ｑ值将可以组合的单维积分点任
意组合为ｄ维积分点，之后遍历所有的 ｑ即可．根据稀
疏网格取点规则的性质［１４］，积分点个数由原来的呈维

数的指数级增长变为多项式增长，大大减小了计算量．
为了更加清晰的理解其取点规则，下面我们给定

精度级为 Ｌ＝３时的 ｄ维取点过程，精度级为３级时的
积分精度已经达到了泰勒展开的 ５阶截断，优于 ＵＫＦ
高斯函数泰勒３阶截断的同时计算量较小．首先确定单

维积分取点方式，采用的精度为 Ｌ级的单变量积分点
选取规则为开区间梯形选点规则，此规则广泛用于复

化求积中［１２］，也是 Ｓｍｏｌｙａｋ最初提出稀疏网格规则的取
点方式，即单维积分选点为 ２Ｌ－１个，如图 １中的 Ｘ１，
Ｘ２，Ｘ３，分别为精度级为 １，２，３的高斯积分单维取点
方式．

下面确定精度序列集合 Ｎｄｑ．由式（８）可以得到 ｑ的
取值为 ｑ＝Ｌ－ｄ，Ｌ－ｄ＋１，…，Ｌ－１＝３－ｄ，４－ｄ，…，
２，若 ｄ＝１时，即为一维情况，不需要利用稀疏网格取
点；ｄ＝２时，ｑ＝１，２；ｄ≥３时，ｑ＝０，１，２．通过后面的分
析我们可以看到实际上 ｑ＝０是全原点方式取点，是包
括在 ｑ＝１，２中的，所以直接考虑 ｄ≥３的情况即可．

当 ｑ＝０时，精度级之和为∑
ｄ

ｊ＝１
ｉｊ＝ｄ，此时可以

精确积分的多项式 ｘｉ１１ｘ
ｉ２
２…ｘ

ｉｄ
ｄ阶数为 ｄ，显然 ｉｊ只能够

全部为１，Ｎｄ０含有的积分点为

Ｎｄ０＝ （１，１，１，…，１）（１，１，１，…，１），…，（１，１，１，…，１

                 

）{ }

ｄ

即所有的点均取为原点，显然 Ｎｕｍ（Ｎｄ０）＝１．

当 ｑ＝１时，精度级之和为∑
ｄ

ｊ＝１
ｉｊ＝ｄ＋１，此时可

以精确积分的多项式 ｘｉ１１ｘ
ｉ２
２…ｘ

ｉｄ
ｄ阶数为 ｄ＋１，显然 ｉｊ只

能够有一个取值为２，Ｎｄ１含有的积分点为

Ｎｄ１＝ （２，１，１，…，１）（１，２，１，…，１），…，（１，１，１，…，２

                 

）{ }

ｄ

而根据单维取点规则，除去全取原点的取点方式，Ｘ２中
仅有两个点可取，以（２，１，１，…，１）为例，其中只有一维
取点为 Ｘ２中的点，其它维均取原点，故共有３点，而全
原点组合在 Ｎｄ０中已经取过，故此时的积分点数为 Ｎｕｍ
（Ｎｄ１）＝２ｄ．

当 ｑ＝２时，精度级之和为∑
ｄ

ｊ＝１
ｉｊ＝ｄ＋２，此时可

以精确积分的多项式 ｘｉ１１ｘ
ｉ２
２…ｘ

ｉｄ
ｄ阶数为 ｄ＋２，显然 ｉｊ只

能够有一个取值为 ３或者两个取值为２，此时 Ｎｄ２含有
的积分点为

Ｎｄ２＝
（３，１，１，…，１）（１，３，１，…，１），…，（１，１，１，…，３

                 

）

ｄ

，

（２，２，１，…，１）（２，１，２，…，１），…，（１，１，１，…，２，２

                   

）

Ｃ２

{ }
ｄ

和分析 Ｎｄ１类似，但是我们要注意所有全原点组合以及
只有一个不是原点的组合已经包括在 Ｎｄ０与 Ｎｄ１，所以
可以得到 ｉｊ只有一个取 ３的点数为 ７ｄ－ｄ，而 ｉｊ中有
两个取值为２的点数为 Ｃ２ｄ（Ｃ１３－１Ｃ１３－１）＝２ｄ（ｄ－１），因
此 Ｎｕｍ（Ｎｄ２）＝２ｄ２＋４ｄ．

综上所述，精度级为 Ｌ＝３时的 ｄ维稀疏网格高斯
积分点数为

００３１ 电 子 学 报 ２０１２年



Ｘｄ，３＝２ｄ２＋６ｄ＋１，ｄ≥２ （１０）
我们称这种采用稀疏网格取点规则的 ＧＨＱ为 ＳＧＨＱ
（ＳｐａｒｓｅｇｒｉｄＧａｕｓｓＨｅｒｍｉｔｅＱｕａｄｒａｔｕｒｅ），为了更为直观地
理解稀疏取点规则，下面以二维情况进行图示，以 Ｘ２，３
为例，取点结果如图１．从图中取点过程可以更加直观
的理解稀疏取点规则的取点方式，从取点结果上看，

ＳＧＨＱ共需要取点数为２１点，而ＧＨＱ采用式（６）的传统
的张量积形式 Ｘ３Ｘ３的点数共需要 ４９个，点数减少
了一半以上，对于维数更高的情形点数减少的更多．表
１给出精度级为３的不同维度状态空间的稀疏网格取
点与传统方法取点个数的对比，其中 ＳＧＨＱ的取点个数
按照式（１０）计算．

表１ Ｌ＝３时不同维数取点对比

维数 ｄ １ ２ ３ ４ ５ ６
ＧＨＱ ７ ４９ ３４３ ２４０１ ７２０３ ５０４２１
ＳＧＨＱ ７ ２１ ３７ ５７ ８１ １０９

上述的稀疏网格积分算法实际上是将单维积分通

过特殊的取点规则扩展到多维积分，其算法容易实现，

可以将其总结为下式

Ｉｄ，Ｌ（ｆ）＝∑
Ｌ－１

ｑ＝Ｌ－ｄ
∑
Φ∈Ｎ

ｄ
ｑ

∑
ｘ１∈Ｘｉ１

…∑
ｘｄ∈Ｘｉｄ

ｆ（ｘ１，…，ｘｄ）

· （－１）Ｌ－１－ｑＣＬ－１－ｑｄ－１ ∏
ｄ

ｐ＝１
ωｉ{ }

ｐ
（１１）

采用上述的稀疏网格取点规则进行的高斯求积分

滤波器即为稀疏网格求积分滤波器（ＳｐａｒｓｅｇｒｉｄＱｕａｄｒａ
ｔｕｒｅＦｉｌｔｅｒ，ＳＱＦ）．
３２ ＳＱＦ与ＵＫＦ

从第二节给出的高斯滤波算法可以发现其与 ＵＫＦ
的相似性，下面通过计算分析分析二者的关系．考虑对
称采样点的ＵＴ变换，其点数为２ｄ＋１（ｄ维状态空间），
采样点和权值分别为［４］

χ１＝珔ｘ；

χｉ＝珔ｘ＋λ Ｐ槡 ｘｘ；２≤ｉ≤ｄ＋１

χｉ＝珔ｘ－λ Ｐ槡 ｘｘ；ｄ＋２≤ｉ≤２ｄ
{

＋１

（１２）

ωｉ＝κ／（ｄ＋κ），ｉ＝１

ωｉ＝１／２（ｄ＋κ），２≤ｉ≤２ｄ{ ＋１
（１３）

其中λ＝ ｄ＋槡 κ．为了便于和 ＳＱＦ取点对比，考虑状态
变量分布为零均值方差为１的标准高斯分布情况，此时
调节因子κ＝３－ｄ，则式（１２）与式（１３）变为

χ１＝０ｄ×１；

χｉ 槡＝３ｅｉ－１；２≤ｉ≤ｄ＋１

χｉ 槡＝－３ｅｉ－１；ｄ＋２≤ｉ≤２ｄ
{

＋１

（１４）

珘ω１＝
（３－ｄ）
３

珘ωｉ＝
１
６，２≤ｉ≤２ｄ

{ ＋１
（１５）

式中的 ｅｉ－１为 Ｒｄ空间中的第ｉ－１个元素为 １的单位
矢量，０ｄ×１为零矢量．按照前文所述的计算稀疏取点和
权值的方法计算精度级 Ｌ＝２的稀疏积分点，此时单维
取点 Ｘ１、Ｘ２的取点分别为 ｎ１＝１，ｎ２＝３，对应的高斯积
分点和权值为

ξ１＝０，ω１＝１

ξ２＝０，槡３， 槡－３，ω２＝
２
３，
１
６，
１
６

对于一维情况，κ＝２，ｄ＝１，ＳＱＦ计算积分时，ｑ只能取
１，故其取点即为ξ２，和ＵＫＦ是等价的．下面看多维情况
（ｄ≥２，Ｌ＝２，此时 ｑ＝０，１），稀疏网格取点为

ξ＝
０，０，…，[ ]０Ｔ；ｑ＝０

０，０，…，[ ]０Ｔ，槡３，０，…，[ ]０Ｔ， 槡－３，０，…，[ ]０Ｔ；ｑ{ ＝１
显然点数为１＋Ｃ１２Ｃ１ｄ＝２ｄ＋１（注意这里的原点重复取
了 ｄ次，否则就是１＋Ｃ１３Ｃ１ｄ＝３ｄ＋１），按照式（１４）计算
此时的 Ｓｉｇｍａ点，可以发现 ＳＱＦ的积分点与 ＵＴ变换的
Ｓｉｇｍａ点是一致的，权值同理计算也与式（１５）得到的
Ｓｉｇｍａ点的权值一致，因此对称采样的 ＵＫＦ与开区间梯
形单维取点方式的ＳＱＦ是一致的．以两维为例，从几何
观点看，如图２所示．

从图２（ａ）可以看到精度级为２时，ＳＱＦ取点与ＵＫＦ
取点一致，都少于ＱＦ，ＱＦ精度最高．图中的虚线表示高
斯函数，已知二维独立分布的变量其联合分布密度即

为二个高斯函数的乘积，显然在 ＵＫＦ没有取到的外正
方形的四个顶点位置函数值较小，所以 ＵＫＦ算法将其
忽略掉了．从图２（ｂ）可以看到随着精度级的提高，ＳＱＦ
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的取点要多于ＵＫＦ，并且开始取到除坐标轴以外的点，
但思想和ＵＫＦ一致都是将远离原点的二维交叉部分的
点舍去了，不同的是 ＳＱＦ还保留了距离原点较近的交
叉的点，而ＵＫＦ完全舍去．从图２中还可以看到另一个
重要的特点：ＵＫＦ采用的点都是集中在坐标轴上，仅有

需要近似的那一维取值为槡３，其它维的取值均为 ０，因

此ＵＫＦ在精确计算形如 ｘｎ１１·ｘ
ｎ２
２…ｘ

ｎｄ
ｄ多项式时无能为

力，仅仅可以近似形如 ｘｎｉｉ的多项式，这也是 ＵＫＦ精度
不如ＳＱＦ的一个重要原因．

４ 仿真与分析

通过 Ｊｕｌｉｅｒ和 Ｕｈｌｍａｎｎ采用的再入跟踪问题［１６］比
较本文提出的ＳＳＲＱＦ与已知常用的非线性滤波方法的
性能（其中 ＳＲＱＦ与ＱＦ性能均与ＳＳＲＱＦ近似，但计算时
间较长，故仿真结果未予体现）．该问题描述了雷达跟
踪再入大气层飞行器问题，飞行器的动态受到３个外力
影响．第一个外力为空气阻力，为飞行器速度的函数，
并且随着高度变化表现出高非线性；第二个外力为重

力，造成飞行器向地心加速运动；第三个外力为随机振

动项．系统的状态空间包括位置 ｘ１（ｋ），ｘ２（ｋ）、速度
ｘ３（ｋ），ｘ４（ｋ）和空气动力参数 ｘ５（ｋ），系统的连续时间
状态方程为

ｘ１（ｔ）＝ｘ３（ｔ）
ｘ２（ｔ）＝ｘ４（ｔ）
ｘ３（ｔ）＝Ｄ（ｔ）ｘ３（ｔ）＋Ｇ（ｔ）ｘ１（ｔ）＋υ１（ｔ）
ｘ４（ｔ）＝Ｄ（ｔ）ｘ４（ｔ）＋Ｇ（ｔ）ｘ２（ｔ）＋υ２（ｔ）
ｘ５（ｔ）＝υ３（ｔ）

其中 Ｄ（ｔ）为阻力系数，Ｇ（ｔ）为重力系数，分别为

Ｄ（ｔ）＝β（ｔ）ｅｘｐ
［Ｒ０－Ｒ（ｔ）］

Ｈ{ }
０

Ｖ（ｔ）

Ｇ（ｔ）＝－
Ｇｍ０
Ｒ３（ｔ）

，β（ｔ）＝β０ｅｘｐ（ｘ５（ｔ））

其中的 Ｒ（ｔ）＝ ｘ２１（ｔ）＋ｘ２２（ｔ槡 ）为飞行器与地心的距

离，Ｖ（ｔ）＝ ｘ２３（ｔ）＋ｘ２４（ｔ槡 ）为飞行器速度，其中的常数

分别按照文献［１６］设置．从上述的状态方程可以看出，
此跟踪问题是一个复杂非线性问题．

雷达观测值为距离 ｒ（ｔ）和方向角θ（ｔ），而雷达的
坐标为（ｘｒ，ｙｒ），测量频率为１０Ｈｚ，测量方程为

ｒ（ｔ）＝ （ｘ１（ｔ）－ｘｒ）２＋（ｘ２（ｔ）－ｙｒ）槡 ２＋ｗ１（ｔ）

θ（ｔ）＝ｔａｎ－１
ｘ２（ｔ）－ｙｒ
ｘ１（ｔ）－ｘ( )

ｒ
＋ｗ２（ｔ）

ｗ１（ｔ）与 ｗ２（ｔ）分别为零均值高斯白噪声．滤波器
的参数详细参数设定见文献［１６］，ＳＳＲＱＦ采用的是３级
精度 Ｌ＝３．下面我们给出滤波器的性能对比，经过 ５０

次蒙特卡罗仿真结果如图３．
从图３可以看出，三种方法的位置跟踪最后均能收

敛，这是由于位置的可观性较强，测量误差较小，因此

三种方法的位置估计都能收敛．

从图４和图５可以看到，采用ＳＳＲＱＦ估计位置和速
度的收敛速度要快于其它两种方法，说明 ＳＳＲＱＦ比
ＵＫＦ和 ＥＫＦ的数值计算精度高，能够达到更高阶的泰
勒展开截断精度，因此在有初始误差时，在估计值附近

泰勒展开时，初始误差越大，高阶项对收敛性能的影响

越为明显，因此ＳＳＲＱＦ收敛速度更快，其次为 ＵＫＦ，ＥＫＦ
最差．

图６的参数估计中，可以看到采用 ＳＳＲＱＦ估计结
果的均方误差明显要小于 ＥＫＦ和 ＵＫＦ，由于此参数建
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模为高斯白噪声的积分，这就再一次说明对于高斯积

分近似，ＳＳＲＱＦ的精度要高于 ＵＫＦ和 ＥＫＦ，线性化误差
更小．但是，从平均计算时间上来看，ＳＳＲＱＦ的计算时间
最长为１１６９９ｓ，其次为ＵＫＦ，时间为０４１１７ｓ，最快的是
ＥＫＦ，时间仅为０１０８９ｓ．

５ 结论

本文应用稀疏网格理论改进平方根求积分 Ｋａｌｍａｎ
滤波器，为了克服高维积分带来的“维度灾难”，提出采

用稀疏网格取点的方法将 ＱＦ积分点数的指数增长减
慢为多项式增长，解决了随着维数增长平方根求积分

Ｋａｌｍａｎ滤波器计算量增长迅速的问题；从采样点的角
度分析得到 ＵＫＦ是 ＳＱＦ的一个特例的结论，并且在此
基础上进一步说明了ＳＱＦ相比于 ＵＫＦ的优越性；另外，
由高斯积分的性质可知，其精度扩展灵活方便，如果需

要提高精度，仅需要增加高斯积分点数目即可．但是，
需要注意的是，采用 ＳＳＲＱＦ方法尽管其计算复杂度较
ＳＲＱＦ已经减小很多，但是其积分点仍然较 ＵＫＦ多，所
以该算法在实时性方面比 ＵＫＦ要差一些，对于高维系
统来说只能适用于精度要求高但实时性不高的场合．
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