
连续型粒子群优化算法的均方收敛性分析

罗金炎
（闽江学院数学系，福建福州 ３５０１０８）

摘 要： 粒子群优化算法是基于生物群体内个体间的合作与竞争等复杂行为产生的群体智能优化算法，已有的

理论分析多在确定性的情况下进行算法收敛性分析．本文基于随机系统的矩方程法分析了连续型粒子群优化算法的
均方收敛性，并给出了能够保证算法均方收敛域，最后通过仿真实验分析验证了相关结论．
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１ 引言

通过对生物群体的观察和研究发现，生物群体内个

体间的合作与竞争等复杂性行为产生的群体智能，往往

能为某些特定的问题提供高效的解决方法［１］．Ｋｅｎｎｅｄｙ等
受鸟群觅食行为的启发，于１９９５年提出粒子群优化算法
（ＰＳＯ）［２］，之后，Ｓｈｉ和 Ｅｂｅｒｈａｒｔ在原有基础上提出了惯性
权重的概念［３］，并对基本算法中的粒子速度更新公式进

行了修正，以获得更佳的优化效果，该式一般作为 ＰＳＯ
算法的标准形式．与进化算法相比，ＰＳＯ算法保留了基于
种群的全局搜索策略，但其所采用的速度—位移搜索模

型操作简单，避免了复杂的进化操作，在解决复杂优化等

许多的实际问题中取得了许多成功的应用［４］．ＰＳＯ算法
采用以下公式进行单位迭代次数解的更新：

ｖｋ＋１ｉ ＝ｗｖｋｉ＋ｃ１ｒ１（ｐｋｉ－ｘｋｉ）＋ｃ２ｒ２（ｐｋｇ－ｘｋｉ）

ｘｋ＋１ｉ ＝ｘｋｉ＋ｖｋ＋１{
ｉ

（１）

其中 ｖｋｉ、ｘｋｉ分别为第ｉ个粒子的速度、位置，ω为惯性权
重，ｃ１和 ｃ２分写别为认知参数和社会参数，ｐｋｉ和ｐｋｇ分

别为个体和群体的历史最优位置．ｒ１和 ｒ２为两个相互
独立的［０，１］之间服从均匀分布的随机变量，分别影响
着认知和社会加速常数项（ｃ１和 ｃ２），使得粒子运动路
径趋向迭代的粒子群个体最好和全局最好的加权中

心［５］，即为 ｏｋｉ＝φ１
ｐｋｉ＋φ２ｐ

ｋ
ｇ

φ１＋φ２
，记φ１＝ｃ１ｒ１，φ２＝ｃ２ｒ２，φ＝

φ１＋φ２．国内外学者对 ＰＳＯ粒子运动轨迹和算法收敛
特性进行了广泛研究，Ｔｒｅｌｅａ［６］在 ｐｋｉ、ｐｋｇ、φ时不变且ω＝
１的假设前提下给出了 ＰＳＯ模型的稳定性以及相应的
运动轨迹分析，Ｅｍａｒａ［７］给出了一种基于连续系统的
ＰＳＯ模型，并在 Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论基础上证明其稳定性，上
述ＰＳＯ算法收敛性分析大多基于线性系统理论，通过
线性时变系统转换成线性定常系统利用成熟的线性定

常稳定判据加以分析，往往存在不足．Ｋａｄｉｒｍａｋａｍａｎａｔｈａｎ
基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论对模型中存在随机性的 ＰＳＯ算法进
行稳定性分析［９］，得到算法收敛的充分条件为

（ω，φ）：｜ω｜＜１，ω≠０，φ＜
１－２｜ω｜＋ω２
１＋{ }
ω
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然而此条件显得过于严格，有资料［５～７］显示最佳的参数

并不在此范围内．金欣磊等在算法分析中把时变系统
通过随机过程理论转换成概率意义下的线性定常系统

对 ＰＳＯ算法进行分析，给出了均方收敛的一个充分条
件［１０］．ＦｅｒｎáｎｄｅｚＭａｒｔíｎｅｚＪＬ等基于阻尼弹性力学理论
并通过常系数微分／差分方程理论分析了 ＰＳＯ算法的
收敛域［８］，他们忽略随机扰动项将其简化为零值进而

基于确定性系统理论进行分析．本文基于随机系统的
矩方程法来分析连续型 ＰＳＯ算法的均方收敛性，充分
考虑了随机因素，通过理论分析给出了保证算法均方

收敛域，最后通过仿真实验分析验证了相关结论．

２ ＰＳＯ模型分析

ＰＳＯ模型中的粒子运动可以表述为下述差分方程，
即式（１）可以改写为

ｘｋ＋１ｉ ＋（φ－ω－１）ｘ
ｋ
ｉ＋ωｘｋ－１ｉ ＝φｏ

ｋ
ｉ＝φ１ｐ

ｋ
ｉ＋φ２ｐ

ｋ
ｇ

ｘ０ｉ＝ｘｉ０
ｘ１ｉ＝ｘ０ｉ＋ωｖｉ０＋φ（ｏ

０
ｉ－ｘ０ｉ

{
）

（２）
令随机变量ξ

ｋ
ｉ＝ｘｋｉ－ｏｋｉ为在ｋ次迭代时粒子位置

与群体中心ｏｋｉ的偏差，则式（２）可转化为下述二阶差分
方程形式

ξ
ｋ＋１
ｉ ＋（φ－ω－１）ξ

ｋ
ｉ＋ωξ

ｋ－１
ｉ ＝β（ｏ）

β（ｏ）＝ｏ
ｋ
ｉ－ｏｋ＋１ｉ ＋ω（ｏｋｉ－ｏｋ－１ｉ

{ ）
（３）

上述 ＰＳＯ模型，已有学者证明其稳定区域为
（ω，φ）：｜ω｜＜１，０＜φ＜２（１＋ω{ }）［１１］．
该稳定区域能够保证算法收敛，实验也确实表明φ

取值一般不适合超过２（１＋ω）的最大值４，当φ取值超
过４时，算法基本上很容易发散．但是 ＰｅｄｅｒｓｏｎＭＥ通
过实验分析提出的ＰＳＯ算法的优选参数［１２］却绝大部分
都超出了φ＜２（１＋ω）区域．

定义１ 连续型 ＰＳＯ模型（ＣｏｎｔｉｎｕｏｕｓＰＳＯ）［１３］．ＰＳＯ
的标准公式（１）可变换为
ｘ″（ｔ）＋（１－ω）ｘ′（ｔ）＋φｘ（ｔ）＝φ１ｐ（ｔ）＋φ２ｇ（ｔ）
ｘ（０）＝ｘ０
ｘ′（０）＝ｖ

{
０

（４）

其中 ｐ（ｔ）和 ｇ（ｔ）分别为个体和群体在 ｔ时的最优位
置．令
ｏ（ｔ）＝（φ１ｐ（ｔ）＋φ２ｇ（ｔ））／φ，ξ（ｔ）＝ｘ（ｔ）－ｏ（ｔ）

连续型ＰＳＯ可变换成

ξ″（ｔ）＋（１－ω）ξ′（ｔ）＋φξ（ｔ）
＝－（１－ω）ｏ′（ｔ）－ｏ″（ｔ）＝Φ（ｔ）

ξ（０）＝ξ０

ξ′（０）＝ξ′










０

（５）

上述 ｘ（ｔ），ξ（ｔ），ｏ（ｔ），Φ（ｔ）是关于随机变量φ的随机
过程且它们之间相互独立．φ是服从均匀分布的随机

变量，在模型分析中用其均值代替＝Ｅ（φ）＝
ｃ１＋ｃ２
２ ，

Φ（ｔ）是复杂的随机过程，有学者基于分子动力学的分
析方法将此归于维纳过程［１３］．ＰＳＯ可进一步转化为下
述模型．

定义２ ＰＳＯ的依托型随机微分模型（ＳＰＳＯ）．连续

型 ＰＳＯ模型令 Χ（ｔ）＝ ξ（ｔ）

ξ′（ｔ
( )），ｆ（Ｘ（ｔ），ｔ）＝

ξ′（ｔ）
－ξ（ｔ）＋（ω－１）ξ′（ｔ

( )），Ｇ（Ｘ（ｔ），ｔ）＝( )０１则式（５）
可表示为

ｄΧ（ｔ）＝ｆ（Ｘ（ｔ），ｔ）ｄｔ＋Ｇ（Ｘ（ｔ），ｔ）ｄＢ（ｔ） （６）

３ ＰＳＯ算法的收敛性分析

定义３ 设 Ｘ，Ｘｎ（ｎ＞１）是同一概率空间（Ω，Ｆ，
Ｐ）上的随机变量，若ｌｉｍ

ｎ→∞
Ｅ（Ｘｎ－Ｘ ）＝０成立，则称

｛Ｘｎ｝均值收敛 （平 均渐进稳定）于 Ｘ；若 ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｅ

（Ｘｎ－

 

Ｘ ２）＝０成立，则称｛Ｘｎ｝均方收敛（均方渐进稳
定）于 Ｘ．

引理１［１４］ 随机微分方程（６）解过程 Ｘ（ｔ）的转移
概率密度 ｆ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）满足向前方程

ｆ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）
ｔ

＝－∑
ｎ

ｉ＝１


ｘｉ
［ｆｉ（ｘ，ｔ）ｆ］

＋∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１

２

ｘｉｘｊ
［（ＧＤＧＴ）ｉｊｆ］ （７）

引理２［１５］ 随机微分方程（６）解过程 Ｘ（ｔ）的矩满
足微分方程

ｄＥ｛ｈ｝
ｄｔ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
{Ｅｆｉｈｘ}

ｉ

＋∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
{Ｅ（ＧＤＧＴ）ｉｊ２ｈｘｉｘ}

ｊ
＋ {Ｅｈ }ｔ （８）

若设 ｈ（ｘ）＝ｘｋ１１ｘ
ｋ２
２…ｘ

ｋｎ
ｎ，上述方程（８）就是对于

ｍｋ１ｋ２…ｋｎ（ｔ）

＝Ｅ ｘ
ｋ１
１（ｔ）ｘ

ｋ２
２（ｔ）…ｘ

ｋｎ
ｎ（ｔ{ }）

＝∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈ（ｘ）ｆ（ｘ０，ｔ０）ｆ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）ｄｘｄｘ０

满足的矩方程．
证明 考虑期望

ｍｋ１ｋ２…ｋｎ（ｔ）

＝Ｅ ｘ
ｋ１
１（ｔ）ｘ

ｋ２
２（ｔ）…ｘ

ｋｎ
ｎ（ｔ{ }）

＝∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈ（ｘ）ｆ（ｘ０，ｔ０）ｆ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）ｄｘｄｘ０

将上式对时间求导数，得
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ｍｋ１ｋ２…ｋｎ（ｔ）

＝∫
∞

－∞
…∫

∞

－∞
ｈ（ｘ）ｆ（ｘ０，ｔ０）

ｆ（ｘ，ｔｘ０，ｔ０）
ｔ

ｄｘｄｘ０

由引理１，再将式（７）代入上式，然后在整个相空间
（－∞≤ｘｊ，ｘ０ｊ≤∞对一切 ｊ）上进行分部积分，就得到
只含解过程的矩的一阶常微分方程

ｄＥ｛ｈ｝
ｄｔ ＝∑

ｎ

ｉ＝１
{Ｅｆｉｈｘ}

ｉ

＋∑
ｎ

ｉ，ｊ＝１
{Ｅ（ＧＤＧＴ）ｉｊ２ｈｘｉｘ}

ｊ
＋ {Ｅｈ }ｔ

定理１ 连续型 ＰＳＯ系统的平均渐进稳定区域为
｛（ω，）：ω＜１，＞０｝；

均方渐进稳定区域为｛（ω，）：ω＜１，＞
３
４（１－

ω）｝．
证明 假设 ｍｊｋ（ｔ）＝Ｅ｛ξ

ｊ（ｔ）ξ′
ｋ（ｔ）｝，由式（８）可以

得到一阶矩满足的微分方程

ｍ１０（ｔ）＝ｍ０１（ｔ）
ｍ０１（ｔ）＝－ｍ１０（ｔ）－（１－ω）ｍ０１（ｔ{ ）

与此相对应的特征方程为

λ －１
 λ＋（１－ω）

＝０或λ２＋（１－ω）λ＋＝０

为使特征方程的根有负实部，由罗斯霍尔维茨准
则要求可得

１－ω＞０和＞０
即连续型 ＰＳＯ系统平均渐进稳定的条件为｛（ω，

）：ω＜１，＞０｝，与文献［８］分析的连续型粒子群优化
算法的稳定性条件一致．

同样由式（８）还可以得到二阶矩满足的方程
ｍ２０（ｔ）＝２ｍ１１（ｔ）
ｍ１１（ｔ）＝－ｍ２０（ｔ）－（１－ω）ｍ１１（ｔ）＋ｍ０２（ｔ）
ｍ０２（ｔ）＝２［－ｍ１１（ｔ）－（１－ω）ｍ０２（ｔ）＋Ｄ２２

{
］

与此相对应的特征方程为

λ －２ ０
 λ＋（１－ω） －１
０ ２ λ＋２（１－ω）

＝０

或

λ
３＋３（１－ω）λ２＋２［２－（１－ω）］λ＋４（１－ω）＝０
根据罗斯霍尔维茨准则，二阶矩稳定的条件是上

述三次特征方程的所有系数是正的且满足不等式

３（１－ω）×２［２－（１－ω）］＞４（１－ω）
可得连续型ＰＳＯ系统均方渐进稳定的条件为

｛（ω，）：ω＜１，＞
３
４（１－ω）｝

算法的均方稳定区域中的上界，涉及复杂的随

机扰动项Φ（ｔ），若掌握了该随机扰动项的特性（比如：
谱密度或协方差 Ｄ２２），则可分析出均方稳定区域的
上界．

４ 仿真实验分析

本文选取 Ｓｐｈｅｒｅ、Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ、Ｇｒｉｅｗａｎｋ、Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ和
Ｓｃｈａｆｆｅｒ′ｓｆ６五个函数为测试函数，实验中惯性权重ω
选取三段取值范围：Ⅰ（０５～０９）、Ⅱ（０～０５）、Ⅲ
（－０６～－０１）．实验表明加速因子取值一般不适合
超过２（１＋ω）的最大值４，所以取值在０至４之间．对
于惯性权重ω的每一段取值，加速因子分别设置了

三段取值，一是符合均方渐进稳定条件的取值段，另一

个是稳定条件的边界取值段，最后是完全不符合均方

渐进稳定条件的取值段．对于每个参数的取值段，随机
选取ω和的组合值，对于每个组合取值函数的实验

次数为１００次，种群大小为３０，每次运行的最多迭代次
数为４０００次，实验结果如表１所示．

从测试的数值结果来看，满足均方稳定条件ω和
参数取值的优化结果达优率在八成以上，处于边界条

件的参数取值的优化结果达优率在六成以上，满足稳

定条件的优化结果明显优越于不满足条件的情况，验

表１ 不同ω和取值的实验结果

ω Ⅰ Ⅱ Ⅲ


（０～
０．０１）

（０．０１～
０．０４）

（０．０４～
４．０）

（０．０１～
０．０４）

（０．０４～
０．７５）

（０．７５～
４．０）

（０．０１～
０．８）

（０．８～
１．２）

（１．２～
４．０）

Ｓｐｈｅｒｅ函数
（３０维）

平均迭代次数 ２４９３．４ ９０８．２ ５６８．７ １７７４．５ ７１８．９ ２３１．７ ２３８７．４ １０４３．６ ７２３．６
达优率 ０．３５ ０．７４ ０．８９ ０．５３ ０．８ １ ０．６ １ １

Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ函数
（１０维）

平均迭代次数 ２０３８．９ １１０７．４ ４７６．５ １０６１．５ ７４４．９ ２７３．５ １７３４．８ ８４８．２ ３５９．８
达优率 ０．３２ ０．６２ ０．８３ ０．４ ０．７５ ０．９ ０．４９ ０．７６ ０．９５

Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数
（１０维）

平均迭代次数 １９８３．９ １２３６．６ ５０１．７ １２４８．３ ８０４．７ ３９５．６ １４４３ ９１０．９ ４１４．７
达优率 ０．２８ ０．６４ ０．８ ０．３７ ０．６９ ０．８５ ０．５８ ０．７３ ０．９

Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ函数
（１０维）

平均迭代次数 ２２９４．３ ２０５２．５ ５１７．３ １８１８．２ ９７９．８ ４２５．５ ２６８９．１ １０５８．７ ７７５．１
达优率 ０．３１ ０．５２ ０．８８ ０．３８ ０．５５ ０．９５ ０．２９ ０．６０ ０．９３

Ｓｃｈａｆｆｅｒ′ｓｆ６函数
（２维）

平均迭代次数 １０４１．２ ８７８．５ ４６０．７ ８９３．６ ７１８．３ ３５４．６ ９９８．９ ８３８．９ ３８９
达优率 ０．１８ ０．３７ ０．８ ０．２４ ０．４４ ０．８１ ０．３１ ０．５８ ０．８５
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证了算法均方稳定的条件．算法在不满足稳定条件下
仍具有一定的达优率，表明该稳定条件只是充分条件

而不是必要条件．在收敛速度方面，三段不同的惯性权
重ω取值并没有明显的差异；而三段不同的加速因子

取值有较大的差异，算法在数值小的值时收敛明

显比数值大的值要慢，是因为数值小的值提供的

算法迭代步长小于数值大的值的情况．

５ 结论

在分析 ＰＳＯ系统中粒子运动随机过程的基础上，
基于随机系统的矩方程法讨论了连续型 ＰＳＯ算法的均
方收敛性，给出了能够保证算法均方收敛的参数取值

区域，最后通过对５个经典测试函数进行的仿真实验，
比较了算法在各种参数组合下的优化情况，实验结果

表明满足收敛条件的优化结果明显优越于不满足条件

的情况，验证了算法均方收敛的条件．本文的结果为
ＰＳＯ算法的参数选择具有一定的借鉴作用，并为更好的
解决实际问题提供了算法改进的基础和依据．
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