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摘 要： 有限的采样能力和高分辨的重构需求是现代信号处理中最基本的矛盾．不完全采样（或观测），高分辨
重构信号，是信号处理、通信、应用数学等领域的期待解决的问题之一．本文通过回顾现有的不完全采样、高分辨率重
构方法的研究成果，提炼出一个基于信息自由度采样的信号优化重构方法的框架．在此框架中有三个核心方面，信息
自由度决定采样率，采样方法确定约束条件，信号特征指导目标函数的建立．本文着重综述采样重构方法有效性的分
析手段，评论其优缺点．最后，我们展望基于信息自由度采样的信号重构问题的研究前景，并展示我们的新探索与新
成果．

关键词： 信息自由度；不完全采样；高分辨优化重构；压缩感知；低秩矩阵填充问题

中图分类号： ＴＮ９１１７ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１２）０８１６４０１０
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１２．０８．０２３

ＲｅｓｅａｒｃｈＡｄｖａｎｃｅｓｉｎＲｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄｓＢａｓｅｄｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
ＤｅｇｒｅｅｏｆＦｒｅｅｄｏｍＳａｍｐｌｉｎｇ

ＬＩＮＪｉｅ，ＳＨＩＧｕａｎｇｍｉｎｇ，ＤＯＮＧＷｅｉｓｈｅｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＸｉｄｉａｎＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｘｉ’ａｎ，Ｓｈａａｎｘｉ７１００７１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ａｓｉｓｗｅｌｌｋｎｏｗｎ，ｔｈｅｌｉｍｉｔｅｄａｂｉｌｉｔｙｏｆｄａｔａａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎａｎｄｔｈｅｈｉｇｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ（ｒｅｑｕｉｒｅｄｂｙｍａｎｙ
ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ）ｉｓａｎｉｎｈｅｒｅｎｔｃｏｎｔｒａｄｉｃｔｉｏｎｉｎｍｏｄｅｒｎｓｉｇｎａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ．Ｈｏｗｔｏｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｔｈｅｓｉｇｎａｌｗｉｔｈｈｉｇｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｆｒｏｍａｌｉｍ
ｉｔｅｄｎｕｍｂｅｒｏｆｄａｔａｉｓｏｎｅｕｎｓｅｔｔｌｅｄｐｒｏｂｌｅｍｉｎｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈａｒｅａｓｏｆｓｉｇｎａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓ，ａｐｐｌｉｅｄｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓｅｔｃ．Ｂｙ
ｒｅｖｉｅｗｉｎｇｔｈｅａｃｈｉｅｖｅｍｅｎｔｓｏｆｄａｔａａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈｅｓｂｙｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｓａｍｐｌｉｎｇａｎｄｈｉｇｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ，ａｎｏｐｔｉｍｉｚａ
ｔｉｏｎｆｒａｍｅｗｏｒｋｆｏｒｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂａｓｅｄｏｎｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｏｆｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｉｓａｂｓｔｒａｃｔｅｄ．Ｔｈｅｒｅａｒｅｔｈｒｅｅｋｅｙａｓｐｅｃｔｓｉｎｔｈｉｓ
ｆｒａｍｅｗｏｒｋ，ｔｈｅｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｏｆｔｈｅｓｉｇｎａｌｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｄｉｒｅｃｔｌｙｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓｔｈｅｓａｍｐｌｉｎｇｒａｔｅ，ｔｈｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓａｒｅｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｂｙ
ｔｈｅｓａｍｐｌｉｎｇｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｏｂｊｅｃｔｆｕｎｃｔｉｏｎｉｓｄｅｃｉｄｅｄｂｙｔｈｅｆｅａｔｕｒｅｏｆｓｉｇｎａｌ．Ｔｈｉｓｐａｐｅｒｆｏｃｕｓｅｓｏｎｔｈｅｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓｏｆｔｈｅｍｅａｎｓ
ｕｓｅｄｔｏａｎａｌｙｚｅｔｈｅｓｅｄａｔａａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎａｐｐｒｏａｃｈｅｓａｎｄｔｈｅｄｉｓｃｕｓｓｉｏｎｏｆｔｈｅｉｒａｄｖａｎｔａｇｅｓａｎｄｄｉｓａｄｖａｎｔａｇｅｓ．Ｉｎｔｈｅｅｎｄ，ｗｅｐｒｏｐｏｓｅ
ｔｈｅｒｅｓｅａｒｃｈｐｒｏｓｐｅｃｔｏｆｄａｔａａｃｑｕｉｓｉｔｉｏｎｂｙｔｈｅｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｓａｍｐｌｉｎｇａｎｄｈｉｇｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎａｎｄｓｈｏｗｏｕｒｎｅｗｒｅｓｅａｒｃｈ
ａｎｄｒｅｓｕｌｔ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｏｆｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ；ｉｎｃｏｍｐｌｅｔｅｓａｍｐｌｉｎｇ；ｈｉｇｈｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｂｙｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ；ｃｏｍ
ｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ；ｌｏｗｒａｎｋｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ

１ 引言

在传统的信号获取传输处理中，通常以满足奈氏

（Ｎｙｑｕｉｓｔ）采样定理的采样率对信号均匀采样、变换压缩
再进行传输，这样的行为对采样成本和计算成本均造成

了浪费．另一方面，在实际的信号处理中存在以下困难：
获取大量的采样数据是非常耗时、昂贵或者物理上不可

行的，如核磁共振成像，地震数据采集；对于特定类信

号，如超宽带信号，若根据奈氏采样定理对其采样，现有

商业的采样芯片无法满足其采样率或分辨率的要求．
归根结底，信号的采样重构处理是为了获取感兴趣

的信号信息（即不确定性）．那么信号信息到底以何种形
式体现出来的呢？为了定量描述信号的不确定性，文献

［１～３］使用单位时间内的信号自由度（ｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍ
ｐｅｒｕｎｉｔｔｉｍｅ）这一概念．信号的自由度越小，可压缩性就
越大．对实带限信号（频率范围为［－Ｂ／２，Ｂ／２］），以奈
氏采样间隔 Ｔ＝１／Ｂ对其均匀采样，其单位时间内的自
由度为 Ｂ［２］，信息体现在每一个离散样本上；在变换空
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间中，信号自由度为表示信号所需基函数的数量［３］，信

息体现在这些基函数所对应的非零系数上．鉴于信号
信息量由信号在某个空间的自由度来度量，因此，在信

号的采样重构处理中，信号自由度是样本数量的根本

依据．本文把利用信号自由度指导信号采样重构的方
法称为“基于信息自由度采样的信号重构方法”．目前
已有几种具有代表性的基于信息自由度采样的信号重

构方法．
（１）更新率采样（Ｓａｍｐｌｉｎｇｗｉｔｈｉｎｎｏｖａｔｉｏｎｒａｔｅ）
对某些非带限信号类，如狄拉克序列（Ｄｉｒａｃｓ）、非均

匀样条信号（ｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｓｐｌｉｎｅｓ）和分段多项式信号
（ｐｉｅｃｅｗｉｓｅｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ）等，奈氏采样定理无法指导它们
的采样．然而，Ｖｅｔｔｅｒｌｉ等人指出［２，４］，这些类信号的自由
度（或更新率，ｉｎｎｏｖａｔｉｏｎｒａｔｅ）是有限的，用合适的采样
核以等于（或高于）更新率对其均匀采样，由采样样本

利用零化滤波器方法可精确重构信号．Ｖｅｔｔｅｒｌｉ等人提
出的采样定理是奈氏采样定理中的“带限信号与 ｓｉｎｃ
核函数”的推广．更新率采样方法在信号无噪声时可达
到近最优的采样率（更新率为２Ｋ的信号仅需要２Ｋ＋１
个采样）．该方法可应用于信号处理中获取脉冲位置调
制信号，生物系统中的脑电图（ＥＥＧ）、光学相干 Ｘ射线
断层扫描术（ＣＴ）．但是，在此方法中，信号类型发生变
化，采样方法和恢复方法也随之发生变化，这使得其方

法的应用范围受到了很大的限制．
（２）压缩感知（Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇ）
通常，感兴趣的信号都具有一定的结构特征，选择

变换空间Φ ＝［φ１，φ２，…，φｎ］，φｉ∈Ｒｎ，使信号 ｆ∈Ｒｎ

可表示为Ｋ个基函数的线性叠加，即 ｆ＝∑
Ｋ

ｋ＝１
ｘｉｋφｉｋ，ｉｋ∈

｛１，…，ｎ｝，ｘ∈Ｒｎ是变换系数．如果 Ｋｎ，则称 ｘ为Ｋ
稀疏的，信号 ｆ在空间Φ中是Ｋ稀疏的，并且自由度是
Ｋ［５］．使用随机矩阵Ψ∈Ｒｍ×ｎ，Ｋ＜ｍｎ（其元素服从
某种随机分布）对稀疏信号 ｆ进行观测，得到观测 ｂ，即
ｂ＝Ψｆ．根据信号 ｆ在空间Φ 中稀疏的特征，采用优化
计算可恢复信号系数：

（ｌ０）ｘ（０）＝ａｒｇｍｉｎ

 

ｘ０ ｓ．ｔ． ｂ＝Ａｘ （１）
其中 Ａ＝ΨΦ，

 

ｘ０表示向量 ｘ中非零系数的个数．式
（１）的问题是非凸的组合优化问题，当问题的维度较大
时，是ＮＰ难问题．常用的方法是把非凸函数

 

ｘ０松弛

为凸函数

 

ｘ１＝∑
ｉ
｜ｘｉ｜，进而转化为线性规划问题，

可采用内点法等方法有效求解．
（３）低秩矩阵填充问题（Ｌｏｗ－ｒａｎｋｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ）
矩阵分析中，把秩为 １、Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数为 １的矩阵

（简称为秩１矩阵）作为原子，Ｃｍ×ｎ空间中所有不共线
原子的（无穷）集合记为Γ

［６］．任意矩阵 Ｘ∈Ｃｍ×ｎ的原

子分解可表示为Ｘ＝∑
ｊ
ａｊφｊ，φｊ∈Γ．矩阵的分解和信

号的分解的不同在于，用来表示信号的离散基函数的

每一个元素都是确定的，信号和基函数是“元素级”对

应．用来表示矩阵的原子是元素未定的秩１矩阵，即矩
阵和原子是“对象级”对应．因此，矩阵的自由度由秩和
维度共同决定．一个维度为 ｍ×ｎ、秩为 ｒ的矩阵，自由
度为 ｒ（ｍ＋ｎ－ｒ）．

低秩矩阵填充问题研究的是利用不完整的采样数

据来恢复低秩矩阵，是现代应用数学中的一个研究热

点，通常表现为秩最小化问题［６］：

ｍｉｎｒａｎｋ（Ｘ） ｓ．ｔ． Ｘ∈Ξ （２）
其中 Ｘ∈Ｒｍ×ｎ是决策变量，Ξ为凸的约束集合．常用约
束为仿射变换 Ａ（Ｘ）＝ｂ，Ａ：Ｒｍ×ｎ→Ｒｐ（ｐｍｎ）是线性
映射，此类问题被称为仿射秩最小化问题．式（２）问题
是非凸的ＮＰ难问题．一类有效的方法是使用核函数最

小化方法［７］进行求解，即使用核函数

 

Ｘ  ＝∑
ｉ
σｉ（σｉ

是矩阵Ｘ的奇异值）代替目标函数中的秩，进而可转化
为半定规划问题进行有效求解．

通过以上的简单回顾，我们认识到上述基于信息

自由度采样的信号重构方法中，除了更新率方法，压缩

感知和低秩矩阵填充问题非常类似的，在特殊情况下，

压缩感知和低秩矩阵填充问题中的仿射秩最小化问题

等效：若矩阵 Ｘ是对角阵，即 Ｘ＝ｄｉａｇ（ｘ），ｘ＝（ｘ１，…，
ｘＮ），这时 ｒａｎｋ（Ｘ）＝ｃａｒｄ（ｘ）＝

 

ｘ０成立，并且对角阵

的奇异值之和（核函数）等于对角阵元素的绝对值之

和，即

 

Ｘ ＝

 

ｘ１．
这里把压缩感知与低秩矩阵填充问题的关联性归

纳为以下几个方面，参照表１．
表１ 研究内容类比

压缩感知 （仿射）低秩矩阵填充问题

自由度概念 向量势

 

ｘ ０ 矩阵秩ｒａｎｋ（Ｘ）
观测方程 ｂ＝Ａｘ ｂ＝Ａｖｅｃ（Ｘ）
目标函数 ｍｉｎ

 

· １ ｍｉｎ

 

· 

（１）压缩感知的处理对象是具有稀疏表示的信号
或者图像，低秩矩阵完整问题处理对象是低秩矩阵．处
理对象均具有低自由度的特点，可用低维空间中的向

量（分解系数）来刻画．
（２）观测方法采用线性观测，把高维对象投影到低

维（观测）空间中，投影的原则是：信号投影后不在（或

不接近）投影矩阵的零空间中（因为若 ＡＸ１＝ＡＸ２＝０，
则无法区分 Ｘ１和 Ｘ２）．

（３）依据待恢复对象特征，重构方法采用优化计
算，均需要建立可正确求解的目标函数．

上述几个方面可包含在同一个问题框架中：给定
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函数类 Ｆ（维度为 ｎ），线性采样算子 Ｉｎ（采样 ｍ个样
本，ｍｎ），恢复算子 Ｒｎ，则不完全采样、高分辨重构问
题可表示为（Ｆ，Ｉｎ，Ｒｎ），或称为信息采样恢复问题，该
问题中最优的恢复误差为ｉｎｆ

Ｉｎ，Ｒｎ
ｓｕｐ
ｆ∈Ｆ

ｆ－Ｒｎ（Ｉｎ（ｆ

 

））２．我

们关注的问题是：“哪些（Ｆ，Ｉｎ，Ｒｎ）可以保障对信号不
完全采样后进行高分辨重构，可达到最优（或近最优）

的误差界限？”．稀疏信号和低秩矩阵是典型的可以被
不完全采样、高分辨重构的对象．本文通过分析这两类
对象的采样重构方法，把采样重构问题的研究核心凝

练为“信息采样，特征解耦”这样一个优化问题框架，信

息采样即对信号进行观测的过程，特征解耦即根据信

号特征优化求解，这是一对互相影响、互相制约的问

题．精确重构信号所必需的观测样本数量与信息采样
和特征解耦的方法有着直接的联系，但是本质上取决

于信号的信息自由度．本文着重综述了“信息采样和重
构方法的有效性”的理论分析方法，指出其中的关联，

为以后的研究提供借鉴．最后，我们指出了基于信息自
由度采样的信号重构问题的研究前景，并给出了我们

在此方面初步的探索结果．

２ 稀疏信号的信息采样重构方法

前文介绍的 Ｋ稀疏向量也称为是ｌ０稀疏的．在实
际信号处理中，向量可能并不严格满足 ｌ０稀疏的特性，
但是按照降序排列后，第 ｋ个元素满足 ｘｋ ≤ Ｒ·
ｋ－１／ｐ，０＜ｐ≤１，Ｒ＞０是常数，这样的向量是可压缩
的［８］，也称为是 ｌｐ稀疏的［９］，如光滑信号的傅里叶系数
或小波系数，自然图像的小波系数，故称信号（或图像）

在傅里叶域（或小波域）是 ｌｐ稀疏的．
２．１ 压缩感知方法

压缩感知理论指出，对 ｌｐ（０≤ｐ≤１）稀疏信号，“采
样”和“压缩”可同时进行［１０～１３］．这是因为，根据奈氏采
样定理得到的信号存在较大冗余，利用信号稀疏表示

方法［１４～１８］可大大的去除冗余，提高可压缩性．这也是
许多有损压缩技术有效性的保障，例如 ＪＰＥＧ，
ＪＰＥＧ２０００．压缩感知中对稀疏信号的采样方式是“随机
观测”，即观测矩阵的元素服从某种随机分布模型（如

Ｇａｕｓｓｉａｎ、Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ分布）．也可以随机抽取正交矩阵（如
Ｆｏｕｒｉｅｒ、Ｈａｄａｍａｒｄ矩阵）的部分行作为观测矩阵．由于观
测数量少于待恢复信号长度，信号重构问题是欠定问

题，恢复算法把在变换空间Φ 中最稀疏的那个向量作

为最优解．为了能够有效计算求解，压缩感知中常求解
如下的凸问题来恢复稀疏信号：

（ｌ１）ｘ（１）＝ａｒｇｍｉｎ

 

ｘ１ ｓ．ｔ． ｂ＝Ａｘ （３）
采用随机矩阵进行采样且信号足够稀疏，（ｌ１）等价于
（ｌ０），即 ｘ（１）＝ｘ（０）［１９，２０］．当采用 ｌ１最小化方法，观测矩

阵为 Ｇａｕｓｓｉａｎ或 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ矩阵，样本数量满足 ｍ＝
Ｏ（Ｋｌｏｇｎ），当观测矩阵为部分 Ｆｏｕｒｉｅｒ矩阵，样本数量满
足 ｍ＝Ｏ（Ｋ（ｌｏｇｎ）４）［２１］．稀疏信号恢复问题还可以采用
贪婪算法（如匹配追踪方法［２２］、正交匹配追踪方

法［２３］）、迭代阈值方法［２４］来进行求解．除了信号的稀疏
性，也可以利用信号其他的特征来恢复信号．如对全变
差较小的自然图像，可求解问题 ｍｉｎＴＶ（ｆ）ｓ．ｔ．ｂ＝Ψｆ
来进行图像重构，其中 ＴＶ（ｆ）表示图像的全变差．文献
［２５］采用了自回归（ＡＲ）模型来描述图像，也取得了较
好的恢复结果．
２．２ 压缩感知方法的有效性分析

对照前面提出的信息采样重构问题的框架，压缩

感知研究的是 ｌｐ（０≤ ｐ≤１）稀疏信号类 Ｆ＝｛ｆ：

Φ
－１

 

ｆｐ≤Ｒ｝（Ｒ＞０），信息采样算子 Ｉｎ＝Ａ＝ΨΦ，重
构算子 Ｒｎ是非线性的优化算法．根据现有文献的成
果，本文将从几个不同的分析角度来说明如何分析信

息采样重构算法的有效性．不失一般性，假定信号类为
Ｆ＝｛ｆ：Φ－１

 

ｆ１≤１｝．鉴于凸优化问题的计算简单、有
最优解保障的特点，恢复算子 Ｒｎ设定为（ｌ１）问题．那么
矩阵 Ａ＝ΨΦ要满足什么条件才能保证可求得最优解
ｘ（１），并且 ｘ（１）＝ｘ（０）？
２．２．１ 基于矩阵的分析

（１）结构条件 ＣＳ１ＣＳ３
Ｄｏｎｏｈｏ指出，如果矩阵 Ａ满足 ＣＳ１ＣＳ３条件，则是

近最优的信息采样算子［１１］．这里简单的解释一下 ＣＳ１
ＣＳ３条件的含义．对矩阵 Ａ，根据坐标集 Ｉ｛１，…，ｎ｝
抽取列向量，组成矩阵 ＡＩ，ＶＩ表示ＡＩ的列空间．如果
Ｉ≤ρｍ／ｌｏｇｎ（ρ＞０为常数），①ＣＳ１条件：ＡＩ的最小
奇异值大于０．②ＣＳ２条件：对 ＶＩ中的每一个向量ｖ，满

足

 

ｖ１≥η槡ｍ

 

ｖ２，η＞０．③ＣＳ３条件：对 ＶＩ中的每一
个向量 ｖ，用 ＡＩｃ的列线性表示为ｖ＝ＡＩＣａ，用 ＡＩ的列线
性表示为ｖ＝ＡＩｂ，则

 

ａ１

 

ｂ１．当矩阵的维度足够
大，只要选择合适的参数，满足 ＣＳ１ＣＳ３条件的矩阵是
普遍存在的．一般来说，只要矩阵中的样本满足某种概
率分布，矩阵就满足ＣＳ１ＣＳ３条件．进而存在常数ρ＞０，
当信号的稀疏度 Ｋ≤ρｍ／ｌｏｇｎ，通过求解（ｌ１）问题可精
确得到最优解 ｘ（１），且 ｘ（１）＝ｘ（０）．

（２）受限等距性质（Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ，ＲＩＰ）
定义［２０］ 如果存在一个δｋ∈（０，１）使得所有向量

ｘ，

 

ｘ０≤ｋ都满足
（１－δｋ）

 

ｘ２
２≤ ＡＩ

 

ｘ２
２≤（１＋δｋ）

 

ｘ２
２ （４）

则矩阵 Ａ满足ｋ阶ＲＩＰ性质，简记为（ｋ，δｋ）．等价条件
是要求矩阵 ＡＴＩＡＩ的特征值在区间［１－δｋ，１＋δｋ］内，本
质上ＲＩＰ性质和一致不确定性原则（ＵＵＰ）［９］是一致的．
满足 ｋ阶ＲＩＰ性质的矩阵，随机抽取其中 ｋ列（或少于
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ｋ列），这些列之间近似正交［２１］．矩阵 Ａ的 ＲＩＰ性质是
求解（ｌ１）问题恢复稀疏信号的充分非必要条件，满足
ＲＩＰ性质意味着恢复方法具有稳定性和鲁棒性．矩阵的
ＲＩＰ性质可以通过 ＪＬ引理来进行证明［２６］，但是 ＲＩＰ常
数却很难计算．

Ｃａｎｄèｓ证明了只要矩阵满足（２ｋ，槡２－１），求解（ｌ１）
问题能恢复所有的 ｋ稀疏信号［２７］．其他稀疏信号恢复
算法也常使用矩阵的 ＲＩＰ性质作为算法有效性的理论

保障，如正交匹配追踪（ＯＭＰ）（ｋ＋１，１／３槡ｋ）［２３］，正则
化正交匹配追踪（ＲＯＭＰ）（２ｋ，００６／ ｌｏｇ槡 ｋ）［２８］，压缩感
知匹配追踪（ＣｏＳａＭＰ）（２ｋ，００２５）或（４ｋ，０１）［２９］，子空
间追踪（ＳＰ）（３ｋ，０１６５）［３０］．
２．２．２ 基于空间的分析

（１）ｋ邻近（ｎｅｉｇｈｂｏｒｌｙ）性质
定义［３１］ 矩阵 Ａ＝［ａ１，…，ａｎ］，ａｉ∈Ｒｍ，多面体 Ｐ

是２ｎ个点 ±ａ( )ｉ在Ｒｍ空间中的凸包．如果２ｎ个点中
任意的ｋ＋１个点都是 Ｐ的一个面的顶点，则称 Ｐ是中
心对称的，并具有 ｋ邻近性质．

Ｄｏｎｏｈｏ利用拓扑学分析了多面体的面的数量经过
映射后的变化情况［３２］，揭示了压缩感知理论中的观测

方程组解的性质．当观测矩阵 Ａ对应的多面体Ｐ具有
ｋ邻近性质，单位 ｌ１球（｛ｘ∈Ｒｎ，

 
ｘ１≤１｝）经过 Ａ投

影到低维空间后，维度为０，１，…，ｋ的面（维度为０的面
即顶点，维度为１的面即棱，…）的数量均保持不变．再
进一步，单位 ｌ１球的面的数量经过 Ａ投影后没有减
少，那么求解（ｌ１）问题可以精确的恢复 ｌ０稀疏信号．因
此，观测矩阵 Ａ对应的多面体Ｐ具有ｋ邻近性质，意味
着求解（ｌ１）问题能够恢复任意 ｋ稀疏的信号，反之亦
然．即该条件是（ｌ０）和（ｌ１）问题等价的充分必要条件．
Ｇａｕｓｓｉａｎ分布的点集的凸包具有 ｋ邻近性质［３３］，因此
Ｇａｕｓｓｉａｎ矩阵常被作为观测矩阵．

（２）零空间性质
（ｌ１）问题的解空间为仿射空间｛ｘ：Ａｘ＝ｂ｝≡｛ｘ（１）

＋ｖ：ｖ∈Ｎｕｌｌ（Ａ）｝，此空间中 ｌ１范数最小的向量就是最
优解．因此，ｘ（１）是（ｌ１）问题最优解的充分必要条件为
ｘ（１）＋

 

ｖ１＞ ｘ（１

 

）
１，ｖ∈Ｎｕｌｌ（Ａ）＼｛０｝．在此基础

上，Ｙｉｎ和 Ｚｈａｎｇ推导出 ｘ（１）是（ｌ１）问题唯一解的充分条
件是［３４］，对 ｖ∈Ｎｕｌｌ（Ａ）＼｛０｝

ｘ（１

 

）槡 ０＜ｍｉｎ
１
２

 

ｖ１ 

ｖ{ }
２

（５）

当信号满足式（５）时，ｘ（１）＝ｘ（０）．文献［３５］指出，存在一
个（ｎ－ｍ）维的子空间集合 Ｓ，对所有的子空间 Ｖ（ｎ－ｍ）
Ｓ，以下条件成立： 

ｖ１ 

ｖ２
≥ 槡Ｃ ｍ

１＋ｌｏｇ（ｎ／ｍ槡 ）
，ｖ∈Ｖ（ｎ－ｍ）＼｛０｝ （６）

其中，Ｃ为常数，与维度无关．Ｇａｕｓｓｉａｎ矩阵 Ａ的样本
张成的ｐ维子空间以高概率满足式（６），故取 Ｖｐ＝

Ｎｕｌｌ（Ａ），ｐ＝ｎ－ｍ，如果 ｘ（１

 

）
０＜
Ｃ２
４

ｍ
１＋ｌｏｇ（ｎ／ｍ），

ｘ（１）将以高概率是（ｌ１）问题的唯一解，也是（ｌ０）的解．此
结论同样适用于 Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ矩阵，部分正交矩阵．

零空间的向量性质，有的文献称之为零空间的球

切性质［３６］，指的是用适当维度的线性子空间（观测矩阵

的零空间）去切一个单位球，得到的切面近似为一个球

面．在这样的切面上，向量不具有稀疏性质，这意味着，
对稀疏信号进行投影，没有把信号投影到其到观测矩

阵的零空间中，在这种情况下才有求解的可能．
２．２．３ 统计分析方法———相变函数

定理［３７］ 观测矩阵元素服从 Ｎ（０，１）分布，考虑序
列（ｎ，ｍ，ｋ），δ＝ｍ／ｎ，ρ＝ｋ／ｍ，ｎ≥ｎ０（ｎ０是常数）．如
果观测数量满足 ｍ＞ｋ／ρ（δ，Ｃ

ｎ）·（１－Ｒ（ε，ｍ，ｎ））－１，
其中 Ｒ（ε，ｍ，ｎ）：＝２［ｍ－１ｌｏｇ（４（ｎ＋２）６／ε）］１／２，则求解
（ｌ１）问题可成功恢复 ｋ稀疏信号的概率为（１－ε）．

该定理使用了相变（ｐｈａｓｅｔｒａｎｓｉｔｉｏｎ）函数ρ（δ，Ｃ
ｎ）

来阐明稀疏度 ｋ、观测数量 ｍ、待恢复信号维度 ｎ与成
功恢复信号的概率（１－ε）之间的关系，如图１所示．该
图给出了求解（ｌ１）问题恢复信号（下方的曲线组）和正
信号（上方的曲线组）时，恢复概率分别为０１，０５，０９
时的相变函数．其含义是，给定序列（ｍ，ｎ，ｋ），如果对
应的坐标（δ＝ｍ／ｎ，ρ＝ｋ／ｍ）在某一概率曲线下方，则
求解（ｌ１）问题能以此概率恢复信号，在此曲线之上则不
能．相变函数是一个有指导作用的曲线：针对一定稀疏
率信号，可由曲线位置推断出以某一个概率恢复信号

所需要的观测数量．相变函数是通过大量的实验数据
得到的，很难通过证明来推导．

２．２．４ 总结

上述的各种分析方法从不同角度给出了利用求解

（ｌ１）问题恢复稀疏信号时，矩阵 Ａ需要满足的条件．一
方面，上述分析方法是紧密关联的，ＣＳ１、ＲＩＰ条件都是
对矩阵特征值的约束；ＣＳ１ＣＳ３条件与零空间性质基本
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上是一致的，都体现了矩阵 Ａ零空间的球切性质；ｋ邻
近性质和矩阵列的相关性是紧密联系的，如果观测矩

阵的不相干系数μ≤槡ｎ／（２ｋ－１），那么多面体 Ｐ具有
ｋ邻近性质［３１］．

另一方面，这些方法自身存在一定的不足．首先，
虽然ＲＩＰ条件被现有文献广泛用于理论推导和证明，但
是ＲＩＰ条件被证明“不足够好”，在文献［３８］中，作者证
明了存在这样的矩阵：即使它的 ＲＩＰ常数δ２ｋ无限接近

１／槡２，仍有 ｋ稀疏的向量不能通过求解（ｌ１）问题重构．
其次，基于矩阵的分析方法涉及到了特征值的估计，如

ＣＳ１、ＲＩＰ或ＵＵＰ，这给计算量带来了额外负担．而且当
矩阵左乘一个非奇异矩阵时 ｂ＝Ａｘ→Ｇｂ＝ＧＡｘ，对求
解的算法来说，解空间是不变的，但是基于矩阵的分析

结果却会发生变换，如ＲＩＰ常数．因此，与基于矩阵的分
析方法相比，基于空间的分析方法更加稳定，并且能够

将先验信息方便的融合到分析中．最后，若观测数量固
定，根据 ｋ邻近性质推导出的可恢复信号的最大稀疏
度要比ＲＩＰ条件给出的值更大．但是 ｋ邻近性质只适
用于无噪声的ｌ０稀疏信号的 ｌ１最小化恢复算法分析，
ＲＩＰ则可以应用于分析 ｌｐ（０≤ｐ≤１）最小化算法、贪婪
算法，以及 ｌｐ（０＜ｐ≤１）稀疏信号、含噪信号的恢复算
法，因此暂时看来，ＲＩＰ条件的分析方法仍然是无可取
代的．

３ 低秩矩阵的信息采样重构方法

已知维度为 ｍ×ｎ、秩为 ｒ的矩阵，其自由度是
ｒ（ｍ＋ｎ－ｒ）．对低秩矩阵，由于 ｒｍｉｎ（ｍ，ｎ），有 ｒ（ｍ
＋ｎ－ｒ）ｍｎ，考虑到矩阵的低自由度特点，由部分样
本重构矩阵是可能的，该问题称为低秩矩阵填充问题．
问题来源于机器学习、控制理论、离散几何等领域，如

控制理论中设计系统模型时，通常期望系统模型的复

杂度低，体现为系统方程的矩阵的秩较小．尽管低秩矩
阵填充问题的提出由来已久，由于矩阵秩是非凸的，在

引入核函数最小化之前，该问题的求解都是非常困难

的［３９］．对单位球｛Ｘ∈Ｒｍ×ｎ，

 

Ｘ Ｆ≤１｝内的矩阵，核函
数是秩的凸包，是秩的最好（最紧）凸逼近［７］．核函数最
小化问题可使用快速算法来求解［４０，４１］．根据获取样本
方式的不同，常见的低秩矩阵填充问题分为两种：仿射

秩最小化（ａｆｆｉｎｅｒａｎｋｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ，ＡＲＭ）问题和矩阵填充
（ｍａｔｒｉｘｃｏｍｐｌｅｔｉｏｎ，ＭＣ）问题．尽管都可采用核函数最小
化方法求解，但由于约束条件不同，现有文献中对这两

个问题的分析方法有很大的不同．
３．１ ＡＲＭ问题
３．１．１ ＡＲＭ问题简介

在仿射秩最小化问题中，矩阵样本的获取是通过

对矩阵进行仿射变换，可表示为：

ｍｉｎｒａｎｋ（Ｘ） ｓ．ｔ． Ａ（Ｘ）＝ｂ （７）
其中 Ｘ∈Ｒｍ×ｎ，Ａ：Ｒｍ×ｎ→ Ｒｐ是线性映射，ｂ∈Ｒｐ，式
（７）中的约束可转化成 Ａｖｅｘ（Ｘ）＝ｂ，ｖｅｃ（Ｘ）是把矩阵
Ｘ的列向量首尾相连得到的向量，Ａ是维度为ｐ×ｍｎ
的矩阵．类似于压缩感知理论，仿射秩最小化问题中，
当 ｐｍｎ，通过线性映射得到的观测是对低秩矩阵同
时进行了“采样”和“压缩”．通过求解核函数最小化问
题

ｍｉｎ
 

Ｘ  ｓ．ｔ． Ａ（Ｘ）＝ｂ （８）
可等价的解决问题（７）．仿射秩最小化问题中，给定样
本数量，影响矩阵恢复质量的因素有：映射方法和恢复

算法．Ｒｅｃｈｔ等人［６］证明了如果式（７）中映射对应的矩阵
Ａ的元素是服从某种随机分布的，如 Ｇａｕｓｓｉａｎ分布，那
么当观测数量满足 ｐ≥Ｃｒ（ｍ＋ｎ）ｌｏｇ（ｍｎ）（Ｃ是正常
数）时，则大部分维度为 ｍ×ｎ、秩为 ｒ的矩阵都可以由
核函数最小化方法以极高概率成功恢复．观测数量本
质上是由矩阵的自由度决定的，在许多的实际问题中，

观测数量在２ｒ（ｍ＋ｎ－ｒ）～４ｒ（ｍ＋ｎ－ｒ）就能够成功
恢复低秩矩阵．
３．１．２ ＡＲＭ问题中信息重构有效性分析方法

鉴于仿射秩最小化问题与压缩感知问题的相似

性，两者的分析方法也是非常相似的．下面我们从几个
不同角度给出核函数最小化方法求解仿射秩最小化问

题的可行性分析．
（１）基于矩阵的分析———ＲＩＰ分析
Ｒｅｃｈｔ等人通过把压缩感知框架中分析向量映射的

ＲＩＰ性质扩展到对矩阵映射的分析，完成了核函数最小
化方法求解仿射秩最小化问题的理论证明．

定义［６］ Ａ：Ｒｍ×ｎ→Ｒｐ是线性映射（不失一般性的
假设 ｍ≤ｎ），对整数 ｒ＝１，…，ｍ，ｒＲＩＰ常数定义为最
小的δｒ，使所有秩小于等于 ｒ的矩阵满足

（１－δｒ）

 

Ｘ Ｆ≤ Ａ（Ｘ

 

）２≤（１＋δｒ）

 

Ｘ Ｆ （９） 

其中，· Ｆ为 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数，记为（ｒ，δｒ）．满足该条件
的矩阵 Ｘ，是广义的 ｓｔｉｅｆｅｌ流形———维度 ｍ×ｎ、秩为 ｒ
（ｒ≤ｍｉｎ（ｍ，ｎ））矩阵构成的空间．满足 ＲＩＰ性质的线性
映射，保证了所有秩小于等于 ｒ的矩阵，映射后都不会
落入（或不接近）映射矩阵的零空间［３９］．

映射的ＲＩＰ性质是核函数最小化方法求解低秩矩
阵填充问题的充分条件．当 ｐ≥Ｃｒ（ｍ＋ｎ）ｌｏｇ（ｍｎ）时，
随机矩阵（如 Ｇａｕｓｓｉａｎ矩阵，Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ矩阵）以高概率满
足ＲＩＰ条件．如果仿射变换满足 ＲＩＰ条件（５ｒ，１／１０），核

４４６１ 电 子 学 报 ２０１２年

 由矩阵 Ａ的不相干系数来刻画，定义为：对 ｉ＝１，…，ｎ，μ＝

槡ｎｍａｘ
ｉ≠ｊ
｜〈ａｉ，ａｊ〉，ａｉ为矩阵Ａｉ列向量， ａ

 

ｉ ２＝１．



函数最小化问题的解就是仿射秩最小化问题的解［６］．
当观测中存在噪声时，ＲＩＰ条件需要满足（３ｒ，１／槡４３）［４２］，
该参数被提升至（４ｒ，槡２－１）［３９］．对用于求解仿射秩最
小化问题的其他算法，理论分析很多也是基于仿射变

换的ＲＩＰ性质，如矩阵逼近的原子分解方法（ＡＤＭｉＲＡ）
（４ｒ，００４）［６］，不动点连续迭代方法（ＦＰＣＡ）（３ｒ，１／

槡３０）［４３］，奇异值投影方法（ＳＶＰ）（２ｒ，１／３）［４４］．
（２）基于空间的分析———球切性质
定义［４５］ 映射 Ａ：Ｒｍ×ｎ→Ｒｐ，ｍ≤ｎ，如果Ｚ∈

Ｎｕｌｌ（Ａ）＼｛０｝，满足

 

Ｚ ／

 

Ｚ Ｆ≥槡Δ （１０）
则称Ｎｕｌｌ（Ａ）满足参数为Δ的球切性质．本质上描述的
是在Ｎｕｌｌ（Ａ）中不包含秩特别小的矩阵的投影，更进一
步地说，由于投影到零空间中的矩阵是无法区分的，而

低秩矩阵不会被投影到零空间中，这样才有重构的可

能．如果Ｎｕｌｌ（Ａ）满足Δ球切性质，且 ｒａｎｋ（Ｘ０）＜Δ／２，
Ｘ０≠０，则 Ｘ０是秩最小化问题的唯一解；进一步，如果
ｒａｎｋ（Ｘ０）＜Δ／６，Ｘ０是核函数最小化问题的唯一解．也
就说，若Ｎｕｌｌ（Ａ）满足Δ球切性质，当矩阵的秩比较小
时，核函数最小化问题和秩最小化问题是等价的．

（３）统计分析方法———相变函数
Ｒｅｃｈｔ等人通过对实验数据进行统计分析，观察到

使用核函数最小化方法求解秩最小化问题时（映射矩

阵是Ｇａｕｓｓｉａｎ矩阵），参数空间（横坐标是欠采样率 ｐ／
ｍｎ，纵坐标是 ｒ（ｍ＋ｎ－ｒ）／ｐ）的“相变”函数特性［６］，
这里的相变函数和压缩感知中的相变函数概念完全一

致．对仿射秩最小化问题，相变函数表现出较为陡峭的
变化趋势，同时表现出与问题的维度不相关的特点．在
此基础上，Ｒｅｃｈｔ等人［４６］又从理论上推导了核函数最小
化方法恢复低秩矩阵的充分必要条件，根据该条件，可

以严格计算出核函数最小化成功恢复低秩矩阵的“相

变”的位置．文献［４６］中的推导出的理论界限和文献［６］
中的经验值是基本吻合的．相变函数的试验结果和理
论结果在实际的应用中可以很好的指导低秩矩阵的

恢复．
３．２ ＭＣ问题
３．２．１ ＭＣ问题简介

矩阵填充问题的形式如下：

ｍｉｎｒａｎｋ（Ｘ） ｓ．ｔ． ＰΩ（Ｘ）＝ＰΩ（Ｍ） （１１）
其中Ω是已知的元素集合，并且假定Ω 是均匀随机

的，ＰΩ：Ｒ
ｎ×ｎ→Ｒｎ×ｎ是观测算子：

ＰΩ（Ｘ[ ]） ＝
Ｘｉｊ， ｉｆ（ｉ，ｊ）∈Ω
０， ｉｆ（ｉ，ｊ）

{
Ω

（１２）

矩阵填充的典型问题包含著名的Ｎｅｔｆｌｉｘ问题：每个用户
作为矩阵的一行，每部电影作为一列，每个用户通常只

对部分电影做出评分，然后根据已有的不完整信息推

断出矩阵中缺失的数据．该矩阵是低秩的，因为通常影
响一个用户的选择的因素只有很少的几个．类似于仿
射秩最小化问题，矩阵填充问题同样可以使用核函数

最小化来求解：

ｍｉｎ

 

Ｘ  ｓ．ｔ． ＰΩ（Ｘ）＝ＰΩ（Ｍ） （１３）
３．２．２ ＭＣ问题中信息恢复有效性分析方法

尽管矩阵填充问题和仿射秩最小化问题的目标相

同，但是由于前者中观测过程是“信息抽取”，后者中观

测过程则是“信息整合”，因此两个问题的分析方法大

有不同．一般来说，矩阵填充问题中，在观测算子的零
空间中，总是存在秩１矩阵，如 Ｍ＝ｅｉｅＨｊ，ｅｉ是标准规范
基，即矩阵中只有一个非零元素，除非观测到了 Ｍ中
的非零元素，否则 Ｍ必定属于观测算子的零空间，要
恢复矩阵 Ｍ是不可能的．因此，不同于 ＡＲＭ问题的分
析方法，ＭＣ问题中恢复算法分析主要考量待恢复矩阵
的奇异值、奇异向量的性质．如对矩阵的行空间、列空
间的相干性进行约束，核心思想是要求矩阵的奇异向

量具有扩散的特点．由于算法中要频繁计算奇异值分
解，精确的奇异值分解的计算量需求较大，计算量的负

担较大．不过，可采用近似的奇异值分解算法来逼
近［４０，４３］．ＭＣ问题的求解算法包括基于范数的方法，如
奇异值阈值［４７］，不动点连续迭代方法［４３］，加速最近梯

度法［４８］，凸优化方法［４９，５０］），和非基于范数的方法，如奇

异值投影方法［４４］，ＳＥＴ（ＳｕｂｓｐａｃｅＥｖｏｌｕｔｉｏｎａｎｄＴｒａｎｓ
ｆｅｒ）［５１］，ＯｐｔＳｐａｃｅ算法［５２］，原子分解方法 ＡＤＭｉＲＡ［６］．这
里介绍典型的两类算法，一类是基于核函数最小化的

凸优化方法；另一类是非基于范数最小化的 ＯｐｔＳｐａｃｅ
算法．

（１）核函数最小化
Ｃａｎｄèｓ等人在文献［４９］中引入了矩阵 Ｍ的不相干

性质．对矩阵 Ｍ＝ＵΣＶＨ，记 ＰＵ＝ＵＵＨ，ＰＶ＝ＶＶＨ分别
是 Ｕ，Ｖ上的正交投影，

ｍａｘ
１≤ｉ≤ｎ

ＰＵｅ

 

ｉ ２，ｍａｘ１≤ｉ≤ｎ
ＰＶｅ

 

ｉ ２≤
ｒ槡ｎμ０；

ＵＶ

 

Ｈ
１，∞≤槡

ｒ
ｎμ１

（１４）

如果矩阵 Ｍ 对应的μ０，μ１都比较小（Ｏ（１）或
Ｏ（ｌｏｇｎ）），则 Ｍ是不相干矩阵．满足第一个条件的矩
阵，其行空间和列空间不会落入观测算子的零空间中．
第二个条件约束了左、右奇异向量之间的相关性．对不
相干矩阵，当观测数量满足 Ω ≥Ｃｒｎ５／４ｌｏｇｎ时，核函
数最小化方法可以高概率的恢复矩阵，如果 ｒ≤ｎ１／５，观
测数量需要满足 Ω ≥Ｃｒｎ６／５ｌｏｇｎ．另外，Ｃａｎｄèｓ等人又
引入了强不相干性质参数为μｓ

［５０］，即要求任意的１≤
ａ，ａ′，ｂ，ｂ′≤ｎ满足
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〈ｅａ，ＰＵｅａ′〉－
ｒ
ｎ１ａ＝ａ′ ，〈ｅｂ，ＰＶｅｂ′〉－

ｒ
ｎ１ｂ＝ｂ′ ≤μＳ

槡ｒ
ｎ

（１５）
同时要求μｓ≥μ１．对大多数满足随机正交模型的低秩

矩阵，都满足强不相干性质（参数μｓ＝Ｏ（ ｌｏｇ槡 ｎ）），当
观测数量满足 Ω ≥Ｃμ

２
ｓｎｒ（ｌｏｇｎ）６，则核函数最小化方

法可以高概率的精确恢复秩为 ｒ的矩阵．
（２）ＯｐｔＳｐａｃｅ算法
ＯｐｔＳｐａｃｅ算法主要包括三个步骤投影（Ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ），

修剪（Ｔｒｉｍｍｉｎｇ），平滑（Ｃｌｅａｎｉｎｇ）．该算法成功恢复低秩
矩阵 Ｍ依赖于以下参数：矩阵的条件数κ＝σ１／σｒ（σｉ
为第ｉ个非零奇异值），不相干参数μ０（式（１４））和另一
个参数μ２．其中μ２的定义为满足下式的最小取值

∑
ｒ

ｉ＝１

σｉ
σｒ
ｕｉｖＨ

 


ｉ
１，∞
≤槡
ｒ
ｎμ２ （１６）

若κ＝１，则μ２＝μ１．当观测数量满足 Ω ≥Ｃｎκ２ｍａｘ
（μｒｌｏｇｎ，μ

２ｒ２κ２，μ
２
２ｒ２κ４），ＯｐｔＳｐａｃｅ算法能够高概率的

恢复矩阵 Ｍ［５２］．当条件数κ较小时，观测数量只需要
满足 Ω ≥Ｃｎｒｍａｘ（ｌｏｇｎ，ｒ）．

可以看出，ＯｐｔＳｐａｃｅ算法主要适用于矩阵的条件数

κ比较小的情况，即矩阵的非零奇异值大小相当的情

况，如κ＝１时，ＯｐｔＳｐａｃｅ算法要求的观测数量要少于核
函数最小化所需要的观测数量．而核函数最小化方法
中，非零奇异值的大小并不影响恢复的结果．

４ 基于信息自由度的信号重构方法的研究
前景分析与探索

本文把稀疏信号和低秩矩阵的不完全采样、高分

辨重构方法归纳在一个优化问题框架中．在此框架中，
对象的信息自由度是采样数量的本质依据，采样方法

的不同影响采样的效率，目标函数的确立决定了求解

的难度和解的精确程度．概括的说，该框架中问题的研
究均围绕以下几个方面展开．

（１）适用信号类型
能够被不完全采样、高分辨重构的信号有着共同

的特征———信息自由度小，寻找这样的信号类需要研

究如何有效的表示信号．设计不同的变换空间或者不
同的信号模型，使用来表示信号的向量或者参数的自

由度尽可能的小．压缩感知研究中，不仅利用各种不同
特点的信号变换（从正交变换到冗余字典），而且不同

的信号参数模型的表示方法也取得了一定的研究进展

（ＴＶ模型，ＡＲ模型等）．信号的稀疏表示仍然是基于信
息自由度的信号重构方法研究的一个重点问题．

（２）如何进行有效的信息采样？
由于不同的观测方法会对恢复算法的有效性、所

需的观测数量均产生影响，因此基于信息自由度采样

的信号重构方法中的又一个研究重点是研究有效的信

息采样方法，其目标是既能保障理论上的最优观测，又

能保障物理实现上的简化设计．另一方面，虽然现有的
文献中提出了各种分析观测矩阵有效性的方法，但是

没有一个方法同时具备客观准确、容易验证、鲁棒性佳

的特点，因此如何简单的分析评价观测矩阵的有效性，

这一问题仍然需要进一步的研究．
（３）如何高精度的重构目标？
信号优化重构方法中目标函数的建立，一方面要

考虑目标特征与目标函数的吻合度，另一方面要考虑

求解的难度，因此现有很多方法都是折衷选择凸函数

作为目标函数．例如，压缩感知中把 ｌ０最小化问题松弛
为 ｌ１最小化问题．问题是 ｌ１最小化问题依赖于信号的
幅度，而 ｌ０最小化问题则不然，这就导致了 ｌ１最小化问
题对含噪信号的恢复效果不理想．类似的问题同样存
在于低秩矩阵填充问题中把秩最小化问题松弛成核函

数最小化问题．因此，如何建立目标函数，使其能够更
准确的描述目标的特征，同时也能具有更佳的抗噪性

能，这是压缩感知和低秩矩阵恢复共同需要研究的问

题．另一方面，现有的压缩感知中，对可重构的稀疏信
号的稀疏度上界的判断，理论值通常都比经验值要小

很多，这使得理论推导对于实际应用的指导作用大打

折扣，因此如何逼近“真正的”理论上界是一个非常有

意义的工作．类似问题存在于对含噪信号进行重构时，
重构误差上界的推导证明中．

（４）实际应用的研究
稀疏信号的压缩感知方法已经应用到通信、信号

获取、医学图像、压缩成像等领域．压缩感知应用于模
拟信号的获取时，涉及到一个重要问题，即如何实现有

效的随机观测，现有的随机采样结构有 ＡＩＣ［１］、Ｘａｍ
ｐｌｉｎｇ［５３］等．但是这些结构都需要额外的调制、滤波或者
积分电路，与传统的采样系统是不兼容的．在未来的研
究中，如何使用简便的方法获取信号观测，是扩大压缩

感知应用范围的一个有效手段．
低秩矩阵中的元素不同的来源对应着不同的应用

领域，除了传统的系统识别、机器学习，低秩矩阵填充

问题已经在系统识别、视频去噪，计算解剖学、数据分

析等领域，其中矩阵的列元素是具有相似特征的图像

块，或者视频序列中的背景等．现有文献中．由于该问
题本身还处于起步阶段，以后会发掘出更广泛的应用

领域．
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 一个秩为 ｒ的矩阵Ｍ＝ＵΣＶＨ，如果 Ｕ和Ｖ都是从ｎ×ｒ正交
矩阵集合中均匀抽取的，则矩阵 Ｍ服从随机正交模型．



从近年的研究成果来看，针对稀疏信号的压缩感

知理论的研究热度要高于低秩矩阵填充问题，这主要

是由于压缩感知理论的广泛的应用背景．由于这两个
问题的相似性，压缩感知领域的成果会给低秩矩阵填

充问题的研究带来很多的启发，例如在低秩矩阵填充

问题的研究中，文献［６］扩展了 ＣｏＳａＭＰ算法［２９］求解
（ｌ０）的思想，使用了基于矩阵变量的原子分解方法来求
解秩最小化问题；文献［６］推广压缩感知理论中的观测
矩阵的ＲＩＰ分析方法，使用映射的ＲＩＰ性质来分析仿射
秩最小化问题的求解的理论保障．随着对信息这一抽
象概念认识的逐步加深，基于信息自由度的信号重构

方法的研究可以得到长足发展．
针对低自由度信号的不完全采样高分辨重构方法

的研究，我们也做了一些有益的探索，研究了能否用非

常简单的获取方法来得到少量的样本，然后用计算的

方法对信号进行高分辨重构．通过我们的实验发现这
样的想法是可能的．对图像来说，我们不采用向随机向
量投影的方式获取观测样本，而利用矩阵填充问题中

的抽取方式，直接获得图像的部分样本．对图像的恢
复，我们借助于对图像的先验知识，如图像的 ＡＲ模型
［５４］来进行建模．对 Ｌｅｎａ图像做测试，结果表明，虽然
我们只获取 ３０％的样本，恢复图像的峰值信噪比
（ＰＳＮＲ）可达到３１８２ｄＢ，结果如图２所示．可见，我们的
方法是可行的．
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