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摘 要： 命题真度是计量逻辑学中的基础概念．本文对真度的性质和计算方法进行了再研究．首先给出了计量
逻辑中真度定义的均值表示形式；其次利用真度定义的均值表示形式推广了连接有限值逻辑系统和连续值逻辑系统

中真度理论的极限定理，并得到了真度的对称性定理；最后在 ｎ值命题逻辑系统和连续值命题逻辑系统中给出了析
取规范型命题和合取规范型命题的真度的计算公式．
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１ 引言

用“指派真值”来表示逻辑公式的真实度的思想是

逻辑学家 Ｐａｖｅｌｋａ于２０世纪７０年代在系列文章中提出
的［１］．随后，Ｅ．Ｗ．Ａｄａｍｓ教授、Ｄ．Ｄｕｂｏｉｓ教授、Ｈ．Ｐｒａｄｅ教
授、Ｄ．Ｍｕｎｄｉｃｉ教授、王国俊教授等建立的概率逻辑理
论、平均真值理论、广义重言式理论、三 Ｉ算法理论、计
量逻辑理论均是这种思想的不同表现形式．这些理论受
到了学者们的广泛关注和研究［２～２３］．计量逻辑理论是
王国俊教授在对真度理论经过多年研究的基础上建立

的［１４～２０］．本世纪初王国俊教授首先在赋值格为［０，１］的
模糊命题逻辑中提出了公式的积分真度理论［１９，２２］，以

及在经典二值命题逻辑和 ｎ值命题逻辑中引进了公式
真度理论［１４～１８］，并于 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统中得到
了联系 ｎ值命题逻辑公式的加权真度和赋值格为［０，１］

的命题逻辑公式的积分真度的极限定理［１４］；其次，在多

值逻辑系统公式真度概念的基础上，提出了公式间的相

似度与伪距离的概念，以及逻辑理论的发散度与相容度

概念，研究了逻辑度量空间的基本性质，建立了形式推

理与数值计算相融合的计量逻辑学［２０，２２］．为模糊命题
逻辑系统中近似推理的研究提供了有力工具．

本文对计量逻辑理论中的真度性质及计算方法进

行了再研究．
（１）给出了真度定义的均值表示形式，说明了通过

公式诱导的函数所定义的公式的真度亦是该函数在其

定义域上的算术平均值；

（２）利用真度定义的均值表示形式推广了连接有限
值逻辑系统和连续值逻辑系统中真度理论的极限定理，

并简化了其证明过程，而将文献［１４］中关于 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ
命题逻辑中极限定理作为它的特例；
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（３）得到了真度的对称性定理：在 ｎ值命题逻辑系
统中，若ｋ∈Ｚ＋，┐ｐｋ＝１－ｐｋ．则Ａ ｐ１，ｐ２，…ｐ( )ｍ ∈
Ｆ（Ｓ），τｎ（Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ））＝τｎ（Ａ（Ｐ１，Ｐ２，…Ｐｍ）），其
中ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝，或 Ｐｉ＝ｐｉ或Ｐｉ＝┐ｐｉ，即，把公式
Ａ中所含原子公式ｐ１，ｐ２，…ｐｍ的部分原子公式分别换
成它的否定，公式 Ａ的真度不变．

（４）在 ｎ值命题逻辑系统和连续值逻辑系统中，分
别给出了析取规范型命题∨ｍ

ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ）和合取规范型
命题∧ｍ

ｉ＝１（∨ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ）［２３］的绝对真度［２２］的计算公式（其中
Ｐｉｊ（ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝，ｊ∈｛１，２，…ｓｉ｝）是两两不同的原子
命题 ｐｉｊ或其否定┐ｐｉｊ），部分的系统解决了命题公式真
度的计量问题．

２ 预备知识

首先记 Ｉｎ＝ ０，
１
ｎ－１，…

ｎ－２
ｎ－１，{ }１（ｎ≥２），并设（Ｉ，

（┐，∨，∧，→））是（１，２，２，２）型代数，其中 Ｉ＝Ｉｎ，或 Ｉ＝
［０，１］，∨，∧分别是取最大值，取最小值运算．

定义１［２２］ 设 Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２，…｝是可数无限集合．┐
是一元运算，∨，∧，→是二元运算，Ｆ（Ｓ）是由 Ｓ生成的
（┐，∨，∧，→）型自由代数，则称 Ｆ（Ｓ）中的元为命题或
公式，称 Ｓ中的元为原子命题或原子公式．

在命题逻辑系统中，连接词∧是通过其他连接词
表示的［２２～２４］，本文中为叙述方便，我们亦将∧视作为
“独立”连接词．

定义２［２３］ 设 Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ），则 Ａ对
应一个 ｍ元函数珔Ａ．在 ｎ值命题逻辑系统中，珔Ａ：Ｉｍｎ→
Ｉｎ；在连续值命题逻辑系统中，珔Ａ：［０，１］ｍ→［０，１］．这里
珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）是由运算符号┐，∨，∧，→把 ｘ１，ｘ２，…
ｘｍ连接而成，其方式恰如 Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）由连接词

┐，∨，∧，→将原子公式 ｐ１，ｐ２，…ｐｍ连接而成．称珔Ａ是
公式Ａ所诱导的函数．

定义 ３［２３］（真度定义的加权表示形式） 设 Ａ＝
Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有 ｍ个原子公式ｐ１，ｐ２，…
ｐｍ的命题，珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）是 Ａ诱导的函数．在 ｎ值命
题逻辑系统中，令

τｎ（Ａ）＝
１
ｎｍ∑

ｎ－１

ｉ＝１

ｉ
ｎ－１

珔Ａ－１（ ｉｎ－１）（其中 Ｅ 表示

集合Ｅ中元素的个数）．
称τｎ（Ａ）为命题 Ａ在ｎ值命题逻辑系统中的真度．
定义 ４［２３］（真度定义的积分表示形式） 设 Ａ＝

Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有 ｍ个原子公式ｐ１，ｐ２，…
ｐｍ的命题，珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）是公式 Ａ所诱导的函数．在
连续值命题逻辑系统中，令

τ∞（Ａ）＝∫［０，１］ｍ珔Ａ ｘ１，ｘ２，…ｘ( )ｍ ｄｘ１…ｄｘｍ．

称τ∞（Ａ）为命题公式 Ａ在连续值命题逻辑系统中
的真度．

引 理 １［２５］ 设 ｋ∈ Ｚ＋，则 ∑
ｎ

ｉ＝１
ｉｋ ＝

（ｎ＋１）ｋ＋１－ｑｋ（ｎ）
ｋ＋１ ．其中 ｑｋ（ｎ）为 ｎ的ｋ次多项式．

引理２ 命题公式 Ｐ＝ｐ１∨…∨ｐｋ，Ｑ＝ｐ１∧…∧
ｐｋ，其中 ｐ１，…，ｐｋ为两两不同的原子公式．那么在 ｎ值
命题逻辑系统中，ｉ∈｛１，２，…，ｎ－１｝，有

（１）｜珔Ｐ－１（ ｉｎ－１）｜＝（ｉ＋１）
ｋ－ｉｋ；

（２）｜珚Ｑ－１（ ｉｎ－１）｜＝（ｎ－ｉ）
ｋ－（ｎ－ｉ－１）ｋ．

证明（１）：当 ｉ∈｛１，２，…，ｎ－１｝时，珔Ｐ（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）

＝ ｉ
ｎ－１当且仅当（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈ ０， １ｎ－１，…

ｉ
ｎ{ }－１

ｋ
且

ｘ１，ｘ２，…ｘｋ中至少有一个等于
ｉ
ｎ－１．｜

珔Ｐ－１（ ｉｎ－１）｜的值

就是（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈ ０， １ｎ－１，…
ｉ
ｎ{ }－１

ｋ
的取法种数减

去（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈ ０， １ｎ－１，…
ｉ－１
ｎ{ }－１

ｋ
的取法种数．所

以｜珔Ｐ－１（ ｉｎ－１）｜＝（ｉ＋１）
ｋ－ｉｋ．

当 ｉ＝０时，珔Ｐ（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）＝
ｉ
ｎ－１＝０当且仅当

（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈｛０｝ｋ，因此只有一种取法．又此时（ｉ＋
１）ｋ－ｉｋ＝（０＋１）ｋ－０ｋ＝１，因此当 ｉ＝０时，有

｜珔Ｐ－１（ ｉｎ－１）｜＝（ｉ＋１）
ｋ－ｉｋ．

综上所述，ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，｜珔Ｐ－１（
ｉ
ｎ－１）｜

＝（ｉ＋１）ｋ－ｉｋ．
证明（２）：当 ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－２｝，珚Ｑ（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）

＝ ｉ
ｎ－１当且仅当（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈

ｉ
ｎ－１，…

ｎ－２
ｎ－１，{ }１ ｋ

，

且 ｘ１，ｘ２，…ｘｋ中至少有一个等于
ｉ
ｎ－１．｜

珚Ｑ－１（ ｉｎ－１）｜

的值就是（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈
ｉ
ｎ－１，…

ｎ－２
ｎ－１，{ }１ ｋ

的取法种

数减去（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈
ｉ＋１
ｎ－１，…

ｎ－２
ｎ－１，{ }１ ｋ

的取法种

数．所以｜珚Ｑ－１（ ｉｎ－１）｜＝（ｎ－ｉ）
ｋ－（ｎ－ｉ－１）ｋ．

当 ｉ＝ｎ－１时，珚Ｑ（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）＝
ｉ
ｎ－１＝１当且仅

当（ｘ１，ｘ２，…ｘｋ）∈｛１｝ｋ，因此只有一种取法．又此时（ｎ
－ｉ）ｋ－（ｎ－ｉ－１）ｋ＝１ｋ－０ｋ＝１，因此当 ｉ＝ｎ－１时，

有｜珚Ｑ－１（ ｉｎ－１）｜＝（ｎ－ｉ）
ｋ－（ｎ－ｉ－１）ｋ．

综上所述，ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，｜珚Ｑ－１（
ｉ
ｎ－１）｜
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＝（ｎ－ｉ）ｋ－（ｎ－ｉ－１）ｋ．

３ 真度定义的均值表示形式

定理１（真度定义的均值表示形式） 在 ｎ值命题
逻辑系统中，设 Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有 ｍ
个原子公式ｐ１，ｐ２，…ｐｍ的命题公式，珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）是
命题公式 Ａ所诱导的函数，则有

τｎ( )Ａ ＝１
ｎｍ ∑

ｘ１，…ｘ( )ｍ ∈Ｉ
ｍ
ｎ

珔Ａ ｘ１，…，ｘ( )ｍ ．

证明：结合定义３，只需证明

∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝１

ｉ
ｎ－１

珔Ａ－１（ ｉｎ－１）．

ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，设 Ｅｉ＝｛（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）∈

Ｉｍｎ｜珔Ａ（ｘ１…ｘｍ）＝
ｉ
ｎ－１｝那么当 ｉ≠ｊ时Ｅｉ∩Ｅｊ＝ ，且

∪
ｎ－１

ｉ＝０
Ｅｉ＝Ｉｍｎ．

由于ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，｜Ｅｉ｜＝珔Ａ－１（
ｉ
ｎ－１），

所以 ∑
ｘ１，…ｘ( )ｍ ∈Ｅｉ

珔Ａ ｘ１，…，ｘ( )ｍ ＝ ｉ
ｎ－１｜

珔Ａ－１（ ｉｎ－１）｜，

从而∑
ｎ－１

ｉ＝０
∑

（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｅｉ

珔Ａ ｘ１，…，ｘ( )ｍ

＝∑
ｎ－１

ｉ＝０

ｉ
ｎ－１

珔Ａ－１（ ｉｎ－１），

即 ∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈∪

ｎ－１
ｉ＝０Ｅｉ

珔Ａ（ｘ１，…ｘｍ）

＝∑
ｎ－１

ｉ＝０

ｉ
ｎ－１

珔Ａ－１（ ｉｎ－１），

所以 ∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…ｘｍ）

＝∑
ｎ－１

ｉ＝０

ｉ
ｎ－１

珔Ａ－１（ ｉｎ－１）．

结合定义３得：τｎ（Ａ）＝
１
ｎｍ ∑

（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ
ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…ｘｍ）．

定理２（真度的对称性定理） 在 ｎ值命题逻辑系
统中，若ｋ∈Ｚ＋，┐ｐｋ＝１－ｐｋ，则Ａ ｐ１，ｐ２，…ｐ( )ｍ ∈

( )Ｆ Ｓ，τｎ Ａ ｐ１，ｐ２，…ｐ( )( )ｍ ＝τｎ Ａ Ｐ１，Ｐ２，…Ｐ( )( )ｍ ，

其中ｉ∈ １，２，…，{ }ｍ ，或 Ｐｉ＝ｐｉ或Ｐｉ＝┐ｐｉ．
即把公式 Ａ中所含原子公式ｐ１，ｐ２，…ｐｍ的部分原

子公式分别换成它的否定，公式 Ａ的真度不变．
证明：设 Ａ＝Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有 ｍ个

原子公式ｐ１，ｐ２，…ｐｍ的命题公式．
把 Ａ中的原子命题ｐｉ换成┐ｐｉ，公式 Ａ变成公式Ｂ，

即

Ａ（ｐ１，…ｐｉ－１，┐ｐｉ，ｐｉ＋１，…ｐｍ）＝Ｂ（ｐ１，…ｐｉ－１，ｐｉ，ｐｉ＋１，
…ｐｍ）．

因此，（ｘ１，…ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）∈Ｉｍｎ，

珔Ａ（ｘ１，…ｘｉ－１，１－ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）＝珔Ｂ（ｘ１，…ｘｉ－１，
ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）．
定义映射：Ｉｍｎ→Ｉｍｎ，（ｘ１，…ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）

∈Ｉｍｎ，

（ｘ１，…ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）＝（ｘ１，…ｘｉ－１，１－ｘｉ，
ｘｉ＋１，…ｘｍ）

由于 Ｉｎ中的元素关于
１
２对称，因此：Ｉ

ｍ
ｎ→Ｉｍｎ为一

一对应的映射．

所以 ∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）

＝ ∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ

珔Ａ（（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ））

＝ ∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｉ－１，１－ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）

＝ ∑
（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ

珔Ｂ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）

因此，

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ
ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）

＝１
ｎｍ ∑

（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ
ｍ
ｎ

珔Ｂ（ｘ１，…，ｘｉ－１，ｘｉ，ｘｉ＋１，…ｘｍ）

根据定理１得：

τｎ Ａ ｐ１，ｐ２，…ｐ( )( )ｍ ＝τｎ Ｂ ｐ１，ｐ２，…ｐ( )( )ｍ ，

即，τｎ（Ａ（ｐ１，…ｐｉ－１，ｐｉ，ｐｉ＋１，…ｐｍ））＝τｎ（Ａ（ｐ１，…
ｐｉ－１，┐ｐｉ，ｐｉ＋１，…ｐｍ））．
重复上面的方法可得：

τｎ Ａ ｐ１，ｐ２，…ｐ( )( )ｍ ＝τｎ Ａ Ｐ１，Ｐ２，…Ｐ( )( )ｍ ．
其中ｉ∈ １，２，…，{ }ｍ ，或 Ｐｉ＝ｐｉ或Ｐｉ＝ｐｉ．
定理３（极限定理） 在连续值逻辑系统中，设公式

Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）诱导的函数珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）黎
曼可积，则在连续值逻辑系统和相对应的 ｎ值逻辑系
统中，

ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（Ａ）＝τ∞（Ａ）

证明：ｎ等分区间［０，１］得到 ｎ个小区间：［０，１ｎ），

［
１
ｎ，
２
ｎ），…，［

ｎ－１
ｎ ，１］，则立方体［０，１］

ｍ被分成ｎｍ个

体积为
１
ｎｍ
的小立方体．由于ｉ∈ １，…，ｎ{ }－１，［ｉｎ，

ｉ＋１
ｎ］∩Ｉｎ＝

ｉ
ｎ{ }－１，所以每个点（ｘ１，…，ｘｍ）∈Ｉ

ｍ
ｎ属

于且仅属于一个小立方体．由于函数珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）在
［０，１］ｍ上黎曼可积，应用黎曼定积分的定义得：

ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（Ａ）＝ｌｉｍ

ｎ→∞

１
ｎｍ ∑

（ｘ１，…ｘｍ）∈Ｉ
ｍ
ｎ

珔Ａ（ｘ１，…ｘｍ）

＝∫［０，１］ｍ珔Ａ ｘ１，ｘ２，…ｘ( )ｍ ｄｘ１…ｄｘｍ＝τ∞（Ａ）
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因为在连续值 ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统中，由
Ａ（ｐ１，ｐ２，…ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）诱导的函数珔Ａ（ｘ１，ｘ２，…ｘｍ）是
连续函数，因此是黎曼可积的，从而可得到下面的推论

１．
推论１（ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题系统中的极限定理［１４］）若

Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ）是含有 ｍ个原子公式ｐ１，ｐ２，
…，ｐｍ的命题公式，则在 ｎ值ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统
和连续值ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统中，

ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（Ａ）＝τ∞（Ａ）．

４ ∨ｍ
ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ）型命题真度的计算公式

引理３ 在 ｎ值命题逻辑系统中，设 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，
ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，…，ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ分别是两两不同的原子命

题，ｓ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｓｊ，则 τｎ（∨ｍ

ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１ｐｉｊ））＝１－

１
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）．

证明：首先记 Ａ＝∨ｍ
ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ），并设 Ａｊ＝ｐｊ１∧…

ｐｊｓｊ，ｊ＝１，…，ｍ．

ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝，珔Ａ＝
ｉ
ｎ－１当且仅当（

珔Ａ１，

…，珔Ａｍ）∈ ０， １ｎ－１，…
ｉ
ｎ{ }－１

ｍ
且珔Ａ１，…，珔Ａｍ中至少有一

个等于
ｉ
ｎ－１．

根据引理２，珔Ａｊ∈ ０， １ｎ－１，…
ｉ
ｎ{ }－１有取法种数

∑
ｉ

ｋ＝０
（（ｎ－ｋ）ｓｊ－（ｎ－ｋ－１）ｓｊ）＝ｎｓｊ－（ｎ－ｉ－１）ｓｊ．

珔Ａｊ∈ ０， １ｎ－１，…
ｉ－１
ｎ{ }－１有取法种数

∑
ｉ－１

ｋ＝０
（（ｎ－ｋ）ｓｊ－（ｎ－ｋ－１）ｓｊ）＝ｎｓｊ－（ｎ－ｉ）ｓｊ．

所以珔Ａ＝ ｉ
ｎ－１有取法种数

∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－ｉ－１）ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－ｉ）ｓｊ）

因此τｎ（Ａ）＝
１
ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１

ｉ
ｎ－１（∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－ｉ－１）ｓｊ）

－∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－ｉ）ｓｊ））

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｉ（∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－ｉ－１）ｓｊ）－

∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－ｉ）ｓｊ））

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ

×（１×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－２）ｓｊ）

－∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－１）ｓｊ））＋２×（∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－３）ｓｊ）－

∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－２）ｓｊ））＋…

＋（（ｎ－２）×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－１ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－２ｓｊ））＋

（（ｎ－１）×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－０ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－１ｓｊ）））

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ

（（ｎ－１）×∏
ｍ

ｊ＝１
ｎｓｊ－∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ））

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ

（（ｎ－１）ｎｓ－∑
ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ））

＝１－ １
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）．

定理４ 在 ｎ值命题逻辑系统中，若ｋ∈Ｚ＋，┐ｐｋ
＝１－ｐｋ，Ｐ１１，…，Ｐ１ｓ１，Ｐ２１，…，Ｐ２ｓ２，…，Ｐｍ１，…，Ｐｍｓｍ分别
是两两不同的原子命题 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，…，

ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ或其否定，ｓ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｓｊ，则

τｎ（∨ｍ
ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ））＝１－

１
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）．

证明：根据定理２，引理３直接可得．
引理４ 在连续值命题逻辑系统中，设 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，

ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，…，ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ分别是两两不同的原子命
题，则

τ∞（∨ｍ
ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１ｐｉｊ））＝∑

ｍ

ｕ＝１

１
ｓｕ＋１

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋１

＋ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１

－…＋（－１）ｍ－１ １
ｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ＋１

证明：根据引理３，有

τｎ（∨ｍ
ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１ｐｉｊ））＝１－

１
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）＝１

－ １
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
（ｎｓ－∑

ｍ

ｕ＝１
ｎｓ－ｓｕｉｓｕ＋ ∑

１≤ｕ＜ｖ≤ｍ
ｎｓ－ｓｕ－ｓｖｉｓｕ＋ｓｖ

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ－ｓωｉｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋…（－１）ｍｉｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ）

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
（∑

ｍ

ｕ＝１
ｎｓ－ｓｕ ｉｓｕ － ∑

１≤ｕ＜ｖ≤ｍ
ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ ｉｓｕ＋ｓｖ

＋ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ－ｓωｉｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋…（－１）ｍｉｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ）

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ

（∑
ｍ

ｕ＝１
ｎｓ－ｓｕ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓｕ－ ∑

１≤ｕ＜ｖ≤ｍ
ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓｕ＋ｓｖ＋

∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ－ｓω∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓｕ＋ｓｖ＋ｓω－…＋

（－１）ｍ－１∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ）

再由定理３及引理１，就有
τ∞（∨ｍ

ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１ｐｉｊ））＝ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（∨ｍ

ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１ｐｉｊ））

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
（ｎ－１）ｎｓ

（∑
ｍ

ｕ＝１
ｎｓ－ｓｕ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓｕ
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－ ∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓｕ＋ｓｖ

＋ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ－ｓω∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓｕ＋ｓｖ＋ｓω－…＋

（－１）ｍ－１∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｉｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ）

＝ｌｉｍ
ｎ→∞

１
（ｎ－１）ｎｓ

（∑
ｍ

ｕ＝１
ｎｓ－ｓｕ
ｎｓｕ＋１－ｑｓｕ（ｎ）
ｓｕ＋１

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ
ｎｓｕ＋ｓｖ＋１－ｑｓｕ＋ｓｖ（ｎ）

ｓｕ＋ｓｖ＋１
＋

∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

ｎｓ－ｓｕ－ｓｖ－ｓω
ｎｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１－ｑｓｕ＋ｓｖ＋ｓω（ｎ）

ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１
－…＋

（－１）ｍ－１
ｎｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ＋１－ｑｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ（ｎ）

ｓ１＋ｓ２＋…＋ｓｍ＋１
）

＝∑
ｍ

ｕ＝１
ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｓｕ＋１－ｑｓｕ（ｎ）
（ｎ－１）ｎｓｕ（ｓｕ＋１）

－

∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｓｕ＋ｓｖ＋１－ｑｓｕ＋ｓｖ（ｎ）
（ｎ－１）ｎｓｕ＋ｓｖ（ｓｕ＋ｓｖ＋１）

＋

∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１－ｑｓｕ＋ｓｖ＋ｓω（ｎ）
（ｎ－１）ｎｓｕ＋ｓｖ＋ｓω（ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１）

－…＋

（－１）ｍ－１ｌｉｍ
ｎ→∞

ｎｓ＋１－ｑｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ（ｎ）
（ｎ－１）ｎｓ（ｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ＋１）

＝∑
ｍ

ｕ＝１

１
ｓｕ＋１

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋１

＋

∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１

－…＋

（－１）ｍ－１ １
ｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ＋１

．

定理５ 在连续值命题逻辑系统中，若ｋ∈Ｚ＋，

┐ｐｋ＝１－ｐｋ，Ｐ１１，…，Ｐ１ｓ１，Ｐ２１，…，Ｐ２ｓ２，…，Ｐｍ１，…，Ｐｍｓｍ
分别是两两不同的原子命题 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，
…，ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ或其否定 ，则

τ∞（∨ｍ
ｉ＝１（∧ｓｉｊ＝１ｐｉｊ））＝∑

ｍ

ｕ＝１

１
ｓｕ＋１

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋１

＋ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１

－…＋（－１）ｍ－１ １
ｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ＋１

证明：根据定理４和定理３，再结合引理４即得．

５ ∧ｍ
ｉ＝１（∨ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ）型命题真度的计算公式

引理５ 在 ｎ值命题逻辑系统中，设 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，
ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，…，ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ分别是两两不同的原子命

题，ｓ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｓｊ，则 τｎ（∧ｍ

ｉ＝１（∨ｓｉｊ＝１ Ｐｉｊ）） ＝

１
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）．

证明：记 Ｂ＝∧ｍ
ｉ＝１（∨ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ），并设 Ｂｊ＝

ｐｊ１∨…∨ｐｊｓｊ，ｊ＝１，…，ｍ．

ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－２｝，珔Ｂ＝
ｉ
ｎ－１当且仅当

（Ｂ１，…，Ｂｍ）∈
ｉ
ｎ－１，…，

ｎ－２
ｎ－１，{ }１ ｍ

且Ｂ１，…，Ｂｍ中至

少有一个等于
ｉ
ｎ－１．

根据引理２，Ｂｊ∈
ｉ
ｎ－１，…，

ｎ－２
ｎ－１，{ }１有取法种数

∑
ｎ－１

ｋ＝ｉ
（（ｋ＋１）ｓｊ－ｋｓｊ）＝ｎｓｊ－ｉｓｊ．

Ｂｊ∈
ｉ＋１
ｎ－１，…，

ｎ－２
ｎ－１，{ }１有取法种数

∑
ｎ－１

ｋ＝ｉ＋１
（（ｋ＋１）ｓｊ－ｋｓｊ）＝ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ．

所以珔Ｂ＝ ｉ
ｎ－１有取法种数

∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ）．

当 ｉ＝ｎ－１，珔Ｂ＝ ｉ
ｎ－１当且仅当 Ｂ１，…，Ｂ( )ｍ ∈｛１｝ｍ；

又据引理２，ｊ∈ １，２，…，{ }ｍ ，Ｂｊ＝１共有 ｎｓｊ－（ｎ－１）ｓｊ

种取法，因此珔Ｂ＝ ｉ
ｎ－１共有∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－１）ｓｊ）种取

法．又此时∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－１）ｓｊ）＝∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）

－∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ）．

因此，当 ｉ＝ｎ－１时，珔Ｂ＝ ｉ
ｎ－１有取法种数

∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ）．

综上所述，ｉ∈ ０，１，…，ｎ{ }－１，珔Ｂ＝ ｉ
ｎ－１有取法

种数∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ）．

因此

τｎ（Ｂ）＝
１
ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１

ｉ
ｎ－１（∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）－

∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ））

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｉ（∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｉ＋１）ｓｊ））

＝ １
（ｎ－１）ｎｓ

×（１×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－１ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－２ｓｊ））

＋２×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－２ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－３ｓｊ））＋…

＋（（ｎ－２）×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－２）ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－

１）ｓｊ））＋（（ｎ－１）×（∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－（ｎ－１）ｓｊ）－∏

ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－

ｎｓｊ）））
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＝ １
（ｎ－１）ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
（ｎｓｊ－ｉｓｊ）．

定理６ 在 ｎ值命题逻辑系统中，若ｋ∈Ｚ＋，┐ｐｋ
＝１－ｐｋ，Ｐ１１，…，Ｐ１ｓ１，Ｐ２１，…，Ｐ２ｓ２，…，Ｐｍ１，…，Ｐｍｓｍ分别
是两两不同的原子命题 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，…，

ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ或其否定，ｓ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ｓｊ．则

τｎ ∧ｍ
ｉ＝１ ∨

ｓｉｊ＝１Ｐ( )( )ｉｊ ＝ １
ｎ( )－１ｎｓ∑

ｎ－１

ｉ＝１
∏
ｍ

ｊ＝１
ｎｓｊ－ｉｓ( )ｊ ．

证明：根据定理２，引理５直接可得．
引理６ 在连续值命题逻辑系统中，设 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，

ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，…，ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ分别是两两不同的原子命
题，则

τ∞（∧ｍ
ｉ＝１（∨ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ））＝１－∑

ｍ

ｕ＝１

１
ｓｕ＋１

＋ ∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋１

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１

＋…＋

（－１）ｍ－１ １
ｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ＋１

．

证明：根据引理５和定理３，与引理４的证明类似．
定理７ 在连续值命题逻辑系统中，若ｋ∈Ｚ＋，

┐ｐｋ＝１－ｐｋ，Ｐ１１，…，Ｐ１ｓ１，Ｐ２１，…，Ｐ２ｓ２，…，Ｐｍ１，…，Ｐｍｓｍ
分别是两两不同的原子命题 ｐ１１，…，ｐ１ｓ１，ｐ２１，…，ｐ２ｓ２，
…，ｐｍ１，…，ｐｍｓｍ或其否定 ，则

τ∞（∧ｍ
ｉ＝１（∨ｓｉｊ＝１Ｐｉｊ））＝１－∑

ｍ

ｕ＝１

１
ｓｕ＋１

＋

∑
１≤ｕ＜ｖ≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋１

－ ∑
１≤ｕ＜ｖ＜ω≤ｍ

１
ｓｕ＋ｓｖ＋ｓω＋１

＋…＋

（－１）ｍ－１ １
ｓ１＋ｓ２＋…ｓｍ＋１

．

证明：根据引理５和定理３，结合引理７即可．
推论２［１９］ 在连续值命题系统中，

（１）τ∞ ｐ１∧…∧ｐ( )ｋ ＝ １
ｋ＋１；

（２）τ∞ ｐ１∨…∨ｐ( )ｋ ＝ ｋ
ｋ＋１．

证明（１）：应用引理４，令 ｍ＝１，ｓ１＝ｋ即得：

τ∞ ｐ１∧…∧ｐ( )ｋ ＝ １
ｋ＋１．

证明（２）：应用引理６，令 ｍ＝１，ｓ１＝ｋ即得：

τ∞ ｐ１∨…∨ｐ( )ｋ ＝１－ １
ｋ＋１＝

ｋ
ｋ＋１．

例１ 在 ｎ值命题逻辑系统中，设 ｐ，ｑ，ｒ是两两互
不相同的原子命题．应用引理５，令 ｍ＝２，ｓ１＝２，ｓ２＝１
即得：

τｎ（（ｐ∨ｑ）∧ｒ）＝
１

（ｎ－１）ｎ３∑
ｎ－１

ｉ＝１
ｎ２－ｉ( )２ （ｎ－ｉ）

＝ １
（ｎ－１）ｎ３ ∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｎ３－∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｎ２ｉ－∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｎｉ２＋∑

ｎ－１

ｉ＝１
ｉ( )３

＝ １
（ｎ－１）ｎ３

ｎ３（ｎ－１）－ｎ２ｎ（ｎ－１）( ２

－ｎｎ（ｎ－１）（２ｎ－１）６ ＋ｎ
２（ｎ－１）２)４

＝５ｎ－１１２ｎ．

进而，如果在 ｎ值命题逻辑系统中，例如在 ｎ值
ｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ命题逻辑系统［２２～２４］中，或者在 ｎ值Ｒ０型命
题逻辑系统Ｌｎ［２２，２３］中，ｉ∈Ｚ＋，┐ｐｉ＝１－ｐｉ，则根据
定理２知将（ｐ∨ｑ）∧ｒ中的原子命题ｐ，或 ｑ，或 ｒ用其
否定替换后得到的另外７个公式的真度与（ｐ∨ｑ）∧ｒ
的真度相等，即有：

τｎ（（ｐ∨ｑ）∧┐ｒ）＝…＝τｎ（（┐ｐ∨┐ｑ）∧┐ｒ）

＝τｎ（（ｐ∨ｑ）∧ｒ）＝
５ｎ－１
１２ｎ
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