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摘 要： 本文提出了基于ＮＣＰ门库的一维量子行走可逆逻辑电路设计方案．根据一维量子行走的特点，电路被
划分为投掷硬币和Ｓ操作两个部分；文章详细分析一维量子行走，对其行为数学建模，巧妙利用可控加减电路实现了
Ｓ操作．目前对于量子行走算法的研究多数局限于数学理论和数理解析层面，在量子电路理论层面对量子行走算法的
研究为数不多．本文利用原始递归给出了一维量子行走中每一步在量子电路理论层面上的数学表达式；提出的可逆逻
辑电路描述了一维量子行走的最基本操作，并且将其使用模块化表示，使一维量子行走算法的研究从理论到实现上前

进了一步．
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１ 引言

随着量子力学在物理学界不断的普及应用，其影响

已经深入到各个学科之中．基于量子信息计算理论的量
子算法在一些 ＮＰ问题的理论解决方案上显示出良好
的性能．１９９４年，基于傅里叶变换方法，ＰＷＳｈｏｒ提出了
多项式时间复杂度的大数质因子分解量子算法［１］．从此

以后高效的量子算法研究就成为了重要的研究课题．
１９９７年Ｇｒｏｖｅｒ又提出了量子搜索算法，在经典的搜索算
法上进行了二次加速［２］．

关于量子行走的思想是在１９９３年被提出的［３］，但是
由于一直没有发现很好的算法应用，所以在以后相当长

的时间内没有能够引起广泛关注．随着对量子行走的深
入研究，越来越多的基于量子行走的算法被提出［４～６］．
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量子行走开创了量子算法研究的新分支．量子行走是
在量子计算机上模仿经典随机行走的算法．利用干涉
现象，量子行走能够获得比经典随机行走更高的运行

效率．例如黑盒子问题［７，８］，使用量子行走对经典的算
法进行了二次加速．并且许多量子行走算法都对经典
算法实现了多项式加速效果．

量子行走最简单的变化就是在一条无限距离的线

上进行双向的随机行走，也可以称之为一维量子行走．
每次行走之前都会根据一枚无约束硬币投掷的值来判

断向左走还是向右走．这样的随机行走可以推广到更
加复杂的维数或者是有限和无限图中，并且在计算机

科学领域里已经有了很多有趣的应用．在本文中我们
主要考虑一维量子行走．

量子行走在量子算法中有着非常巨大的研究意

义：第一，量子行走是一种利用量子信息态叠加性的通

用量子算法，也就是说任何可以在量子计算机上解决

的问题都可以使用量子行走来解决［９］，即量子行走可

以有效率地模拟任意量子算法．第二，量子行走的计算
能力强大，可以充分体现量子算法的并行性．第三，量
子行走的研究可以给我们提供量子算法复杂度的分析

工具［１０］．
１９８５年Ｄｅｕｔｓｃｈ提出了量子图灵机（ＱＴＭｓ）［１１］作为

量子计算机的数学计算模型，１９８９年 Ｄｅｕｔｓｃｈ又提出了
量子电路［１２］作为量子计算机的物理实现模型．直到现
在，以上的两个模型仍然一直在用于研究量子计算机

的各种问题．ＱＴＭｓ模型被用于对一个编程计算的量子
计算机进行建模，而且作为量子算法的数学模型来研

究其效率．而量子电路则主要作为量子计算机的物理
实现模型来进行研究．从量子计算机的两种模型可以
看出，对于量子计算机算法的研究不仅要在数学理论

层面进行，还需要在量子电路理论层面进行．例如 ＰＷ
Ｓｈｏｒ的大数质因子分解算法已经有了详细的量子电路
实现方法，Ｇｒｏｖｅｒ的量子搜索算法也有初步的电路图
解．当前人们对于量子行走的研究，还局限于数学理论
层面，没有进行量子电路理论研究．这样无论是对量子
行走继续深入研究，还是对量子行走进行仿真测试都

很难顺利的进行．本文基于这一难点，着重研究了一维
量子行走通过量子可逆逻辑电路进行表示的方法．

量子行走算法是由一组酉算子复合而成，酉算子

对应了可逆门，因此量子行走算法可以由一组可逆门

级联而成．量子可逆逻辑综合将可逆门由一组门库综
合而成，常用的门库有 ＮＣＴ门库，ＮＣＶ门库和 ＮＣＰ门
库．常用的可逆逻辑综合算法都是基于全局状态进行
计算，例如：真值表法、置换群法和 ＲｅｅｄＭｕｌｌｅｒ展开式
法等．这些算法都需要预先获得所有逻辑电路输入输
出的真值才能计算，因此对于量子比特数较大的可逆

逻辑电路综合问题很难求解．而一维量子行走是在量
子比特数较大的一个空间里进行，所以很难用常用可

逆逻辑综合算法来进行可逆逻辑综合．本文提出一种
通过原始递归对全局电路进行递归分解的方法，给出

了一维量子行走电路的数学模型，由 ＮＣＰ门库级联构
造而成的一维量子行走电路，并且将电路进行模块化，

从而解决了一维量子行走可逆逻辑电路综合问题．由
电路模块直接生成量子行走算法，可以使算法由硬件

提速，拥有更高的效率；在大规模生产芯片时有效降低

成本；凸显量子行走算法背后的数学原理，使以后的研

究道路更加宽阔．

２ 背景知识

２１ 一维量子行走简介

在一维坐标下的经典随机行走是这样的一个过

程：从任意的起点 Ｎ开始，每次行走之前都会进行一次
概率判定，假设以概率为 ｐ向左走（Ｎ－１），则有以概率
为１－ｐ向右走（Ｎ＋１）（０≤ｐ≤１）．当 ｐ取０或者１时

就丧失了随机性质．特别的，在研究过程中取 ｐ＝１２．在

一次判定后进行的一次行走可以称之为一步，经过 ｍ
步以后的行走将会使移动到某些坐标点上的概率远大

于其他的坐标点，从而获得算法的解．
从经典的随机行走进行直接的改造获得量子行

走，就必须要定义一个操作，使得在一步中有一定的概

率向左，又有一定概率向右，同时还有一定概率原地不

动．定义酉算子 Ｕ如下：
Ｕ｜Ｎ〉＝ａ｜Ｎ＋１〉＋ｂ｜Ｎ〉＋ｃ｜Ｎ－１〉 （１）

其中 ａ，ｂ，ｃ满足归一化：ａ２＋ｂ２＋ｃ２＝１．
然而这样定义的 Ｕ操作，如果要保证其随机性质，

则在物理上无法实现．因为这样的操作必然不是酉操
作［１０］．可以由以下数学公式定义 Ｕ算子的性质：

若要使 Ｕ算子为酉操作，则必然要满足以下 ３个
公式之一：（排他性操作）

（１）ａ＝１，ｂ＝０，ｃ＝０
（２）ｂ＝１，ａ＝０，ｃ＝０
（３）ｃ＝１，ａ＝０，ｂ＝０
也就是说，若要使 Ｕ操作为酉操作，则会使量子行

走丧失随机性从而变的毫无实际意义．在文献［１０］中提
出了 Ｈ行走的概念，将一步行走分为两个部分 Ｕ＝Ｓ
Ｃ，从而能够定义酉操作 Ｕ，使得量子行走成为可能．
首先定义一个量子行走硬币 Ｃ＝Ｈｃ来确定量子行

走的概率．定义量子行走硬币 Ｈｃ∈（｜０〉，｜１〉），将 Ｈｃ放
在输入值，即坐标值的后面，表示如下：｜Ｎ，Ｈｃ〉，其中 Ｎ
为坐标值，用 ｎ位二进制数来表示，Ｎ＝２ｎ．

然后在量子行走的第一部分，投掷量子行走硬币
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Ｃ．方法是对 Ｈｃ位做 Ｈａｄａｍａｒｄ操作，因此使用量子硬
币 Ｈｃ的一维量子行走又称为 Ｈａｄａｍａｒｄ行走．Ｈｃ经过
变换后得到的叠加态如式（２）所示：

１
槡２
（｜Ｎ，０〉±｜Ｎ，１〉） （２）

如式（２）表示的 ｑｕｂｉｔ状态，等于将 Ｈｃ投掷一半概率为
｜０〉，一半概率为｜１〉．
最后在量子行走的第二部分，定义 Ｓ操作如下：

Ｓ｜Ｎ，０〉＝｜Ｎ＋１，０〉
Ｓ｜Ｎ，１〉＝｜Ｎ－１，１{ 〉

（３）

式（３）所定义的 Ｓ操作实现了以概率控制向左或者向
右行走．将两个部分联合起来操作，就成为一维量子行
走的一步．
２２ ＮＣＰ门库和Ｈａｄａｍａｒｄ门简介

ＮＣＰ门库包含３个基本门：ＮＯＴ门，ＣｏｎｔｒｏｌＮＯＴ门，
Ｐｅｒｅｓ门．其中 ＣｏｎｔｒｏｌＮＯＴ门又称为 Ｆｅｙｎｍａｎ门，是
Ｆｅｙｎｍａｎ在１９８５年提出的基本可逆门［１３］，后文简称ＦＧ．
Ｐｅｒｅｓ门是 Ｐｅｒｅｓ在１９８５年提出的基本可逆门［１４］，后文
简称ＰＧ．这３个门构成了通用门，即可以综合０１电路
中的所有可逆逻辑．

如图１～３所示的 ＮＣＰ门库中三个基本电路的电
路图和表达式在后文中即可构造出低开销的一维量子

行走电路．本文设量子电路从上到下分别为第一位、第
二位、……、第 ｎ位，左边为输入右边为输出．

Ｈａｄａｍａｒｄ门可以实现 ｑｕｂｉｔ的 Ｘ基和Ｚ基转换，将

｜０〉和｜１〉变成以概率１／２进行叠加的叠加态 １
槡２
（｜０〉±

｜１〉），在后文中简称为Ｈ门，如图４所示．

３ 一维量子行走可逆逻辑综合

量子行走的量子态所在空间 Ｈ由坐标位置空间ＨＬ

和硬币空间 ＨＧ构成，Ｈ＝ＨＬＨＧ．量子行走一步操作
是定义在希尔伯特空间的一个酉算子 Ｕ．假定量子行
走算法的初态为ψ０，那么进行一次行走可以定义为ψ１

＝Ｕψ０．当算法需求行走 ｍ步时，ψｍ＝Ｕ
ｍ
ψ０．其中ψｍ＝

｛｜Ｎ，ｇ〉｜｜Ｎ〉∈ＨＬ，｜ｇ〉∈ＨＧ｝．可以很明显的看出，量
子行走算法是一个迭代的过程，从可逆逻辑综合的角

度上来说，只需要实现一步行走算子 Ｕ，通过多次重复
算子 Ｕ就可以实现任意的量子行走．根据第 ２．２节所
述，算子 Ｕ需要分成硬币算子Ｃ和行走算子Ｓ两部分，
定义为 Ｕ＝ＳＣ．量子行走可逆逻辑综合的关键就是分
别实现硬币算子 Ｃ和行走算子Ｓ的可逆逻辑电路，然
后将其组合为量子行走电路．

对于本文所讨论的一维量子行走的 Ｕ操作，有两
个限定条件：

（１）由于一维行走只存在两个方向，因此硬币空间
为二维．

（２）由于一维行走的位置是向正负两个方向不断
延伸，因此坐标位置的改变必须是对坐标位置二进制

数的整体进行计算，而不是单单只计算其中的某一位

（图上的量子行走只改变坐标位置的其中一位二进制

数）．
因此硬币空间选取为 ＨＧ＝｛｜０〉，｜１〉｝．实现量子硬

币 Ｃ算子需要根据具体要解决的问题来定．一般来说
是一个规模为输入的多项式复杂度的 ＯＲＡＣＬＥ电路复
合一个硬币翻转算子 Ｃ＝ＯＣ′（在附录中以 Ｈａｄａｍａｒｄ
行走举例，硬币算子初始化为｜０〉，然后让其通过 Ｈ门，
即 Ｃ＝Ｈ门）．

构造一维量子行走的电路重点在于构造 Ｓ操作．
分析如公式（３）所定义的 Ｓ操作，实际上就是将硬币位
ｇ作为控制端，当 ｇ为｜０〉时，对 ｎ位二进制数Ｎ做＋１
操作；当 ｇ为｜１〉时，对 ｎ位二进制数Ｎ做－１操作．所
以 Ｓ操作的本质是一个ｎ位的受控加减器．

量子加法器和减法器已经被提出，但是用一位控

制端控制加法和减法变换的加减器到现在还没有．如
果直接将加法器和减法器加以融合，用一位控制端来

进行切换，其开销也会非常巨大．由于 Ｓ操作实际上只
做＋１和－１的操作，因此并不需要实现复杂的加法和
减法，这就使得低开销受控加减器能够实现．

４ Ｓ操作的可逆逻辑构造

设输入 Ａｎ＝（ａｎ…ａ２ａ１）为一个 ｎ位２进制数，对
其进行 Ｓ操作，就是要实现 ｎ量子位受控的＋１和 －１
操作．实现电路的方法通常为递归法，这里更加严格的
可以使用原始递归函数来生成可控加减函数．

定义１ 原始递归 设 ｇ是２元函数，ｋ是一个常
数，函数 ｈ由下述等式给出：
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ｈ（０）＝ｋ
ｈ（ｔ＋１）＝ｇ（ｔ，ｈ（ｔ{ ））

则可以称 ｈ是由ｇ经过原始递归运算得到的．
下面对 ＋１操作电路和 －１操作电路分别进行分

析．
４１ ＋１操作电路实现

假设一元函数Ａｄｄ为所求的＋１函数．首先看对１
位２进制数 Ａ１进行＋１操作，其本质就是做模２加１，
当且仅当 Ａ１的值为１时，进位为１，否则进位为０．公式
表示如下：

Ａｄｄ（｜ｃ１，Ａ１〉）＝｜ｃ１ａ１，ａ１１〉 （４）
在式（４）中 ｃ１表示 Ａ１的进位，初始化为０．由此可

知，当２进制数只有１位时是可以使用函数Ａｄｄ进行运
算．ｎ位２进制数可以由１位２进制数和二元函数 Ａｄｄ０
原始递归而成．假设 Ａｄｄ（｜ｃｎ，Ａｎ〉）可以运算 ｎ位２进
制数 Ａｎ的＋１运算，其中 ｃｎ为ｎ位 ２进制数 Ａｎ的进
位，初始化为０．对 ｎ＋１位２进制数 Ａｎ＋１＝（ａｎ＋１ａｎ…
ａ２ａ１）做＋１运算就可以用一个二元函数 Ａｄｄ０来进行原
始递归：

Ａｄｄ（｜ｃｎ＋１，Ａｎ＋１〉）
＝Ａｄｄ０（｜ｃｎ＋１，ａｎ＋１），Ａｄｄ（｜ｃｎ，Ａｎ〉））

（５）

问题的关键就是在于求得二元函数 Ａｄｄ０的函数表
达式．由于低位的 ｎ位数都已经计算好，因此不用再次
运算，只需要计算第 ｎ＋１位数 ａｎ＋１和进位 ｃｎ＋１的值．
对 ａｎ＋１和 ｃｎ做模２加法就可以得到第 ｎ＋１位的值，当
且仅当 ａｎ＋１和 ｃｎ都为１时，ｃｎ＋１才为１，否则为０．同样
的，将 ｃｎ＋１初始化为０，可以用数学公式表示如下：

Ａｄｄ０（｜ｃｎ＋１，ａｎ＋１〉，Ａｄｄ（｜ｃｎ，Ａｎ〉））
＝｜ｃｎ＋１（ａｎ＋１∧ｃｎ），ａｎ＋１ｃｎ，Ａｎ〉 （６）

由式（５）和式（６）可知，假设 ｎ位二进制数可以用
函数Ａｄｄ来运算，那么 ｎ＋１位二进制数同样可以用
Ａｄｄ来运算．因此Ａｄｄ函数可以由１位二进制数和二元
函数Ａｄｄ０原始递归而成：

Ａｄｄ（｜ｃ１，Ａ１〉）＝｜ｃ１ａ１，ａ１１〉
Ａｄｄ（｜ｃｎ＋１，Ａｎ＋１〉）
＝Ａｄｄ０（｜ｃｎ＋１，ａｎ＋１〉，Ａｄｄ（｜ｃｎ，Ａｎ

{
〉））

（７）

下面展示如何用 ＰＧ构造式（４），将第一位作为辅
助位输入为｜１〉，第二位变量输入为｜ａ１〉，第三位辅助位
输入为进位，初始化为｜０〉，构造如图５．

如图５所示的电路图可以明显看见，将变量｜ａ１〉输
入后，在电路的第二和第三位上输出了式（４）中所得的
结果（由于 ｃ１初始化为０，可得０ａ１＝ａ１）．

同样，使用ＰＧ还可以构造出式（６），将低位的进位
｜ｃｎ〉作为辅助位放在第一位输入，将第 ｎ＋１个分量
｜ａｎ＋１〉作为第二位的输入，将高位的进位｜ｃｎ＋１〉作为辅

助位放在第三位上输入并初始化为｜０〉，构造如图６．
如图６所示的电路图明显可得式（６）在高位所求的

值（第三位输出，由于进位初始化为０，可得０（ａｎ＋１∧
ｃｎ）＝ａｎ＋１∧ｃｎ），低位不发生变化．将图 ５和图 ６所示
的电路图进行综合即可得式（７）所求的 Ａｄｄ函数电路
如图７所示．

从如图７所示的电路图可见，输入为４量子比特的
二进制数 Ａ＝（ａ４ａ３ａ２ａ１）和 ５个辅助位，输出为 Ｂ＝
（ｂ５ｂ４ｂ３ｂ２ｂ１），较短的输出线表示垃圾位．根据上述电
路分析可知，当二进制数位数为 ｎ时，就需要 ｎ个 ＰＧ
门，ｎ＋１个辅助位；产生 ｎ个垃圾位．在实际使用中，
因为可以确定输入变量所需要的空间大小，输出变量

也应该和输入变量所需要的空间大小相等，所以在输

出 Ｂ中，｜ｂ５〉作为判断溢出错误位，当｜ｂ５〉为｜１〉时，即
表示发生了溢出错误．
４２ －１操作电路实现

类似＋１操作，定义一元函数 Ｓｕｂ为－１函数．同样
的Ｓｕｂ函数可以由 １位二进制数的 －１运算原始递归
而来．分析１位二进制数情况下的－１运算：对于 Ａ１＝
ａ１来说，对 ａ１做减法，实际还是进行模２加１运算，同
时为了表现是否需要向高位借位，还需要一个辅助借

位 ｌ１，将借位 ｌ１初始化为０．当且仅当 ａ１为０时 ｌ１才为
１．数学公式表现如下：

Ｓｕｂ（｜ｌ１，Ａ１〉）＝｜ｌ１（ａ１１），ａ１１〉 （８）
从式（８）可以看出，在 １位二进制数下可以构造

Ｓｕｂ函数，类似 Ａｄｄ函数，下面介绍如何从 １位二进制
数递归构造 ｎ位二进制数的Ｓｕｂ函数．

设 Ｓｕｂ函数可以计算 ｎ位二进制数的－１运算 Ｓｕｂ
（｜ｌｎ，Ａｎ〉），其中借位 ｌｎ初始化为０．那么对 ｎ＋１位二
进制数 Ａｎ＋１＝（ａｎ＋１ａｎ…ａ２ａ１）做 －１运算可以用二元
函数 Ｓｕｂ０来进行构造：

Ｓｕｂ（｜ｌｎ＋１，Ａｎ＋１〉）
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＝Ｓｕｂ０（｜ｌｎ＋１，ａｎ＋１〉，Ｓｕｂ（｜ｌｎ，Ａｎ〉）） （９）
类似 Ａｄｄ函数，低位的 ｎ位都已经计算好，因此

Ｓｕｂ０不用再次计算，只需要计算 ｌｎ＋１和 ａｎ＋１的值即可．
第 ｎ＋１位的值为 ａｎ＋１ｌｎ，ｌｎ＋１初始化为０，当且仅当
ａｎ＋１为０并且 ｌｎ为１时，ｌｎ＋１取值为１．Ｓｕｂ０函数用公式
表示如下：

Ｓｕｂ０（｜ｌｎ＋１，ａｎ＋１〉，Ｓｕｂ（｜ｌｎ，Ａｎ〉））
＝｜ｌｎ＋１（（ａｎ＋１１）∧ｌｎ），ａｎ＋１ｌｎ，Ａｎ〉

（１０）

综上所述，Ｓｕｂ函数可以由式（８）、（９）原始递归而
来，用公式表示如下：

Ｓｕｂ（｜ｌ１，Ａ１〉）＝｜ａ１１，ａ１１〉
Ｓｕｂ（｜ｌｎ＋１，Ａｎ＋１〉）
＝Ｓｕｂ０（｜ｌｎ＋１，ａｎ＋１〉，Ｓｕｂ（｜ｌｎ，Ａｎ

{
〉））

（１１）

下面展示如何利用 ＰＧ和 ＮＯＴ门来构造式（８），将
第一位输入辅助借位｜１〉，第二位输入当前变量｜ａ１〉，第
三位输入借位｜ｌ１〉，初始化为０．构造如图８所示．

从如图８所示的电路可以看出输出的第一位为垃
圾位，第二位为所求变量 ａ１的值，第三位为借位 ｌ１的
值．下面继续使用 ＰＧ和 ＮＯＴ门构造式（１０）的高位．将
第一位输入低位的借位｜ｌｎ〉，第二位输入为第 ｎ＋１个
分量｜ａｎ＋１〉，第三位输入高位借位｜ｌｎ＋１〉，初始化为０．
构造电路图如图９所示．

从如图９所示的电路中可以看出输出的第一位为
垃圾位，第二位为所求的第 ｎ＋１个分量，第三位为高
位的进位．将图８和图９进行综合即可得 Ｓｕｂ函数的电
路图如图１０所示．

从如图１０所示的电路图可见，输入为４量子比特
的二进制数 Ａ＝（ａ４ａ３ａ２ａ１）和５个辅助位，输出为 Ｂ＝
（ｂ４ｂ３ｂ２ｂ１），较短的输出线表示垃圾位．根据上述电路
分析可知，当二进制数位数为 ｎ时，就需要 ｎ个 ＰＧ门，
ｎ＋１个辅助位，产生 ｎ个垃圾位．类似 Ａｄｄ函数电路，
当｜ｂ５〉为｜１〉时表示了向高位借位，即表示发生了溢出

错误．
４３ Ｓ和Ｃ操作电路综合

将Ａｄｄ电路和 Ｓｕｂ电路用量子硬币 Ｃ来进行控制
切换，就可以完成所需要构造的 Ｓ操作．观察图７和图
１０，区别只在于对 ＰＧ的第二位输入和输出加上了 ＮＯＴ
门，那么只需要用量子硬币 Ｃ作为控制端，ＰＧ的第二
位输入和输出作为受控端加上 ＦＧ，就可以完成两者的
结合．

分析图１１所示的电路，为了能够让每个分量都受
到控制，每个分量都需要将控制端 Ｃ进行两次扇出．每
次扇出都需要１个辅助位和一个 ＦＧ．构造一个能对 ｎ
量子比特Ａｎ＝（ａｎａｎ－１…ａ２ａ１）进行 Ｓ操作的电路，就需
要Θ（ｎ）个 ＰＧ，Θ（４ｎ）个 ＦＧ，Θ（３ｎ）个辅助位，产生了

Θ（３ｎ）个垃圾位，因此图１１所示的电路ｃｏｓｔ为Θ（８ｎ）．

将辅助位和垃圾位固定，只进行 ｎ量子比特输入
和ｎ＋１量子比特输出，即可构造出一步量子行走 Ｕ
门．每经过一次 Ｕ门运算，即可视作一维量子行走走了
一步．

如图１２所示的 Ｕ门，输入为 ｎ量子比特的数Ａｎ＝
（ａｎａｎ－１…ａ２ａ１），输出为 ｎ量子比特的数Ｂｎ＝（ｂ１ｂ２…
ｂｎ）和错误检测位 ｅ，当 ｅ为 １时，表示发生了溢出错
误；ｅ为０时，输出值有效．

５ 总结

量子计算带来了并行计算能力，将许多的指数级

复杂度算法降低为多项式级复杂度，因此研究量子计

算是计算机理论发展的趋势之一．一维量子行走是当
前量子计算的重要研究课题，具有很重要的研究意义：

是一种通用的量子算法理论，而且有着量子计算高效

的运算能力，更重要的是可以为量子算法的复杂度提

供分析工具．在最近几年的量子计算研究中，已经有多
篇论文指出量子行走是打开量子计算大门的一条崭新
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的大道［６～１０］．
本文对一维量子行走的具体构造进行了研究．与

经典算法不同，量子算法的物理实现模型最终是由一

串可逆门级联而成，若不能有开销较小，速度较快的可

逆门综合方法来对量子算法进行表示，那么算法也仅

仅停留在数学理论层面上．本文对 Ｓ操作在可逆逻辑
层面上进行了分析，给出了原始递归递推的数学构造

公式．本文最后使用了当前可逆逻辑综合中常用的ＮＣＰ
门库对一维量子行走的 Ｓ操作进行了低开销可逆逻辑
综合，并将行走的每一步定义为一个 Ｕ门，同时给出了
计算溢出时的判断方法．

在文献［１０］中，将 Ｃ算子设定为 Ｈ门，就实现了
Ｈａｄａｍａｒｄ行走．若需要实现更加复杂的量子算法，则需
要根据具体的情况得出 Ｃ算子的具体函数表达式．这
也是当前量子算法研究的重点问题之一．在将来的研
究工作中将会研究具体量子行走算法的可逆逻辑综合

电路．

附录 一维量子行走实例

假设初态ψ０＝｜Ａ４，０〉，其中 Ａ４＝（ａ４ａ３ａ２ａ１）＝
（０１１１），要进行文献［１０］中的 Ｈａｄａｍａｒｄ行走．显然可知
此时在位置０１１１的概率 ｐ０１１１＝１，其余都为０．现在令硬
币算子 Ｃ＝Ｈ门．每一步行走都先通过硬币算子 Ｈ门，
再通过位置算子 Ｓ门．在测量行走最终落在位置上的
概率时，只投影到位置空间 ＨＬ上，即不考虑硬币状态
的不同，只要位置向量相同就等于落在同一个点上．

Ｈａｄａｍａｒｄ行走第一步的结果为：

｜０１１１０〉
Ｉ４
→
Ｈ
１／槡２（０１１１０〉＋｜０１１１１〉）

Ｓ
→
Ｉ
１／槡２（｜１００００〉＋｜０１１０１〉）
在位置１０００的概率为 ｐ１０００＝ １／槡( )２２＝０５
在位置０１１０的概率为 ｐ０１１０＝ １／槡( )２２＝０５
Ｈａｄａｍａｒｄ行走第二步的结果为：

１／槡２（｜１００００〉＋｜０１１０１〉）
Ｉ４
→
Ｈ
１／２

｜１００００〉＋｜１０００１〉
＋｜０１１００〉－｜０１１０１( )〉

Ｓ
→
Ｉ
１／２

｜１００１０〉＋｜０１１１１〉
＋｜０１１１０〉－｜０１０１１( )〉

在位置１００１的概率为 ｐ１００１＝（１／２）２＝０．２５
在位置０１１１的概率为 ｐ０１１１＝（１／２）２＋（１／２）２＝０．５
在位置０１０１的概率为 ｐ０１０１＝（１／２）２＝０．２５
Ｈａｄａｍａｒｄ行走第三步的结果为：

１／２（｜１００１０〉＋｜０１１１１〉＋｜０１１１０〉－｜０１０１１〉）

Ｉ４
→
Ｈ
１／槡２２

｜１００１０〉＋｜１００１１〉
＋｜０１１１０〉－｜０１１１１〉
＋｜０１１１０〉＋｜０１１１１〉
－｜０１０１０〉＋｜０１０１１











〉

Ｓ
→
Ｉ
１／槡２２

｜１０１００〉＋｜１０００１〉
＋｜１００００〉－｜０１１０１〉
＋｜１００００〉＋｜０１１０１〉
－｜０１１００〉＋｜０１００１











〉

＝１／槡２２
｜１０１００〉＋｜１０００１〉
＋２｜１００００〉－｜０１１００〉＋｜０１００１( )〉

在位置１０１０的概率为 ｐ１０１０＝ １／槡( )２２２＝０．１２５，

在位 置 １０００的 概 率 为 ｐ１０００ ＝ １／槡( )２２２ ＋

２／槡( )２２２＝０．６２５

在位置０１１０的概率为 ｐ０１１０＝ １／槡( )２２２＝０．１２５
在位置０１００的概率为 ｐ０１００＝ １／槡( )２２２＝０．１２５
可以很明显的看到走到第三步时已经出现了量子

行走所特有的干涉现象．这个例子很好的验证了组合
电路运用 Ｈ门作为硬币算子后，成功的实现了 ３步
Ｈａｄａｍａｒｄ行走．
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