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摘 要： 函数优化问题与量子谐振子从高能态向基态收敛过程具有相似的概率解释，结合基于高斯尺度函数的

多尺度二进信息采样方法，提出了高维函数优化问题的多尺度量子谐振子算法模型，该算法模型将高维函数优化过程

分为尺度收敛和量子谐振子收敛两个步骤，物理模型明确，无需编码和复杂的初始条件设定，即可实现高维函数优化．
通过对１５种典型二维优化测试函数和６种典型的高维优化测试函数进行实验和分析表明，多尺度量子谐振子算法可
以快速精确地获得高维函数的全局最优解，同时采用“降频”方法可以提高对具有“高频”成分函数的搜索速度．
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１ 引言

高维函数优化问题在理论和工程领域都有很重要

的应用，许多问题通过一定的变换都能转变为函数优化

问题进行解决，如多参数函数拟合［１］、正电子湮没谱分

析［２］、信号频谱分析等．本文将具有两个以上变量的函
数称为高维函数［３］，高维函数是无法在我们生存的三维

空间画出直观的函数图像的，而且随着函数维度的增加

对高维函数优化所需要搜索的定义域空间由于各维分

量之间的排列组合关系变得非常复杂，搜索空间的规模

随着维度的增加呈现指数级增长．
高维函数优化问题作为优化问题中的重要分支，已

有一些研究者对其进行了研究．文献［４］利用多维函数
实现对单调函数的逼近．文献［５］利用粒子群方法对
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高维复杂函数进行优化，通过对 Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ、Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ、
Ｇｒｉｅｗａｎｋ等高维复杂函数的实验，实现 ３０维函数的优
化，但优化的准确性较低，不能有效找到准确的优化位

置．文献［６］采用量子理论中的方法与粒子群方法结合
对多维函数进行优化，改进后的粒子群算法对１００维函
数进行优化取得较好的效果．文献［７］将遗传算法引入
混合粒子群算法，对高维复杂函数进行全局优化，并寻

找其在每一维上的最佳位置．传统的优化算法对不同
的优化函数及不同的维数需要不断改变算法的实验参

数以获得好的收敛效果，同时，量子力学是物理科学中

的一门基础学科，量子力学反映了自然界的基本规律，

利用量子理论给我们的理论提示来设算法在近年来也

是优化算法研究中的一个热点［８，９］．本文模仿量子谐振
子波函数［１０，１１］从高能态向低能态单一高斯分布这一收

敛过程的概率解释，提出了多尺度量子谐振子算法

（Ｍｕｌｔｉｓｃａｌｅ Ｑｕａｎｔｕｍ Ｈａｒｍｏｎｉｃ Ｏｓｃｉｌｌａｔｏｒ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＭＱＨＯＡ）．

２ 高维函数优化问题的多尺度量子谐振子
模型

高维函数优化问题可以被分为两个迭代过程：（１）
对优化函数进行不同尺度的采样，从而获得优化函数

的信息；（２）在同一个尺度对搜索区域进行聚焦，缩小
收缩范围．这两个过程交替进行直到尺度缩小到指定
的精度时算法停止．完备的采样能力和精确的搜索聚
焦能力使ＭＱＨＯＡ算法能较为准确的在高维空间实现
对最优解的搜索．
２１ 多尺度优化函数二进信息采样模型

多尺度优化函数采样迭代时采用高斯分布函数簇

对优化函数进行非均匀采样，采样的概率密度以各个

高斯分布的中心位置向两边逐步减小，高斯函数的标

准差σ就表征了算法采样的尺度，总的函数簇的个数

为 ｋ（群体参数），高维函数的各维变量分别按相应的高
斯分布生成 ｍ个值（采样参数），构成高维空间中的 ｍ
个采样点．

由于高斯函数及其傅立叶变换分别为 ｇ（ｘ）＝
１
２槡πσ
ｅ－

ｘ２

２σ
２和 ｇ^（ω）＝σ

２槡π
ｅ－ω

２
σ
２

２，高斯函数是多尺度量

子谐振子算法采样时的窗口函数．在信号处理领域高
斯函数也被作为窗函数［１２］使用．在σ较大的大尺度采
样时高斯函数的时域采样跨度大，而频域采样频率较

低；在σ较小的小尺度采样时高斯函数的时域采样跨

度小，而频域采样频率较高．高斯函数已被证明可以作
为小波［１３］分析尺度函数．我们可以验证高斯函数满足
构造二进小波的条件：

（１）低通性质：ｇ（０） ＝１，ｇ（∞） ＝０．

（２）稳定性质，存在０＜Ａ≤Ｂ，使

Ａ≤∑
ｎ∈Ｚ

ｇ^（ω＋２ｎπ）２≤Ｂ．

（３）满足二尺度伸缩方程，ｇ（ｘ）＝２∑
ｎ∈Ｚ
ｈ（ｎ）ｇ（２ｘ

－ｎ）．

由于 ｇ（２ｘ）＝ １

２槡πσ２
ｅ－
（２ｘ）２

２σ
２ ＝ １

２槡πσ２
ｅ－

ｘ２

２× σ( )２ ２与

Ｎ０，σ( )２ 相等，所以算法中每次尺度变化时将高斯函
数的σ减小为变化前的

１
２与尺度缩小是等效的．

因此算法采用二进高斯函数作为二进小波尺度函

数对不同尺度的优化函数进行采样，可以保证对优化

函数在该尺度信息的不遗漏采样，从而保留优化函数

在该尺度的全部信息．多尺度量子谐振子算法的采样
过程与小波分解过程相反，多尺度量子谐振子算法是

先提取大尺度下的信息，通过谐振子波函数进行搜索

区域聚焦后在小的聚焦区域进行小尺度的信息提取，

直到尺度满足收敛条件时停止．根据二进小波原理，算
法在每个尺度σ迭代时采用ｋ个标准差为σ的高斯分
布函数对２σ的区域进行采样，当前的 ｋ个较好值的位
置在所有维度都满足其坐标分量的标准差小于σ时，算

法在这一尺度收敛，这时将采样尺度减小为前一尺度

的
１
２，当尺度采样减小为前一尺度的

１
２时采样区域根

据量子谐振子的收敛条件可知也会减小为前一尺度的

１
２．由于采用了二进尺度缩减，尺度迭代的最大次数在

定义域确定后是不变的．
２２ 同一尺度下的量子谐振子搜索聚焦模型

在优化函数为多维一致连续函数的条件下，同一

个尺度 ｋ个高斯采样区域的聚集行为，可以认为是在
多维优化函数信息引导下的量子谐振子向能量基态的

运动过程，量子谐振子的基本模型也是在弹性势能牵

引下的运动，在谐振子势能条件下根据量子谐振子的

薛定鄂方程解出量子谐振子的波函数概率密度如下：

量子谐振波子函数概率密度：

｜ψｎ（ｘ）｜
２＝ １
２ｎｎ！
（
ｍｗ
π
）
１
２ｅ－

ａ２ｘ２
２ ｜Ｈｎ（αｘ）｜２ （１）

量子谐振子的波函数从高能态向基态的变化是一

个逐渐收敛的过程：从高能态多个高斯函数的叠加，逐

步收敛到基态单一高斯分布的稳定状态：

ψ０（ｘ）＝槡
ａ

π
１
４
ｅ－
ａ２ｘ２
２ （２）

量子谐振子波函数向基态的变化过程描述了优化

算法在同一尺度多个高斯采样区域在迭代过程中的不
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断聚焦过程，算法在某一个尺度收敛后 ｋ个高斯采样
区域将近似的聚集在标准差为σ高斯分布区域中，实现

了算法采样区域的收缩聚焦．我们定义 ＭＱＨＯＡ算法下
高维坐标分量 ｘｉ的归一化波函数：

ψ( )ｘ ＝∑
ｋ

ｉ＝１

１
２槡πσｋ

ｅ－
ｘ－ｘ( )ｉ

２

２σ
２ （３）

这一波函数反映了在尺度为σ时ｋ个高斯采样区
域在高维函数的各分量ｘｉ的采样概率分布，ＭＱＨＯＡ算
法最后的迭代次数和这个波函数有密切的关系，并对

算法的收敛性具有决定性的作用，通常在某一个尺度 ｋ
个高斯采样区间迭代的次数越多意味着这个多维优化

函数在这个尺度下具有较复杂的组成结构，ＭＱＨＯＡ算
法会自动进行多次迭代寻找最好的聚焦区域，而在没

有结构的尺度附近算法将进行强烈收敛，迭代次数往

往不超过１次，甚至会直接跳过这一尺度而不做迭代，
这使ＭＱＨＯＡ算法的寻优实现了完全的自适应性．

３ ＭＱＨＯＡ算法的基本工作流程

根据多尺度量子谐振子模型，ＭＱＨＯＡ算法的基本
工作流程可以描述如下：

Ｂｅｇｉｎ
输入 ｋ、ｍ、Ｓ、σｍｉｎ的值
初始化：定义最优位置数组 Ａ，σ＝Ｓ／２，

在高维函数定义域内随机生成 ｋ×ｍ个采
样位置

在数组 Ａ中保存最好的ｋ个采样位置
Ｄｏ
Ｄｏ
迭代操作：以数组 Ａ中的ｋ个最优采样位

置为中心

按标准差为σ的高斯分布分别生

成ｍ个新的采样，
根据新的 ｋ×ｍ个采样选择最好
的ｋ个采样位置更新数组Ａ

Ｗｈｉｌｅ（σ＜σｋ）

σ＝σ／２
Ｗｈｉｌｅ（σ＜σｍｉｎ）

输出 Ａ中的最优采样位置
Ｅｎｄ
ＭＱＨＯＡ算法迭代操作非常简单，一次迭代的基本

过程如下：以数组 Ａ中的ｋ个高维坐标为中心，分别按
标准差为σ的高斯采样分布在ｋ个区域生成ｍ个新的
高维坐标采样（ｘ１，ｘ２…，ｘｄ），其中，ｄ为优化函数的维
数，ｋ个区域总共会生成ｋ×ｍ个新的坐标采样，依据
目标函数值选择最好的 ｋ个坐标采样更新数组Ａ．在实
际计算中我们生成新采样时可以对每一个维度分别独

立采用高斯分布函数来生成新的值，如某一个坐标采

样的第 ｉ个维度新值的生成概率分布为高斯分布
Ｎ ｘｉ，σ( )２ ，各维度都独立实现新值的生成．

ＭＱＨＯＡ算法完成一次迭代操作后，数组 Ａ中的坐
标便更新为新的最好的ｋ个高维坐标点，这时分别计算
ｋ个高维坐标点各个维度坐标的标准差σｋ，当 ｋ个高维
坐标点的 ｄ个维度的坐标标准差σｋ都小于当前尺度的

σ值时，将σ除以２，重新开始迭代操作，直到当前尺度
的标准差σ除以２后小于指定的最小尺度σｍｉｎ时算法
停止，并输出数组 Ａ中结果最好的坐标位置．

算法的整个过程是由两个收敛过程组成的，我们

定义这两个收敛过程如下：

定义１ ＭＱＨＯＡ算法在不同尺度采样的计算迭代
过程称为尺度收敛过程．

定义２ ＭＱＨＯＡ算法波函数向基态聚集的迭代过
程称为量子谐振子收敛过程．

ＭＱＨＯＡ算法两个收敛过程如图 １所示，尺度收敛
过程的次数在高维函数的定义域和σｍｉｎ确定后是固定

的次数，而量子谐振子收敛过程的次数是不确定的，可

能为０也可能很大，与高维函数的具体函数形式有关．
尺度收敛过程的一次迭代意味着算法搜索尺度的减

小，算法对函数的搜索更为细致．量子谐振子收敛过程
其实就是数组 Ａ中的ｋ个高维坐标的标准差σｋ向当前
尺度σ聚集的过程，量子谐振子在某一个尺度收敛意味

着 ｋ个高维坐标各个维度分量的采样标准差都由 ２σ
聚集到σ，算法在下一个尺度迭代时的搜索区域就在每

个维度都减半，从而实现了搜索区域的聚焦．ＭＱＨＯＡ
算法的迭代过程就是搜索区域聚焦和尺度减小交替进

行的过程，图１对这一过程进行了直观的描述．

４ 多尺度量子谐振子算法实验分析

本节首先对群体参数 ｋ和采样参数ｍ进行测试，
确定实验参数，并分析参数 ｋ和参数ｍ的关系；然后分
别对１５个二维全局优化测试函数和６个高维全局优化
测试函数进行全局优化实验，对 ＭＱＨＯＡ算法进行性能
测试，最后对含高频成分的测试函数进行频率变换实

验．
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４１ 确定实验中的群体参数 ｋ和采样参数ｍ
群体参数 ｋ是实验中迭代过程保留的较优解区域的

数量．采样参数 ｍ是迭代时在一个局部最优区域内按照
高斯分布 Ｎ（ｋｉ，σ２）生成的可能解的采样数．通过对参数 ｍ
依次取１０、２０、３０、４０、５０、６０、７０、８０、９０、１００、１５０、２００、２５０、３００、

５００，对参数 ｋ依次取１０、２０、３０、４０、５０、６０、７０、２００、５００、１０００，
形成１５０个实验组合，对３维的 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数在（－１００，
１００）的解空间进行实验，每个实验组合分别进行１０次重复
实验，测试算法迭代次数，如表１所示．

表１ 群体参数 ｋ和采样参数ｍ实验数据

ｍ
ｋ

１０ ２０ ３０ ４０ ５０ ６０ ７０ ２００ ５００ １０００

５ ５２９０／８ ３０５５．９／３ ２４６３．６／１ ２７７４．８／２ ６５４１．６ ２０６３．５ １４４２．９ １５１５．６ １４５７．２ １４６７．７

１０ ７４９．６／６ １６２４．２／２ ２２３７．３／３ １２００．３／１ ９９７．８ ８５１．４ ９８９．２ ８１９ ７７２．８ ７３１．５

２０ ４６７．４／２ ４５２．９ １８３０ ５３７．７ ４０７．６ ４６５．７ ４１３．１ ４１２．２ ４１８．４ ３８１．８

３０ ５５７．７／４ ３５７ ３９５．７ ３２４．５ ３２０．５ ２８１．４ ３００．６ ２５５ ２７０．２ ２５８．１

４０ ２３６．２／３ ３２２．６ ２０９．７ ２４２．７ ２０５．８ ２２５．６ ２２２．８ １９３．９ ２０５．６ １９５．２

５０ ２３５．４／３ １６０．９ １６５．４ １９８．８ １９１．７ １７８．９ １７９．２ １９３．１ １７５．２ １６０．７

６０ １５６．６／２ １８１ １６９．１ １４３．４ １４５．４ １３９．９ １３６ １４６．７ １４０．１ １３４．４

７０ １３１．２／１ ２１５．８ １７７．２ １２５．８ １５８．３ １１６．４ １２５．９ １１７．８ １２２．１ １２２．９

８０ １１３．３／３ １２７．６ １２７．２ １１１．９ １３５ １１４．８ １２６．３ １０８．９ １１０．９ １０８．２

９０ １３９．２／１ １３３．５ １０９．３ １０９．８ １０２．６ １１１．６ １１２．９ １０７．７ ９９．３ ９７．４

１００ １１６．３／３ ２９０．１ １１３．７ ９１．６ １０９．８ １１３．２ １０３．１ １０１ ９１．９ ８７．８

１５０ ６５．８ ６８．７ ５９．４ ７５ ６４．３ ６０．２ ７５ ６９ ６１．７ ６２．９

２００ ４９．１ ６６．８ ５５．４ ５８．７ ５９．５ ５７．６ ５６．４ ５１．８ ５１．３ ５０．６

２５０ ６５．９ ４５．２ ４７．９ ５２．５ ５１．４ ５０．８ ４７．７ ４３．４ ４２．４ ４３．３

３００ ４５ ３８．１ ４６．５ ３９ ４５ ４５．３ ４５．３ ３９．９ ３７．６ ３６．８

５００ ３５．９／２ ２８．１ ３４．８ ２８．５ ３０．７ ２９．３ ３０．９ ２８．１ ２７．１ ２６．９

（注：“／”后数字为１０次实验中未求得全局最优解的次数）

实验表明，当 ｍ或ｋ较小时（如 ｍ＝５，ｋ＝５），算法
均有较大概率落入局部最优区域，当 ｍ＞２００，ｋ＞２０后
迭代次数就较为稳定了，同时落入局部最优的概率也

非常小了．为保证采样完备和算法稳定，下面实验中
ｍ、ｋ取值为２００、２０．
４２ 二维函数实验

二维函数是较为简单的全局优化问题，我们采用

ＭＱＨＯＡ算法对１５种常用的二维全局优化函数进行测
试，实验参数为 ｍ＝２００、ｋ＝２０、σｍｉｎ＝００００００１，定义域
范围为 －１０，[ ]１０，高斯函数标准差的初始值取定义域
的一半σ１＝１０．为了使结果具有严格的统计学意义，我
们对每个测试函数进行 １０００次重复求解，对结果进行
统计分析．

表２是１５种二维测试１０００次重复实验的统计结
果，所有实验结果均精确到小数点后６位．１５种测试函
数在各自的１０００次重复测试中均１００％精确的获得了
理论最优解，实验证明ＭＱＨＯＡ算法可以很好的解决二
维函数的全局优化问题．

表２ 多尺度量子谐振子算法对１５种全局优化测试函数１０００次重复
计算结果统计

函数名称
平均迭

代次数

获得全局精确

最优值的比例
全局最优值位置 全局最小值

Ｓｃｈａｆｆｅｒ １９ １００％ （０．００００００，０．００００００）－１．００００００

Ａｃｋｌｅｙ ７ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００

Ｌｅｖｙ １１ １００％
（－１．３０６８５３，
－１．４２４８４５）

－１７６．１３７５７８

Ｍａｔｙａｓ １１ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００
Ｇｒｉｅｗａｎｋ ２０ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００
Ｅａｓｏｍ ７ １００％ （３．１４１５９３，３．１４１５９３）－１．００００００
Ｂｅａｌｅ １３ １００％ （３．００００００，０．５０００００）０．００００００

Ｂｏｈａｃｈｅｖｓｋｙ ８ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００
Ｂｏｏｔｈ ７ １００％ （１．００００００，３．００００００）０．００００００

Ｍｉｃｈａｌｅｗｉｃｓ ６ １００％ （２．２０２９０６，１．５７０７９６）－１．８０１３０３
Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ ９ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００
Ｓｐｈｅｒｅ ７ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００
Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ １２ １００％ （１．００００００，１．００００００）０．００００００
ＳｕｍＳｑｕａｒｅ ７ １００％ （０．００００００，０．００００００，）０．００００００
Ｚａｋｈａｒｏｖ ７ １００％ （０．００００００，０．００００００）０．００００００
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４３ 高维函数实验

我们对６个典型的高维全局优化测试函数进行测
试，实验参数与二维函数的实验参数相同．随着维数的
增加，算法迭代次数增加明显，我们对每个函数进行１０
次重复实验，对实验结果进行统计分析，如表３所示．

以 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数为例，函数各维的定义域均为
－１００，[ ]１００，计算精度为小数点后６位，每增加一维，
函数解空间的数目为上一维解空间数目的２００×１０６＝２
×１０８倍，但迭代次数仅为上一维迭代次数的数倍，远
低于解空间数目的增长．在高维函数的全局优化问题
求解中ＭＱＨＯＡ算法的求解性能更高，当维数较高时可
以通过将算法并行化降低求解的整体时间．

表３ 不同维数下测试函数的平均迭代次数

函数名称
函数维数

３ ４ ５ ６ ７ ８ １０ １５

Ｇｒｉｅｗａｎｋ ６８．７５５０．８５１５０．９１５８２８．５
Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ １５ ４１．１ １２６ ２４６６．６３２４３．７１６９２８．３
Ｌｅｖｙ １１ １５．１ ２０．７ ２５ ３３．９ ４７．７ １２６．２
Ｚａｋｈａｒｏｖ １１．７１８．２ ２５．２ ３１．８ ４７．７ ７１．９ ２０５．３
ＳｕｍＳｑｕａｒｅ１１．１１６．８ ２２．７ ３９．５ ８０．３ １９２．８３３９８．３
Ｓｐｈｅｒｅ １０．６１４．５ １８．９ ２２．６ ２８．５ ３５ ６３．１ １１０１．６

算法对每个测试函数的各个维度各进行了１０次实
验，实验得到的最优解与理论最优解的标准差均低于

计算精度，ＭＱＨＯＡ算法在高维函数的各个测试维度均
精确获得了函数的理论最优解．
４４ 通过频率变换加速含高频成分函数的收敛

含有高频成分的函数在大尺度较容易收敛，但在

其高频区域，寻找最优解难度很大，通过频率变化降低

其高频部分的频率可以加速函数的收敛过程．
Ｇｒｉｅｗａｎｋ是本文主要的测试函数，表达式如下：

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１

ｘ２ｉ
４０００－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（
ｘｉ
槡ｉ
）＋１ （４）

是由∑
ｎ

ｉ＝１

ｘ２ｉ
４０００和－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ

ｘｉ
槡( )ｉ ＋１两个成分构成，

－∏
ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ

ｘｉ
槡( )ｉ ＋１是函数的高频部分，为了调整函数

的频率，我们对Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数设置频率因子 Ｆ，如下：

ｆ（ｘ）＝∑
ｎ

ｉ＝１

ｘ２ｉ
４０００－∏

ｎ

ｉ＝１
ｃｏｓ（Ｆ×

ｘｉ
槡ｉ
）＋１ （５）

图２（ａ）、（ｂ）、（ｃ）、（ｄ）、（ｅ）分别为二维 Ｇｒｉｅｗａｎｋ
函数频率因子 Ｆ的数值为１５、１０、５、２、１时的图像，在不
同的频率下，函数均在（０，０）处获取全局最小值０．当 Ｆ
的数值较大时，Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数“频率”较高，局部最优区
域分布密集，获取全局最优解难度大，可以通过频率变

换，降低 Ｆ的数值快速获取全局最优解．
我们对 ３维 Ｇｒｉｅｗａｎｋ函数（ｍ＝２００、ｋ＝２０、σｍｉｎ＝

０．０００００１）在 Ｆ的数值为１５、１０、５、２、１时分别进行１０次
重复实验，对实验结果进行统计分析，如表４所示．可以
看出当 Ｆ＝１５时，算法平均迭代 １１３７９８次才获得全局
最优解，而当 Ｆ＝１时，算法平均仅需６９次迭代即可获
得全局最优解，降低频率因子 Ｆ的数值大大加速算法
收敛．这一结果说明对于一些存在“高频”成分的函数
优化问题，可以通过“降频”操作提高搜索速度．
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表４ 不同频率因子 Ｆ下对应的平均迭代次数

Ｆ １５ １０ ５ ２ １

平均迭代次数 １１３７９８．３７５ ３６９５７．３ ４７８８．５ ２８８．９ ６８．７

５ 结论

本文通过建立多尺度函数二进信息采样模型和统

一尺度下的量子谐振子搜索聚焦模型，从而建立高维

函数优化问题的多尺度量子谐振子模型，提出并实现

ＭＱＨＯＡ算法．通过对 ＭＱＨＯＡ算法进行详细的理论和
实验分析，证明ＭＱＨＯＡ算法在求解一般高维函数时可
以较快、精确的找到理论全局最优解，随着算法维数的

增加，目标函数解空间呈现指数级的增长，算法迭代次

数线性增长，通过对测试函数进行“降频”变换能进一

步提高算法对部分含有“高频”成分函数的计算速度．
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