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  摘  要:  NMF子空间特征提取被表示成一个大规模线性约束非线性优化问题. 为了获得更优性能的基图像, 设

计了一个可行方向算法结合模拟退火算法的混合算法来求解这个优化问题.以基于梯度的可行方向算法作为局部寻

优的手段,加快收敛速度;以模拟退火算法作为全局寻优的手段,避免优化过程陷入局部极小点. 同时,在模拟退火操

作中,采用对比度增强算法, 使获得的基图像更加地空间局部化. 实验表明,本文的可行方向算法比采用归一化实现等

式约束的原算法在学习的最后阶段有更好的收敛速度, 所获得的基图像更加地空间局部化,而且在人脸重建的应用中

有更好的性能.
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Abstract:  Non2negative matrix factorization(NMF) is formulated as a large2scale optimization problem with linear equality con2

straints. To get better performance, a hybrid combining simulated annealing(SA) and gradient2based algorithm is designed.The simu2

lated annealing gradually produces better solutions with the gradient2based algorithm serving as an / accelerator0 . Experimental results

are presented to compare our method and the original method for learning NMF representation, which demonstrate the proposed method

can learn basis images more spatially localized and perform better than the original one at later training stages. The comparison study

on face reconstruction also shows that the proposed method leads to better results than PCA and the original NMF.
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1  引言

  子空间分析技术在基于外观的人脸建模和识别等领域一

直占有着非常重要的地位. 通过对选定的人脸图像进行学习

使人脸模型得到定义,同时, 实现人脸图像高维空间的低维特

征提取. 主成分分析(PCA) [ 1,2]和独立成分分析( ICA) [ 3, 4]是二类

最常用的方法.前者的基互相两两正交, 而后者的基互相统计

独立.由于 PCA 和 ICA 的基图像的像素点可以是正值也可以

是负值,所以这二种表示方法都缺少直观意义上的由部分合

成整体的效果[ 5] . 近来, Lee等人提出了一种新的特征提取方

法: Non2negative matrix factorization(NMF) [ 6] . NMF对基图像的像

素点和用于重建的系数都施加了非负性约束, 使得重建图像

是由基图像非减的叠加组合而成, 使重建过程更接近于由部

分组合而成为整体的过程.与 PCA和 ICA 的基图像相比, NMF

的基图像能更好地反映人脸的局部信息, 因此 NMF 也被称作

基于部分( parts2based)的特征提取方法.

文献[ 5~ 8]的学习算法本质上是基于梯度的算法,只能

求得局部最优解. 而且,由于在每一个迭代步中采用归一化的

方法来保证线性等式约束, 当接近某个局部最优解时将会发

生明显的锯齿( zigzagging)现象.对于计算 NMF 基图像这样的

大规模约束优化问题, 算法的效率和收敛速度是必须考虑的

因素.本文提出了一种新的 NMF 学习算法, 设计了一个混合

算法来求解对应于 NMF特征提取的大规模非线性优化问题.

以模拟退火算法作为全局寻优的手段 ,结合基于梯度的可行

方向算法(Feasible direction method)来增强局部搜索能力.由于

没有采用归一化或罚函数的方法来保证线性等式约束, 本文

的可行下降方向算法能有效地减少优化最后阶段的锯齿现

象. 同时,本文在模拟退火过程中对基图像进行对比度增强操

作, 使基图像逐步地实现空间局部化.
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2  NMF

  设 m 幅训练人脸图像构成一个 n@m 维矩阵 V= [ v1 ,

v2, , , vm] ,其中 vj I Rn , 是对第 j 幅训练图像按列堆叠而成,

且满足下式:

vij \ 0

E
n

i= 1

vij= 1,   j = 1, 2, , , m

NMF在下式所示的矩阵分解的框架下, 将人脸图像表示

成基图像的线性叠加[ 6] :

V= WH

其中 W= [ w1, w2, , , wr ] , 第 i 个基图像 wi 是一个 n 维向

量. H 是一个 r @m 维矩阵,它的每一列称作一个编码 (encod2

ing) ,且与训练集中的图像一一对应 ,其中的每一个元素代表

了合成人脸图像时每个基图像的权重.文献[ 7]给出了二类不

同的目标函数.相应地,NMF 被定义为形式不同, 但目标相同

的两个优化问题:

问题 1 

min
W, H
D( V+ WH )= E

n

i= 1
E
m

L= 1
viL log

viL
( WH ) iL

- viL+ ( WH) iL

(1)

问题 2

min
W, H

+ V- WH + 2= E
n

i= 1
E
m

L= 1

viL- ( WH) iL
2 (2)

其中 W和H 满足以下关系式:

E
n

i= 1

wij= 1,   j= 1, 2, , , r

W, H \ 0 (3)

通过乘法形式的修正公式[7] , 可以得到上述优化问题的

局部最优解,从而获得 NMF 基图像. 以问题 1 为例, 其迭代公

式如下[6] :

wkl= wkl E
i

vki
( WH ) ki

h li (4)

wkl=
wkl

E
j
wjl

h lL= h lL E
i

wil
viL

( WH) iL
(5)

注意上述迭代公式本质上是一种基于梯度的算法(见附

录 A) . 通过归一化运算来保证式(3)的线性等式约束, 从而将

原优化问题转化为仅包含非负性约束的优化问题. 这样虽然

使问题得到了简化,在优化过程的初始阶段也有很好的收敛

性能,但归一化操作会在优化的末尾阶段引起明显的锯齿现

象,使收敛很慢.

3  本文的 NMF 学习算法

  本文用训练图像和对应的重建图像的像素差值的平方和

作为目标函数,NMF 被定义成如问题 2 所示的大规模线性约

束非线性优化问题. 显然, 当重建图像与训练图像一致时式

( 2)取最小值.为了避免在优化过程的最后阶段由于归一化操

作而引起锯齿现象, 本文提出了一种基于可行下降方向的优

化算法.

311 可行方向算法

可行方向算法(如投影梯度法和简约梯度法)被证明是求

解如式( 2)所示的线性约束优化问题的有效方法[9] .本文采用

迭代的方法, 在当前可行点处计算可行下降方向 ( Improving

feasible direction) ,结合线性搜索算法, 确定下一个可行解.

注意到式( 3)中第 j个等式约束仅依赖于第 j 个基向量,

将目标函数和约束条件表示成仅考虑一个基图像的形式, 单

独地计算对应基向量 wj 的搜索方向:

min f ( wj )= + V- WH + 2

s. t g( wj) = E
n

i= 1

wij= 1

wj \ 0 (6)

不难看出, 当以下条件满足时, dj 是对应于 wj 的可行下降方

向: ¹ ý f ( wj )
T dj < 0; º E

i

d ij= 0; » wj + Kjdj \ 0. 其中 ý f

( wj ) = 5f /5w1j , , ,5 f /5wnj
T, Kj 是搜索步长. 条件¹ 保证

dj 与当前的否梯度方向一致;条件º 和» 使 dj 满足约束g(#)

和非否性.

设 Ipw和I nw分别为向量ý f ( wj )中非负元素和负元素的下

标集合. 为了满足上述条件, dj 按以下方法计算:

dij= - A
5f
5wij

,  if i I Ipw (7)

dij= - B
5f
5wij

,  if  i I I nw (8)

其中  A= min
wij

5f / 5wij
, 1 , B=

E
i I I

pw

d ij

E
i I I

nw

|5 f /5wij |

式(7)和式(8)的基本思想为:对于 ý f ( wj )中的正元素,

需要与一个合适的系数相乘后, 作为 dj 的元素, 以避免修正

后的基向量违反非负性约束; dj 中的正元素之和与负元素之

和的绝对值应相等, 以满足约束 g(# ) .

按相似的方法, 可以确定对应于 H 的可行下降方向.

312 模拟退火算法

基于梯度的优化算法虽然有很快的收敛速度, 但需要好

的初始值, 且容易陷入局部极小. SA 是一种有效的随机全局

优化算法, 它通过模拟物理退火过程以避免陷入局部极值. 由

于没有利用梯度信息, SA 搜索通常是个冗长的过程. 本文的

基本思想是将模拟退火算法与基于梯度的算法相结合, 取二

者之长, 补二者之短.另外, 由于希望基图像反映人脸的局部

特征, 所以本文以一定的概率进行如下操作:

Ó 以二维形式将第 i 个基图像表示成 Bi , 且进行平滑操

作;

Ó 按以下形式的点运算
[ 10]
对基图像进行对比度增强操

作:

bi ( x, y)=
bi ( x, y) ,  bi ( x, y)> Thr

Sbi( x, y) ,  otherwise

其中 Thr 是一个大于灰度均值的阈值, S I (0, 0. 6)是一个随
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机数.

Ó 归一化各个基图像, 使它们满足 g (# )的等式约束, 且

按列堆叠,构成矩阵 W.

需要指出的是,虽然上述过程有针对性地提高了较亮像

素与较暗像素之间的对比度, 但并没有改变 SA 随机搜索的

本质.

根据以上讨论,我们将算法概括总结如下 :

(1)置 E1 和 E2为接近 0 的正实数, 置 k= 1, 置较大的初

始温度 T(本文取 25) . 初始化 W和H, 使它们满足式(3)中的

约束条件;

(2) j= 1Br , 循环执行¹ ~ »

¹ 按式(7)和式(8)计算 dj ;

º 通过线性搜索解如下最小化问题来确定步长 Kj

min f ( Wc , H )

其中 Wc= [ w1, , , ŵj , , , wr ] ,而 ŵj= wj+ Kjdj, KI [ 0, 1]

» W= Wc .

(3)按相似的方法计算 d (H) , 确定步长 K( H) ,计算 H ;

(4)若+ W
( k+ 1)

- W
( k)

+ < E1且+ H
( k+ 1)

- H
( k)

+ < E2,

输出 W和H ,结束;否则转(5) ;

(5)若õ k/ ( iters)8 @ iters= k(其中 iters I Z
+
, 用于控制二

次 SA 操作间的迭代次数, 本文取 15) , 按概率 p = e- 1/ T执行

上文所述的平滑和对比度增强算法, 置 T = GT . 本文取 G=

0185;

(6) k= k+ 1,从步骤(2)重复循环.

4  实验结果

  训练样本来自两个图像库: 120 幅来自 Feret人脸库[ 11] ,

40 幅来自 AR人脸库[ 12] . 包括不同的姿态和表情. 为了避免

背景中较亮的像素对基图像产生影响, 本文以手工的方式将

背景区域设置成黑色.图 1 是其中的 8个样本.

图 1  训练样本实例,图像大小: 48@72

411  基图像

利用上述训练样本集, 本文分别计算了 r= 56, 64, 81 的

基图像.

图2 是 r= 56的实例(图中较亮的像素对应基图像中较

小的灰度值) . 由于采用了如 31 2 节所述的对比度增强算法,

本文算法得到的基图像比 Lee等人的方法得到的基图像在空

间局部化方面有所增强.

图 3 为本文的可行下降方向算法和 Lee等人的算法(即

式(4)和式( 5) )的迭代过程的比较,其中 F 为目标函数值. 可

以看出, Lee等人的算法在训练的初始阶段具有良好的性能,

而本文算法在训练的最后阶段收敛得更好.

图 2  r= 56的NMF基图像实例

左图:本文结果,右图:原方法结果

图 3 本文可行下降方向算法与Lee等人算法迭代过程的比较

412 人脸重建

为了评价基图像是否有效地提取了人脸的低维特征, 本

文对 NMF基图像和 PCA基图像在人脸重建方面作了实验比

较. 测试图像同样来自两个图像库,且不包含于训练集中. 其

中 180 幅来自Feret人脸数据库, 60 幅来自 AR人脸数据库. 以

手工方式作粗略的分割 ,背景设置成黑色.

按如下公式来衡量重建图像与原图像的吻合程度:

p i= 1-
+ xi - xc i+

2

+ x i + 2 @100%

其中, x i 是测试图像, xc i 为对应的重建图像. 显然, 当重建图

像与原图像一致时, p 取极大值 1. PCA 基图像和重建图像的

计算方法见文献[ 13] ,NMF 重建图像计算方法见文献[14] . 结

果见表 1,可以看出本文算法得到的基图像具有最好的重建

结果.
表 1  重建图像与测试图像吻合程度比较(�p )

算  法 r = 56 r= 81

PCA 87. 22% 88. 10%

NMF(Lee. s method) 88. 50% 89. 39%

NMF( Our method) 90. 21% 91. 57%

5  结论

  本文提出了一种基于混合算法(可行下降方向算法与模

拟退火算法相结合)的 NMF子空间特征提取方法. 该方法有
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二个特点值得强调: ( 1)可行下降方向算法没有采用归一化或

罚函数的方法来保证等式约束. 所以, 在训练的最后阶段, 本

文算法优于Lee等人的算法; ( 2)以基于梯度的算法进行局部

搜索, 以 SA作为全局搜索的手段, 本文算法在保证收敛速度

的同时, 更有可能获得全局最优解. 实验表明,由于在随机搜

索的同时,通过点运算增强了基图像的对比度, 本文算法得到

的基图像比 Lee 等人的算法得到的基图像更加地空间局部

化.

下一步的工作方向包括: ( 1)研究能更好地提取人脸局部

信息的NMF 模型; ( 2)研究具有更快收敛速度的学习算法 .

附录 A  修正公式( 4)和( 5)的推导和说明

  设 A= WH , 不难看出 W中的元素wkl仅影响A 中的元素

a ki , i= 1, 2, , , m. 所以,定义关于 wkl的目标函数:

fw= E
m

i= 1

vki log
vki
a ki

- vki+ aki

则
5fw
5wkl

= E
m

i= 1

-
vki
aki
h li+ h li , 而负梯度方向对 fw 而言是一个

下降方向.修正公式可以定义成:

wkl z wkl- G
5fw
5wkl

为了保证非负性,取 G=
wkl

E
i

hli
,可得 wkl z

wkl

E
i

h li
E
m

i= 1

vki
aki
hli. 对

W的各个元素, E
i

hli可以认为是常量, 且为了保证式 (3)的

等式约束, 需要进行后续的归一化操作. 所以忽略分母中的

E
i

hli, 可以得到式(4)的迭代公式.

H 中的元素 hlL仅影响 A 中的元素 aiL, i = 1, 2, , , n. 按

相似的方法可以得到式(5)修正公式.
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