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� � 摘 � 要: � 本文给出了适应于 ��稳定噪声环境中自适应滤波和系统辨识的全局最小平均 p�范数算法, 其是总体

最小二乘方法在脉冲噪声中的推广.本文还定义了全局 lp 模误差和推导了点到直线的 lp 距离,并在此基础上导出了

全局最小平均 p�范数算法.对所给算法进行了仿真实验研究, 结果显示其性能优于著名的 LMP算法.
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Abstract: � This paper proposes a total least mean lp�norm algorithm for adaptive filtering and system identification in ��stable
noise environments, which is an extension of the total least mean squares algorithm. In the paper, both least lp�norm error and the lp�

norm distance are defined. Computer simulations are presented to compare the relative performance of TLMP and LMP algorihms.
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1 � 引言
� � 在信号处理领域中, 人们通常将所研究的信号或噪声假

定为高斯的,由于高斯分布服从中心极限定理且其概率密度

函数具有明确的解析式, 因此在处理时可方便的采用线性算

法.然而在现实物理世界中, 所遇到的噪声通常具有较强的冲

击特性,例如: 水下噪声,低频大气噪声以及多种人类噪声,当

处理此类噪声时如果仍使用适用于高斯假设的系统优化, 则

将产生性能的下降, 因此, 我们将采用 ��稳定分布来建模此

类重拖尾非高斯脉冲噪声.

自从 ��稳定分布引入信号处理领域以来, 已经出现了多

种自适应滤波方法[ 1, 2, 5] , 所有这些算法都可以归为最小均方

( LMS)算法.但是, 由于 ��稳定信号不存在有限的二阶和二阶

以上矩[ 6] , 因此这些算法与传统的 LMS 算法并不完全相同,

这些算法用最小离差准则代替了传统的 LMS 算法中的最小

二乘均方误差准则. 所谓的最小离差即使误差的 lp 范数最

小.在最小 lp 范数误差准则下, 很多学者作了许多研究工作,

Shao和 Nikias 首先提出了最小平均 lp 范数 (LMP)自适应算

法[3] ,可以看作 LMS 算法的推广.后来受正规化 LMS 算法的

启发, Arikan 等.又提出了正规化的最小平均 lp 范数 (NLMP)

算法[ 4] , 其收敛速度较最小平均 lp 范数算法有明显的提高.

但这两种算法具有与传统 LMS 算法相同的缺点, 即当自适应

滤波器的输入是高污染时, 算法的收敛速度都很慢. 为了解决

这个问题, 之后又提出了递归局部正交化( RLO )方法[ 5] , 对此

有了较好的改进, 但它又具有其它的缺点, 例如需要误差和输

入的统计特性先验已知 .因此,我们仍需要寻找更好的方法.

最小 lp( 1� p � 2)范数估计已广泛应用于 ��稳定信号处

理问题中. 给定一数据矩阵 A 和一数据向量b, 求解超定方程

Ax= b, 通常的最小 lp 范数估计方法只考虑数据向量 b 的噪

声或误差是��稳定噪声. 然而, 在现实的信号处理中, 由于样

本、模型、仪器等多方面原因都存在误差, 因此 ,数据矩阵 A

也不可避免的存在噪声. 因此,类似于高斯分布的噪声可以使

用最小二乘方法的推广  总体最小二乘方法, 本文提出了一

种新的总体最小 lp 范数估计方法,同时考虑 b 和A 皆有��稳
定噪声扰动. 总体最小 lp 范数估计的收敛速度和性能较最小

lp 范数估计有明显提高.由于信号的冲激特性, 在估计过程中

仍不可避免的会出现突跳点, 以及所得估计量的性能分析均

有待进一步研究解决.

本文着重研究总体最小 lp 范数在��稳定信号处理中的

应用, 即研究当系统的输入和输出都存在加性 ��稳定噪声时
自适应滤波器和系统辨识的最小 lp 范数解.
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2 � 总体最小 lp 范数估计

� � 考虑线性方程组:

Ax= b (1)

的求解.其中 A 是m ! n 维数据矩阵, x 是n ! 1 维参数向量,

b 是m ! 1维数据向量. 在参数估计等许多信号处理问题中,

通常研究 m  n 的超定方程组.

总体最小 lp 范数估计的思想可归纳为: 同时考虑 b 和 A

的扰动, 使扰动的 lp 范数保持最小, 即在总体最小 lp 范数估

计中我们考虑的是矩阵方程:

( A+ E) x= b+ e (2)

的求解.显然, 上式可写为:

[ D( A| b)+ D( E| e) ]
x

- 1
= 0 (3)

或

( DB+ DT) Z= 0 (4)

其中: B= [ A| b] , T= [ E | e] , Z=
x

- 1
, D 为m ! m 维对角

阵,即: D= diag( d11, ∀dmm) , 因此, 求齐次方程( 3)的总体最

小 lp 解等价于下面的优化问题, 即求解向量 x,使得

min
x

# DT# p

s. t. � ( b+ e) ∃ range( A+ E)

(5)

式中# T# p 是矩阵T 的 lp 范数, 即:

# T# p = %
m

i= 1
%

n

j = 1

tp
ij

1/ p
(6)

下面将给出总体最小 lp 范数估计的几何解释及点到平面的 lp

范数距离.

定义子空间 Px

Px =
a

b
a ∃ Rn ! 1, b∃ R, b= XTa (7)

我们先来求
ai

bi

∃ Rn + 1到 Px 内的最近点的 lp 范数意义上的

距离di , 它是所提自适应算法的出发点. di 定义为:

d i = min
a, b

D
a i

bi

-
a

b p

s. t . � b= aTx

(8)

令:

a i

bi

= C i,
a

b
= C,

x

- 1
= !X (9)

式(1)可以表示为:

C
T
i!X= 0, i= 1, ∀, m (10)

为了使问题简单,不妨求距离| d i|
p ,则式( 8)变为:

| d i|
p= min

c
# D( Ci- C) # p

p

s. t. � CT!X= 0

(11)

由于 D 为对角阵,则上式可写为分量形式

| di |
p = min

c
ij

%
n+ 1

j = 0

| djj ( c ij - ∀cj ) |
p

s. t. � %
n+ 1

j = 1

∀cj∀x j= 0

(12)

式(12)为一条件极值问题, 下面我们使用拉格朗日乘数法求|

di |
p , 取拉格朗日乘数为:

L ( c, �)= %
n+ 1

j = 1

| d ij ( c ij- ∀cj ) |
p + �%

n+ 1

j = 1

∀cj∀x j (13)

令: L( c, �)所有 ∀cj 的导数为零得 :

� # L
# ∀c j

= p& | d ij( ∀c j- c ij) |
p - 1&d ij&sign[ (∀c j - c ij ) ] + �∀xj = 0,

j= 1, 2, ∀, n+ 1 � � (14)

即:

� � | d jj( ∀c j- c ij) |
p - 1&sign[ djj (∀cj - cij ) ] = �∀xj / ( p&dj j) ,

j= 1, 2, ∀, n+ 1 � � (15)

对式(15)两边取绝对值整理得:

| dj j( ∀c j- c ij) | = | �| 1/ p- 1&| ∀xj |
1/ p - 1 / p 1/ p - 1 | djj |

1/ p- 1,

j= 1, 2, ∀, n+ 1 � � (16)

利用符号函数的性质有 :

sign[ d jj (∀c j - c ij ) ] = dj j(∀c j- c ij) / | d jj( ∀c j- c ij) | ,

j= 1, 2, ∀, n+ 1 � � (17)

将式(17)代入式( 15)得:

| d jj (∀c j - c ij ) |
p- 2

[ dj j(∀c j- cij) ] = - �∀xj / ( p&d jj ) ,

j= 1, 2, ∀, n+ 1 � � (18)

由式(16)和式( 18)得:

dj j (∀cj- cij ) = �∀x j / [ p&djj | djj (∀cj- cij ) |
p- 2]

= - p 1/ p- 1�∀x j | djj |
p- 2/ p- 1d - 1

jj | �(1/p- 1) - 1| ∀x j |
( 1/ p- 1)- 1 (19)

因而有:

∀cj = cij - p (1/ p - 1) �∀x j | djj |
( p / p- 1) | ∀xj |

( 1/ p- 1) - 1| �| (1/ p - 1) - 1

(20)

又由 %
n+ 1

j = 1

∀cj∀x j= 0, 将式(20)代入其中取绝对值, 得:

| �| 1/ ( p- 1) = p 1/ ( p- 1) %
n+ 1

j= 1

c ij∀xj %
n+ 1

j= 1

| d jj |
- p/ ( p- 1) | ∀x j |

p/ ( p- 1)

(21)

将式(21)代入式( 15) ,即得式(12)的解为:

| d i|
p = min

c
ij

%
n+ 1

j = 1

| ∀c j- c ij |
p

= %
n+ 1

j = 1

cijxj

p

/ %
n+ 1

j = 1

| d jj |
- p / ( p- 1) | ∀xj |

p / ( p- 1)
p- 1

(22)

式(23)用向量表示的等价形式为:

| d i|
p = | CT

i!X | / | !D!X | p
p - 1 (23)

其中 !D= D- 1,通常有如下形式

!D=
I 0

0  

其中 I 是m ! m 单位矩阵,  为一与输入输出噪声相关常数.

求得了| d i|
p ,下面我们就可以用子空间 Px 表征总体最小 lp

范数问题. 换言之,总体最小 lp 范数问题等价于求到 m 个二

元组的 lp 范数意义上最近子空间Px ( Px 由 x 决定) , 使得点

!i

bi

∃ Rn+ 1到 Px 内的 lp 范数距离的 p 次幂的和为最小, 此

即为最小 lp 范数问题的几何解释.
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xTLMP= arg min
x

%
m

i= 1

| di |
p
= arg min

x
%
m

i= 1

| C
T
i!X | / #DX # p

p/ p - 1 (24)

3 � FIR自适应滤波的总体最小范数估计

� � 给定一个具有有限脉冲响应的未知系统, 假设输入和输

出皆有噪声 ,则 FIR自适应滤波依据系统的输入和输出估计

系统的脉冲响应.这种情况下脉冲响应的估计结构如图 1 所

示

图 1� 考虑输入向量存在噪声 n 1( t )的冲激响应估计结构图

假设未知系统的脉冲响应是 N ! 1 向量:

h= [ h0, h1, ∀, hN- 1]
T (25)

h 可以是时变的, 但这里假设 h 是常量, 所谓期望信号由下

式给出:

d ( k) = XT
( k) h+ n0( k) (26)

其中观测噪声 n0( k)是参数为( �,  , ∀) = ( �0, 0, 1)的 ��稳定
噪声,且与输入噪声向量独立, 输入向量为:

X( k)= [ x ( k) , x ( k- 1) , ∀, x ( k- N + 1) ] (27)

由于未知系统的输入必须和期望信号一起采样和量化, 因此

会产生宽带量化噪声污染自适应滤波器的输入, 而且外界干

扰也会使输入产生噪声.因此, 这里采用的信号模型更具一般

性.

考虑下面的 FIR系统辨识问题, 设有 N 个含有噪声的独

立变量

� � r ( k)= [ x ( k)+ n1( k) , x ( k- 1)+ n1( k- 1) , ∀, x ( k- N+ 1)

+ n1( k- N + 1) ]
T (28)

其中 n1( k)是离差为 ∀1 的 S�S 稳定噪声, 且有一个含有噪声

的非独立变量 d ( k) . 因此, k 时刻的( N + 1)维增广观测数据

矢量为:

∀r ( k) = [ rT( k) , d ( k) ] T (29)

h= [ h0, h1, ∀, hN- 1]
T

(30)

是待寻找的递归参数,定义 N + 1 维扩展阶权向量

∃W= [ WT | wN ] T (31)

其中: W= [ w0, w1 , ∀, wN - 1]
T

FIR 系统辨识问题可表示为:

∃WT∀r ( k)= 0, k= 1, 2, ∀, L (32)

当 L 足够大时,求解式( 32)的总体最小 lp 范数解即为求解如

下随机优化问题

∃W= arg min
!W

E | ∃WT∀r ( k) |
p / # ∃W# p

p / ( p- 1) (33)

WTLPN

- 1
=

∃W
wN

(34)

此处的加权矩阵 !D = I, 即  = �0/ �1= 1. 由此可得 FIR 模型

的最小 lp 范数解WTLMP .

在高斯噪声情况下, 可取 p = 2. 此时总体最小 lp 范数问题即

为总体最小二乘解. 类似于总体最小二乘方法, 我们可以将总

体最小 lp 范数方法应用于 FIR自适应滤波器中, 因此我们下

面就来寻找优化问题式 (33)的自适应算法. 问题式( 33)等价

于下面的约束极值问题

∃W= arg min
!W

E | ∃WT∀r ( k) |
p

s. t. � # ∃W# p / ( p- 1)= #

(35)

其中 #为任意常数.

为了给出 LMS 类的自适应算法, 取期望估计为仅依赖于

当前数据的无记忆估计 Ê[ &] = [& ] , 则问题式(35)变为:

∃W= arg min
!W

| ∃WT∀r ( k) |
p (36)

s. t. � # ∃W# p / ( p- 1)= # (37)

利用随机梯度法求解式( 36) ,可得下面的自适应方程

∃W( k+ 1) = ∃W( k)- ∃&p | e ( k) |
p - 2&e ( k)&∀r ( k) (38)

由约束条件式( 37)知 ,每次迭代过程中权向量保持 p / ( p - 1)

范数不变, 所以:

∃W( k) = ∃W( k) / # ∃W( k) # p / ( p- 1) (39)

这样, 我们就可以得到一种基于总体最小 lp 范数估计的 LMS

型自适应算法, 称之为总体最小平均 lp 范数 (TLMP )算法. 具

体算法如下:

算法: (TLMP自适应算法)

初始化: ∃W( 0) = [ O, - 1]
T

,其中 O 为 1! N 维行向量,

� � e ( 0)= ∃WT
( 0)∀r ( 0) , For k= 1 to L do

e ( k) = ∃WT
( k) ∀r ( k)

∃W( k+ 1) = ∃W( k) - ∃&p&| e ( k) |
p- 2e ( k)∀r ( k)

∃W( k)= ∃W( k) / # ∃W( k) # p / ( p- 1)

WTLMP= - [ %w 0, ∀, %wN- 1]
T/ %wN

其中 %w i, i = 0, ∀, N- 1为 ∃W的元素.

4 � 仿真结果

� � 为比较 TLMP和 LMP自适应算法的性能, 考虑脉冲响应

为

h= [ - 0&3, - 0& 9, 0&8, - 0&7, 0& 6] T (40)

的未知系统. 系统由高斯白噪声激励,输入噪声和输出噪声分

别是特征指数为 �0= 1&4 和 �1= 1&4 且离差 ∀0= ∀1= 1 的

S�S 稳定分布噪声.

TLMP 算法和LMP算法中均取 p = 1&2.图 2 图3 和图4 分

别给出了不同信噪比时的学习曲线, 即估计的均方误差与迭

代次数的关系图(所示曲线均为 20 次实验结果的平均) .

5 � 结论

� � 本文在最小 lp 范数估计方法和总体最小二乘方法的基

础上提出了一种新的估计方法的思想,即总体最小 lp 范数估

计方法. 研究了此估计方法的几何意义并将其应用于 FIR 线

性系统的自适应辨识问题, 给出了基于最小 lp 范数估计的

TLMP算法,并通过仿真说明了 TLMP 算法的优越性. 本文仅
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对TLMP算法作了初步研究,对估计量的性能仍需要进一步 研究.

图 2 � TLMP 和LMP算法的性能比较 � � � � 图 3� TLMP和LMP 算法的性能比较 � � � � 图 4 � TLMP和 LMP 算法的性能比较

( SNR= 5dB) ( SNR = 0dB) ( SNR = - 3dB)
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