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　　摘 　要 : 　对于极坐标观测下的目标跟踪问题 ,基于转换测量 Kalman 滤波器 (CMKF) ,应用正规变换 ,得到了解耦

的 CMKF算法 ,同时研究了 CMKF和解耦 CMKF算法的初值估计问题. 仿真结果表明了解耦 CMKF 算法及其初值估计

的有效性.
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Abstract : 　Using canonical transform ,a decoupled filter ,which is analytic form ,is proposed based on converted measurement

Kalman filter (CMKF) for target tracking when target positions are measured in polar coordinates. Initial values for CMKF and decou2
pled CMKF are also investigated. Simulation results show its validity.
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1 　引言

　　应用 Kalman 滤波算法对雷达目标进行跟踪时 ,目标运动

的状态方程往往在直角坐标系下描述 ,而测量值在极坐标系

或球坐标系下给出 ,此时涉及的是非线性系统中的跟踪问题.

Bar2Shalom的去偏转换测量 Kalman 滤波 (CMKF) [1 ,2 ]被认为是

目前解决此类问题较好的一种方法. 但是由 CMKF 得到的转

换测量误差的方差 R 为非对角矩阵 ,即转换测量误差在各坐

标轴之间是相关的 ,只能采用耦合的 Kalman 滤波 ,从而增加

了实际应用中的计算复杂度 ,也不便于对算法进行理论分析.

对于一般滤波器的解耦问题 ,已有文献 [ 3～7 ]进行了深

入研究. 本文采用正规变换法 [4 ] ,通过对 R 进行一定的变形 ,

经过理论推导 , 得到了解耦 CMKF 变换的解析表达式 ,对

CMKF以及解耦 CMKF的初值选取也进行了深入研究.

2 　目标运动状态模型

　　考虑以下目标运动状态模型 :

X( k + 1) = ΦX( k) + GW ( k) (1)

Zp ( k) = h ( X( k) ) + Vp ( k) (2)

其中 X = [ X′1 X′2 ]′, X1 = [ x Ûx ]′, X2 = [ y Ûy ]′,为状态变量 ;

Zp = [ rm θm ]′为极坐标下目标斜距、方位角的测量值 ; h (·) 为

非线性函数 ; Vp 为极坐标下相互独立的零均值、高斯、白的目

标距离和方位的测量噪声 ,方差分别为σ2
r、σ2

θ; W 为过程噪

声 ,且

Q > E[ W ( k) W′( k) ] = diag[ q , q] (3)

不失一般性 ,再设 Φ = diag[Φ2 ,Φ2 ] , G = diag[ G2 , G2 ] ,其中

下标“2”意为二阶系统 ,diag[·]表示对角块矩阵 ,且

Φ2 =
1 T

0 1
　, 　G2 =

T2/ 2

T
(4)

式中 T 为采样间隔. 注意 G 并非方阵 ,用 diag[·]只是为了表

述简单.

3 　转换测量 Kalman 滤波算法( CMKF)

　　对 Zp ( k) 进行非线性坐标转换并去偏[1 ,2 ] ,得直角坐标系

下目标的测量方程为

Z( k) = HX( k) + V ( k) (5)

其中 Z( k) = [ zx ( k) zy ( k) ]′为直角坐标系下的观测 ; H = di2
ag[ H2 , H2 ] , H2 = [1 0 ] ,为测量矩阵 ; V ( k) 为去偏后的转换

测量噪声 ,为零均值的白噪声 ,方差 Var [ V ( k) ] = R. 在测量

值已知的条件下 , R 中各元素取值如下 :

R11 = r2
me - 2σ2

θ[cos2θm (cosh2σ2
θ - coshσ2

θ) + sin2θm (sinh2σ2
θ

- sinhσ2
θ) ] +σ2

re
- 2σ2

θ[cos2θm (2cosh2σ2
θ - coshσ2

θ)

+ sin2θm (2sinh2σ2
θ - sinhσ2

θ) ] (6)

R22 = r2
me - 2σ2

θ[ sin2θm (cosh2σ2
θ - coshσ2

θ) + cos2θm (sinh2σ2
θ

- sinhσ2
θ) ] +σ2

re
- 2σ2

θ[ sin2θm (2cosh2σ2
θ - coshσ2

θ)
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　　　+ cos2θm (2sinh2σ2
θ - sinhσ2

θ) ] (7)

R12 = sinθmcosθme - 4σ
2
θ[σ2

r + ( r2
m +σ2

r) (1 - eσ
2
θ) ] (8)

式 (6)～ (8) 中 rm 、θm 为每时刻的测量值 ,式中省略了时间标

签 k. 下文叙述中 ,在不引起混淆的情况下均作类似处理.

经过以上对转换测量值进行去偏并求解转换测量值误差

的方差后 ,式 (1) 、(5) 均为直角坐标系下的线性方程 ,因而可

用标准的 Kalman 滤波算法进行目标状态估计. 但是 ,由式 (8)

可见 , R 中非对角元素不为零 ,因而滤波器在各坐标轴方向是

耦合的. 为了减少实际应用中的计算复杂度 ,以及方便对算法

进行理论分析 ,解耦形式的滤波算法是我们所期望的.

4 　解耦的 CMKF算法

411 　正规变换技术

由文献[4 ]有以下定理 :

假设 R 正定 ,则存在λ2
i ( i = 1 ,2) 和 R2正交矩阵 M ,使得

二维二阶目标模型 (1) 、(5) 可以写成如下解耦形式

X3 ( k + 1) = ΦX 3 ( k) + GW 3 ( k) (9)

Z 3 ( k) = HX3 ( k) + V 3 ( k) (10)

式中 X3 = M′X , Z 3 = M′Z , W 3 = M′W , V 3 = M′V ,且

Q 3 > cov( W 3 ) = M′QM = diag[λ2
1 ,λ2

2 ] (11)

R 3 > cov( V 3 ) = M′RM = I 　( I 为 2 ×2 单位矩阵) (12)

2 ×2 矩阵 M′与 4 维矢量 X 的相乘定义为

X′>
X3

1

X3
2

= M′X =
∑

2

j = 1
mj1 Xj

∑
2

j = 1
mjL Xj

(13)

文献[4 ]证明了以上正规变换后的系统与原系统等价 ,并

且定理中的λ2
i ( i = 1 ,2 ,为空间维数) 为广义特征值问题 Qy =

λ2 Ry 的实特征值 ,而 M = [ mij ] = [ e1 e2 ] ,其中 ei 是对应于

λ2
i 的 R2正交特征矢量.

由于 Φ、G、H 都是对角 (块) 阵 ,经过正规变换后的 Q 3 、

R 3 也是对角 (块) 阵 ,因而系统 (9) 、(10) 在各坐标轴方向是解

耦的 ,即状态分量及其估计沿各坐标轴方向是独立的.

412 　解耦的 CMKF算法

应用上述定理对 CMKF解耦的关键是求解广义特征值和

正规变换矩阵. 为了求解和分析的方便 ,首先对式 (6) ～ (8) 中

cos2θm 、sin2θm 项的系数分别进行合并整理 ,并令

a = [ r2
m (cosh2σ2

θ - coshσ2
θ) +σ2

r (2cosh2σ2
θ - coshσ2

h) ]e - 2σ2
θ (14)

　b = - [ r2
m (e - σ2

θ - e - 2σ2
θ) +σ2

r (e - σ2
θ - 2e - 2σ2

θ) ]e - 2σ2
θ (15)

则 R 可写成 :

R =
a - bsin2θm bsinθmcosθm

bsin2θmcosθm a - bcos2θm

(16)

需要注意的是 ,式 (16) 与文献 [8 ]中的结果在形式上相

同 ,但前者是基于测量值 ,而后者是基于目标真值 ,因而式中

各参数的取值是不同的.

对于广义特征值问题 Qy =λ2 Ry ,代入式 (3) 中的 Q 和式

(16) 中的 R ,经整理有

( a2 - ab)λ4 - (2 a - b) qλ2 + q2 = 0 (17)

解以上关于λ2 的二次方程 ,得

λ2
1 = q/ a 　, 　λ2

2 = q/ ( a - b) (18)

应用 Gram2Schmidt 正交化过程 ,得以上特征值对应的正

交特征矢量为 y1 = s [cosθm sinθm ]′, y2 = l [ sinθm - cosθm ]′,

其中 s、l 为任意非零数.

由 M′RM = I ,得到

e1 =
1

a

cosθm

sinθm

, e2 =
1

a - b

sinθm

- cosθm

(19)

从而 R2正交矩阵 M 及其逆变换为

M =

cosθm

a

sinθm

a - b

sinθm

a

- cosθm

a - b

=
cosθm sinθm

sinθm - cosθm

1

a
0

0
1

a - b

(20)

M - 1 =
acosθm asinθm

a - bsinθm - a - bcosθm

=
a 0

0 a - b

cosθm sinθm

sinθm - cosθm

(21)

以上得到了对 CMKF 进行正规变换的解析表达式. 从变

换矩阵 M 的表达式可以清楚地看出正规变换的物理含义. 对

于变换

X3 = M′X =

1

a
0

0
1

a - b

cosθm sinθm

sinθm - cosθm

·
X1

X2

(22)

显见 ,它是将原直角坐标系逆时针旋转θm 角度 ,使得新

x 轴对准目标视线方向 ,取值为原斜距以 1

a
归一化 ,而原 x、

y 轴在垂直于目标视线方向的投影差以 1

a - b
归一化 ,作为

新 y 轴. 归一化系数体现了 R - 1 Q 特征值λ2
i (在稳态 Kalman

滤波器中称为机动指数[9 ]) 中包含的信 (过程噪声 Q) 噪 (测

量噪声 R) 之比在各方向上的分布.

通过以上的正规变换 ,过程噪声和转换测量误差在各个

坐标轴方向上相互独立 ,因而就可以在各个坐标轴方向上同

时独立进行 Kalman 滤波 ,得到解耦的 CMKF算法如图 1 所示.

X 3 = [ X 3
1 ′X 3

2 ′]′→X = ( M′) - 1 X 3 ;

P 3 = diag[ P 3
1 , P 3

2 ] →P = ( M - 1)′P 3 ( M - 1)

图 1 　解耦 CMKF 算法流程图

图中 Z 3 ( k) = M′( k) Z( k) = [ z 3
1 ( k) z 3

2 ( k) ]′. 需要注意的

是 Φ2、G2 、H2 的下标“2”指二阶系统 ,而 z 3 、Q 3 、R 3 的下标

指代正规系统中的坐标轴方向.

解耦算法虽然基于 CMKF ,但只保留了其中的去偏过程 ,
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而 R 的计算已不再需要. 并且由于已经得到了正规变换矩阵

的解析表达式 ,因而也无需实时求解广义特征值 ,而只需代入

测量值通过式 (18) 、(20) 、(21) 直接计算λ2
1 、λ2

2 、M、M - 1即可 ,

从而减少了运算中的许多中间环节.

413 　滤波初值估计

CMKF算法中 ,在极坐标系下原来相互独立的观测噪声 ,

由于坐标转换的非线性 ,使得直角坐标系下的观测噪声在同

一时刻成为相关的 ,体现在 R 中的非对角元素式 (8) 不为零.

对于初始估计误差协方差阵的估算 ,如果将其设为一对角

阵[10 ] (多数情况下的一种简单处理方法) ,将带来较大的初始

偏差. 这里 ,我们以前两点观测的差分作为初始估计 (同于传

统方法) ,而对于误差协方差阵 ,基于 R 中的元素值 ,联合目

标模型 (1) 、(5) ,经推导有以下结果

X̂ (2| 2) = zx (2)
zx (2) - zx (1)

T
zy (2)

zy (2) - zy (1)

T

′

(23)

P (2| 2) = E[ �X (2| 2) �X′(2| 2) ] =
Pxx Pxy

Pxy Pyy

(24)

式中 , �X (2| 2) = X(2) - X̂ (2| 2) ,且

Pxx =

R11 (2)
R11 (2)

T

R11 (2)
T

R11 (1) + R11 (2)

T2 +
T2 q
4

,

Pxy =

R12 (2)
R12 (2)

T

R12 (2)
T

R12 (1) + R12 (2)

T2

(25)

Pyy =

R22 (2)
R22 (2)

T

R22 (2)
T

R22 (1) + R22 (2)

T2 +
T2 q
4

(26)

式中 R ( k) 表示 k 时刻的值.

对于解耦 CMKF的滤波初值 ,按照以上方法 ,基于式 (9) 、

(10) ,有结果

X̂ 3 (2| 2) = z 3
1 (2)

z 3
1 (2) - z 3

1 (1)

T
z 3

2 (2)
z 3

2 (2) - z 3
2 (1)

T

′

(27)

P 3 (2| 2) = E[ �X 3 (2| 2) ( �X 3 (2| 2) )′] =
P 3

11 0 2 ×2　　

0 2 ×2 P 3
22

(28)

式中 , �X 3 (2| 2) = X3 (2) - �X 3 (2| 2) ,02 ×2表示 2 ×2 零矩阵 ,

而

P 3
11 =

1
1
T

1
T

2
T2 +

T2 q
4 a (1)

, P 3
22 =

1
1
T

1
T

2
T2 +

T2 q
4 ( a (1) - b(1) )

(29)

式中 a ( k) 、b( k) 表示 k 时刻的值.

比较式 (24) 、(28) 可以看出 , CMKF 算法中由于 R 不为对

角矩阵 ,因而 P (2| 2) 中各轴交叉项元素也不为零. 经过正规

变换 , R 3 成为单位矩阵 ,相应的 P 3 (2| 2) 成为对角块矩阵 ,

即各轴交叉项元素为零 ,从而滤波流程就可以按照图 1 进行 .

5 　仿真结果及分析

　　为了表明解耦 CMKF算法的有效性 ,这里给出对文献[1 ]

中的目标运动形式进行跟踪的仿真实验结果. 假设目标初始

距离 70km ,方位角 45°,并以 15m/ s 的速度沿 Y 轴方向运动.

过程噪声 q = 0. 012m/ s2 ,距离观测误差标准差σr = 50m ,方位

观测误差标准差分别取σθ = 0. 5°、σθ = 1. 5°,采样间隔 T =

60s.

定义位置、速度均方根误差 RMSE 作为对算法的评价指

标 :

RMS E =
1
Nk
∑
N

k

i =1
∑
M

k

j =1

[ xi
j ( tk) - x̂ i

j ( tk) ]2 (30)

其中 x ( k) 、̂x ( k) 分别为目标位置 (或者速度) 分量的真值和

估计值 , Mk 为维数 , Nk 为 Monte Carlo 实验次数.

应用原 CMKF 与本文的解耦 CMKF 算法对目标进行跟

踪 ,仿真中滤波初始值分别由式 (23) 、(24) 以及式 (27) 、(28)

得到. 1000 次 Monte Carlo 实验结果如图 2、3 所示.

图 2 　目标跟踪 RMSE ,σθ= 0. 5°

图 3 　目标跟踪 RMSE ,σθ= 1. 5°

实验结果表明 ,在不同程度的观测噪声下 , CMKF 算法与

解耦 CMKF算法的跟踪性能基本相同 ,从而通过实验验证了

本文提出的解耦 CMKF算法的有效性.

6 　总结

　　非线性测量是目标跟踪中的一个现实问题 ,而滤波器的

解耦问题是实际应用中的一个十分重要的问题. 文献 [ 3 ]指

出 ,一个 9 维状态耦合滤波器相比于三个 3 维状态解耦滤波

器 ,计算量前者是后者的 9 倍左右 ,存储空间的优势也是显而

易见的 ,同时能够减少 Kalman 滤波中“病态矩阵”问题的影

响[3 ,5 ] . 本文针对非线性测量下目标跟踪的应用背景 ,应用正

规变换解决了 CMKF滤波器的耦合问题. 更为重要的是 ,针对

二维情况下的具体问题 ,得到了解耦 CMKF 变换的解析表达

式 ,不仅减少了计算中的许多中间环节 ,而且更加清楚地表明

了转换测量和正规变换的物理含义. 文中对 CMKF 及解耦

CMKF算法的初值估计也相应进行了较为深入的研究.
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本文得到的解耦 CMKF算法的意义不仅在于其减少了计

算的复杂性 ,便于硬件并行处理 ,而且在于对算法的理论分析

也将更加便利 ,因为它将相关的多维问题转化为独立的一维

问题 ,同时进行了归一化处理 ,而且变换表达式是解析形式.

有关这方面的应用将在后续文章中阐述. 同时需要指出的是 ,

本文变换的解析表达式是在假定过程噪声在各坐标轴方向互

不相关的二维情况下得到的 ,对于过程噪声相关以及三维或

更高维情况下的解耦滤波形式将是下一步需要研究的.
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