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摘 要： 本文讨论了现有的三种分数阶微积分基本定义（ＲＬ（ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）定义、ＧＬ（ＧｒｕｍｗａｌｄＬｅｔｎｋｏｖ）定
义和Ｃａｐｕｔｏ定义）对阶数的适用范围，以及三者之间的关系；强调指出分数阶导数与整数阶导数之间的区别．通过对分
数阶微积分一个统一公式的讨论，以及给出分数阶微积分一个简单的物理解释，加深对分数阶微积分本质的认识；提

出定域长分数阶微积分定义，给出它的直接数值算法，预期它可能在实践中得到应用．
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１ 引言

分数阶微积分概念的提出已经有三百多年历史．在
很长时期中，分数阶微积分一直是数学家们的话题．直
到上世纪三十年代，分数阶微积分才首次得到应用．此
后几十年来，随着科学技术的发展，特别是计算技术的

进步，分数阶微积分走进了许多科学技术领域，得到了

越来越广泛的应用．相应地，对分数阶微积分理论的研
究也重新受到关注［１］．

现在被公认的分数阶微积分基本定义有三种，即

ＲＬ（ＲｉｅｍａｎｎＬｉｏｕｖｉｌｌｅ）定义、ＧＬ（ＧｒｕｍｗａｌｄＬｅｔｎｉｋｏｖ）定

义以及Ｃａｐｕｔｏ定义［２～５］．
现有文献中，对这三种定义适用的阶数范围以及它

们之间的关系［６，７］，有多种说法，其中不乏值得商榷之

处；对分数阶微积分的物理解释和几何解释都比较抽

象．本文对上述问题展开讨论；在此基础上，给出分数阶
微积分一种简单的物理解释；最后，提出一种定域长分

数阶微积分定义，给出它的直接数值算法，并预期它可

能在实践中得到应用．

２ 分数阶微积分三种定义及其相互关系

２１ 分数阶积分的ＲＬ定义
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分数阶积分的ＲＬ定义（以左下标Ｒ作标志）为

ＲＤ－α０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）α－１ｆ（ｔ）ｄｔ，α∈Ｒ＋ （１）

因为这里的α可以取正实数（包括正整数），所以，

确切地说，这是一种实数阶积分．特别是当α＝０时，有

ＲＤ００，ｘｆ（ｘ）＝
１
Γ（０）∫

ｘ

０
（ｘ－ｔ）－１ｆ（ｔ）ｄｔ＝ｆ（ｘ） （２）

２２ 分数阶导数ＲＬ定义
分数阶导数的ＲＬ定义（以左下标 Ｒ作标志）是对

函数分数阶积分取整数阶导数（导数阶数比积分阶数

大α），其表达式为

ＲＤα０，ｘｆ（ｘ）＝ＤｎＲＤ－（ｎ－α）０，ｘ ｆ（ｘ），ｎ∈Ｎ （３）
其中，ＲＤ－（ｎ－α）０，ｘ ｆ（ｘ）是 ｆ（ｘ）的ＲＬ定义（ｎ－α）阶积分．

下面考察式（３）适用的阶数范围：
（１）设α等于非整数ν，ｎ－１＜ν＜ｎ，即 ｎ－１＜α＜

ｎ，ｎ∈Ｎ．
因为整数阶微分算子的指数可以与其后面算子的

指数相加，故此时有

ＲＤα０，ｘｆ（ｘ）＝ＤｎＲＤ－（ｎ－ν）０，ｘ ｆ（ｘ）＝Ｄν０，ｘｆ（ｘ）

＝Ｄα０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（－α）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）－α－１ｆ（ｔ）ｄｔ （４）

这里，ν是非整数．由分数阶积分的 ＲＬ定义可以看出，
在传统的分数阶微积分定义中，分数阶一词有时已被

泛化成实数的代名词，为了避免混淆，本文把真正的分

数称为非整数．式（４）中的 Ｄα０，ｘｆ（ｘ）表示非整数阶导
数，注意，它不带右下标Ｒ，因为它不完全等同于分数阶
导数ＲＬ定义，而只是后者的一个特例，或者说是后者
的一个子集．

（２）设α＝ｎ－１，代入式（３）并进行算子指数相加，
则有

ＲＤα０，ｘｆ（ｘ）＝Ｄｎ［Ｄ－（ｎ－ｎ＋１）０，ｘ ｆ（ｘ）］
＝Ｄｎ［Ｄ－１ｆ（ｘ）］
＝Ｄｎ－１ｆ（ｘ）＝ｆ（ｎ－１）（ｘ） （５）

设α＝ｎ，代入式（３）并进行算子指数相加，则有

ＲＤα０，ｘｆ（ｘ）＝Ｄｎ［Ｄ－（ｎ－ｎ）０，ｘ ｆ（ｘ）］
＝Ｄｎ［Ｄ０ｆ（ｘ）］＝Ｄｎｆ（ｘ）＝ｆ（ｎ）（ｘ） （６）

综合上述，可得分数阶导数 ＲＬ定义适用的阶数
范围是：

ｎ－１＜α＜ｎ；
或者 ｎ－１≤α≤ｎ，若 ｆ（ｎ）（ｘ）存在．
２３ 分数阶积分ＧＬ定义

分数阶积分的ＧＬ定义（以左下标Ｇ作标志）为

ＧＤ－α０，ｘｆ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈα∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０

Γ（α＋ｋ）
Γ（ｋ＋１）Γ（α）

ｆ（ｘ－ｋｈ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈα∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０

α（α＋１）（α＋２）…（α＋ｋ－１）
Γ（ｋ＋１）

ｆ（ｘｋｈ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈα∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０

α[ ]ｋｆ（ｘ－ｋｈ），
ｎ－１＜α＜ｎ，ｎ∈Ｎ （７）

式中０，?ｘ／ｈ」是 ｘ／ｈ的最小整数商．
２４ 分数阶导数ＧＬ定义

分数阶导数的ＧＬ定义式为（以左下标 Ｇ作标志）
为

ＧＤα０，ｘｆ（ｘ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈ－α∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０
（－１）ｋ Γ（α＋１）

Γ（ｋ＋１）Γ（α－ｋ＋１）
×ｆ（ｘ－ｋｈ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈ－α∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０
（－１）ｋα（α－１）…（α－ｋ＋１）ｋ！ ×ｆ（ｘ－ｋｈ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈ－α∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０
（－１）ｋα( )ｋｆ（ｘ－ｋｈ）

＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈ－α∑

?ｘ／ｈ」

ｋ＝０

－α[ ]ｋ
ｆ（ｘ－ｋｈ） （８）

式（８）适用的阶数范围是 ｎ－１＜α＜ｎ，ｎ∈Ｎ或者 ｎ－１
≤α≤ｎ，若 ｆ（ｎ）（ｘ）存在．

应当指出，式（８）取极限条件是 ｈ→０＋，而不是 ｈ→
０（包括 ｈ→０＋和 ｈ→０－）．对于整数阶导数，取极限条件
必须是 ｈ→０，其中，ｈ→０＋（ｈ＞０，并趋于０）时，是求左
极限，ｈ→０－（ｈ＜０，并趋于 ０）时，是求右极限．当且仅
当左极限和右极限都存在并且相等时，整数阶导数才

存在．
对于分数阶导数，由于α是非整数，只能取 ｈ→０＋

（ｈ＞０并趋于 ０）．这是分数阶导数与整数阶导数的区
别之一．在现有的许多资料中，往往忽略了这一点，因
而引出一些模糊概念．

如果整数阶导数 ｆ（ｎ）（ｘ）存在，则对于 ｋ＝ｎ－１，ｎ
－２，…，１，ｆ（ｋ）（ｘ）必然存在，根据上述，ｆ（ｎ）（ｘ），
ｆ（ｎ－１）（ｘ），…对应的右极限必然存在而等于左极限，因
此，若 ｆ（ｎ）（ｘ）存在，则式（８）适用于 ｎ－１≤α≤ｎ．
２５ 分数阶积分的Ｃａｐｕｔｏ定义

分数阶积分的Ｃａｐｕｔｏ定义（以左下标ｃ作标志）为

ｃＤ－α０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）α－１ｆ（ｔ）ｄｔ，

Ｒｅ（－α）＜０ （９）
显然，如果不考虑复数阶，则式（９）与式（１）本质上是相
同的，只是对阶数范围的表述形式不同而已．
２６ 分数阶导数Ｃａｐｕｔｏ定义

分数阶导数Ｃａｐｕｔｏ定义是对函数的整数阶导数取
分数阶积分（积分阶数比导数阶数小α），其定义式（以

左下标Ｃ作标志）为

ＣＤα０，ｘｆ（ｘ）＝ＣＤ－（ｎ－α）０，ｘ Ｄｎｆ（ｘ）

＝ １
Γ（ｎ－α）∫

ｘ

０
（ｘ－ｔ）ｎ－α－１ｆ（ｎ）（ｔ）ｄｔ，

－１＜α≤ｎ （１０）
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与前面所有分数阶导数定义不同，式（１０）要求
ｆ（ｘ）必须具有 ｎ阶导数．
当α＝ｎ－１时，式（１０）右端变成 ｆ（ｎ－１）（ｘ）－

ｆ（ｎ－１）（０）≠ｆ（ｎ－１）（ｘ），因此，式（１０）不适用于α＝ｎ－１，
除非 ｆ（ｎ－１）（０）＝０．

有些资料把分数阶导数的 Ｃａｐｕｔｏ定义的适用范写
成 ｎ－１＜α＜ｎ，这是不全面的．
２７ 分数阶微积分三种定义之间的关系

综合上述可得：

（１）分数阶积分ＲＬ定义与Ｃａｐｕｔｏ定义是等价的；
（２）分数阶积分ＲＬ定义的非整数阶子集与分数阶

积分ＧＬ定义是等价的；
（３）分数阶导数ＲＬ定义与ＧＬ定义是等价的．
（４）分数阶导数 Ｃａｐｕｔｏ定义同ＲＬ定义及ＧＬ定义

不同，它与要求 ｆ（ｎ）（ｘ）必须存在．当且仅当在 ｆ（ｎ）（ｘ）
存在，并且 ｆ（ｎ－１）（０）＝０时，分数阶导数 Ｃａｐｕｔｏ定义同
ＲＬ定义及ＧＬ定义等价．

３ 分数阶微积分的本质

３１ 分数阶积分与导数的统一公式

综合式（１）和式（４），可以得出分数阶积分与导数的
一个统一公式

Ｄ－α０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）α－１ｆ（ｔ）ｄｔ （１１）

当α∈Ｒ＋时，式（１１）即式（１），表示实数阶积分；当 ｎ－１
＜－α＜ｎ，即当－ｎ＜α＜－（ｎ－１），ｎ∈Ｎ时，式（１１）
与式（４）等价，表示非整数阶导数．式（１１）对于α的适
用范围如图１所示．

３２ 对分数阶微积分本质的认识

式（１１）把实数阶积分与非整数阶导数统一在一个
框架下，为我们从总体上认识分数阶微积分的本质，提

供了有利条件．下面通过几个具体例子来说明这个问
题．
例１：设α＝１，代入式（１１），得

Ｄ－１０，ｘｆ（ｘ）＝
１
Γ（１）∫

ｘ

０
（ｘ－ｔ）１－１ｆ（ｔ）ｄｔ＝∫

ｘ

０
ｆ（ｔ）ｄｔ（１２）

显然，这就是普通的上限为变量的定积分．
例２：设α＝１５，代入式（１１），得

Ｄ－１５０．ｘ ｆ（ｘ）＝
１

Γ（１５）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）０５ｆ（ｔ）ｄｔ （１３）

例３：设α＝０５，代入式（１１），得

Ｄ－０５０，ｘ ｆ（ｘ）＝
１

Γ（０５）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）－０５ｆ（ｔ）ｄｔ （１４）

以上三个例子都属于实数阶积分．
例４：设α＝－０５，代入式（１１），得非整数阶导数

Ｄ０５０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（－０５）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）－１５ｆ（ｔ）ｄｔ（１５）

由以上几个例子，我们可以得出以下几点认识：

（１）实数阶积分是一种加权积分．其中，一阶积分
（即普通积分）是一个特例，其权值恒等于１；阶数大于１
时（例２），积分变量距离积分上限越远，则对应的权值
越大；相反，阶数小于１时（例３），积分变量距离积分上
限越远，则对应的权值越小．

（２）非整数阶导数也可以看作是一种加权积分，积
分变量距离积分上限越远，则对应的权值越小（例４）．
３３ 分数阶微积分的一种物理解释

现有的关于分数阶微积分的物理解释比较抽象难

懂．本文给出一种比较简单的物理解释如下：
重写分数阶积分公式（１）如下：

ＲＤ－α０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
ｘ

０
（ｘ－ｔ）α－１ｆ（ｔ）ｄｔ （１６）

可以看出，上式中的积分式是 ｆ（ｘ）与 ｘα－１的卷积分，根
据卷积分性质，该式也可以改写成

ＲＤ－α０，ｘｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
ｘ

０
ｔα－１ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ （１７）

就图２来看，若把 ｆ（ｘ）假想为作用在横轴单位长
度上的力，则式（１６）的被积函数相当于在横轴上 ｔ点处
的力元ｆ（ｔ）ｄｔ对 ｘ点产生的力矩，其力臂长度等于
（ｘ－ｔ）α－１，积分结果相当于区间段［０，ｘ］上所有的力
对 ｘ点产生的总力矩，再除以Γ（α），则得到以Γ（α）为
力臂长度的等效力．

就图３来看，式（１７）的被积函数相当于在横轴上 ｘ
－ｔ点处的力元ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ对ｘ点产生的力矩，其力臂
长度等于 ｔα－１，积分结果相当于区间段［ｘ，０］上所有的
力对 ｘ点产生的总力矩，与按（１６）积分结果相等，再除
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以Γ（α），则得到以Γ（α）为力臂长度的等效力．
类似思想也适用于非整数阶导数，只是力臂长度

要分别换成（ｘ－ｔ）－α－１、ｔ－α－１以及Γ（－α）．

４ 定域长分数阶微积分

４１ 定域长分数阶微积分定义

前面讨论的分数阶微积分公式，其积分域（积分区

间）长度等于 ｘ－０＝ｘ，它随着自变量 ｘ的增大而加长．
本文提出一种积分域长（积分区间长度）保持不变

（等于给定值）的分数阶微积分—定域长分数阶微积

分．定域长分数阶积分定义为

Ｄ－αＢ ｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
ｘ

ｘ－Ｂ
ｔα－１ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ

ｘ≥Ｂ，α∈Ｒ＋ （１８）
式中，常数 Ｂ表示积分域长，其大小根据需要设置．

把式（１８）中的α换成－α，便得到定域长非整数阶
导数定义

ＤαＢｆ（ｘ）＝
１

Γ（－α）∫
ｘ

ｘ－Ｂ
（ｘ－ｔ）－α－１ｆ（ｔ）ｄｔ

ｘ≥Ｂ，α∈Ｆ＋ （１９）
预期这种定域长分数阶微积分可能找到应用，譬

如，能否用定域长非整数阶积分滤波器，合成具有局部

相关／记忆特性的随机信号，就是一个值得进一步探讨
的问题．
４２ 定域长分数阶微积分的另一种表达形式

对式（１８）做变量代换，令 ｘ－ｔ＝τ，则 ｄｔ＝－ｄτ，
积分下限 ｔ＝ｘ－Ｂ对应于τ＝Ｂ，积分上限 ｔ＝ｘ对应
于τ＝０，于是，式（１８）可改写成另一种表达形式

Ｄ－αＢ ｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
Ｂ

０
τα
－１ｆ（ｘ－τ）ｄτ，

ｘ≥Ｂ，α∈Ｒ＋

把积分变量τ换成ｔ，则有

Ｄ－αＢ ｆ（ｘ）＝
１

Γ（α）∫
Ｂ

０
ｔα－１ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ

ｘ≥Ｂ，α∈Ｒ＋ （２０）
式（２０）与式（１７）相似，只是积分上限不同．如果令

式（１８）的积分下限 ｘ－Ｂ＝０，（此时，式（１８）已经不是定
域长分数阶积分了），则 Ｂ＝ｘ，式（２０）的积分上限可以
改成 ｘ，于是，式（２０）便与式（１７）完全相同了．有趣的
是，式（２０）的积分上限虽然是常数，但由于被积函数中
含有非积分变量 ｘ，所以积分结果仍然是 ｘ的函数．

同理，式（１９）可改写成另一种表达形式

ＤαＢｆ（ｘ）＝
１

Γ（－α）∫
Ｂ

０
ｔ－α－１ｆ（ｘ－ｔ）ｄｔ

ｘ≥Ｂ，α∈Ｆ＋
（２１）

４３ 定域长分数阶微积分的一种物理解释

前面提出的分数阶微积分物理解释，也适用于定

域长分数阶微积分．式（１８）的物理解释如图４所示，积
分变量 ｔ从ｘ－Ｂ变到ｘ．与式（１８）等价的式（２０），其物
理解释如图５所示，积分变量 ｔ从０（ｘ点处）变到 Ｂ（ｘ
－Ｂ点处）．可见按以上两式积分结果完全相同．除了
积分区间不同以外，具体物理解释与３３节完全相同．

４４ 定域长分数阶微积分的极限形式表达式

可以证明，与式（２０）对应的定域长非整数阶积分极
限形式表达式为

Ｄ－αＢ ｆ（ｘ） ｘ＝ｕｈ＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈα∑

ｂ

ｋ＝０

α[ ]ｋｆ（ｘ－ｋｈ）
ｕ≥ｂ，α∈Ｆ＋ （２２）

式中，ｂ＝?Ｂ／ｈ」是 Ｂ／ｈ的最小商．
注意，式（２０）（以及式（１８））既适用于整数阶，也适

用于非整数阶，沿用传统的说法，仍称其为定域长分数

阶积分．但式（２２）仅适用于非整数阶，为了避免混淆，称
其为定域长非整数阶积分．

与式（２１）对应的定域长非整数阶导数极限形式表
达式为

ＤαＢｆ（ｘ） ｘ＝ｕｈ＝ｌｉｍ
ｈ→０

＋
ｈα∑

ｂ

ｋ＝０

－α[ ]ｋ
ｆ（ｘ－ｋｈ）

ｕ≥ｂ，α∈Ｆ＋ （２３）
４５ 定域长非整数阶微积分的直接数值算法

同其它分数阶微积分定义一样，定域长非整数阶

微积分的极限形式表达式可以用于直接数值计算．下
面以公式（２３）为例，讨论定域长非整数阶导数的直接数
值算法．

实际计算时，选定一个很小的步长 ｈ之后，使用公
式（２３）的近似式

ＤαＢｆ（ｘ） ｘ＝ｕｈ≈ｈα∑
ｂ

ｋ＝０

－α[ ]ｋ
ｆ（ｕｈ－ｋｈ）

ｕ≥ｂ，α∈Ｆ＋ （２４）
式中的求和项系数可以展开为

－α[ ]ｋ
＝－α（－α＋１）（－α＋２）…（－α＋ｋ－１）ｋ！ （２５）
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如果记
－α[ ]ｋ

＝Ｗ（α）ｋ ，则由式（２５）可以导出递推公

式：

Ｗ（α）０ ＝１；

Ｗ（α）ｋ ＝Ｗ（α）ｋ－１ １－α
＋１( )ｋ ，ｋ＝１，２，…，ｂ （２６）

初始化时，计算出 ｈα，利用式（２６）把求和系数全部算
出；以后，ｘ每增加一个步长，只须重新计算各 ｆ（ｕｈ－
ｋｈ）值．而通常的非整数阶导数，ｘ每增加一个步长，递
推公式（２６）中，ｋ的上限也要加１，即要再计算一个求和
项系数．

只要把式（２４）～（２６）中的α换成－α，便得到定域
长非整数阶积分的直接数值算法．

５ 结论

综上，本文有以下结论：

（１）分析了分数阶微积分三种基本定义，即 ＲＬ定
义、ＧＬ定义和Ｃａｐｕｔｏ定义适用的阶数范围，以及它们
之间的等价关系（及其条件）．由于分数阶概念有时已
经被泛化成实数阶，为了避免混淆，在必要时，应采用

‘非整数阶’表示真正的分数阶．
（２）强调指出非整数阶导数与整数阶导数的两点

区别：①非整数阶导数的极限形式表表达式，其取极限

的条件是 ｈ→０＋，而整数阶导数，其取极限的条件是 ｈ
→０（包含 ｈ→０＋和（ｈ→０－）；②非整数阶导数还有一种
积分符号表达式，因此，它也可以看成是一种‘加权积

分’，通常所谓的‘分数阶导数具有记忆功能’，正是源

于这种‘积分’作用，在非整数阶导数的极限形式表达

式中，这种‘积分’作用表现为求和项数为∞（与阶数无
关），而整数阶导数只有极限形式表达式，而且其求和

项数是有限的（等于阶数）．
（３）给出分数阶积分和导数一个统一模型，从中可

以看出非整数阶积分与非整数阶导数之间的关系，以

及非整数阶积分与整数阶积分之间的关系．
（４）给出分数阶微积分一种简单的物理解释，从而

可以从另一个侧面加深对分数阶微积分本质的认识．
（５）提出一种定域长分数阶微积分定义，并给出它

的直接数值算法．预期它可能得到实际应用，例如，是
否可以用定域长分数阶积分滤波器来合成具有局部相

关／记忆特征的分数阶随机信号［８］，就是一个值得进一
步探讨的问题．
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