
广义量子 Ｌｏｏｐ程序的若干性质

雷红轩１，２，席政军１，李永明１

（１．陕西师范大学计算机科学学院，陕西西安 ７１００６２；２．内江师范学院数学与信息科学学院，四川内江 ６４１１１２）

摘 要： 本文首先就广义量子ｌｏｏｐ程序（简记为 ＧＱＬｏｏｐ）的主体由比特翻转、去极化、幅值阻尼、相位阻尼等信
道描述时，对它的终止（几乎终止）问题进行了研究．其次，讨论了两类 ＧＱＬｏｏｐ程序相互嵌套时 ｌｏｏｐ程序的终止（几乎
终止）的问题．研究表明：以量子运算的嵌套为主体的 ＧＱＬｏｏｐ程序终止（几乎终止）的条件依赖于刻画量子信道的参
数．最后，当开放量子系统与其环境在酉运算下做为ｌｏｏｐ程序的主体时，讨论了在酉运算后去掉环境时的主系统上量
子程序的执行过程．
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１ 引言

１９９４年，Ｓｈｏｒ［１］提出了著名的量子因子分解算法，
１９９６年Ｇｒｏｖｅｒ［２］给出了量子搜索算法，它们显示出量子
计算在某些计算领域比经典计算更有效［３］．当前，量子
算法还处在较低水平的量子线路的探索阶段．最近一些
学者开始研究量子程序语言的设计和语义［４～１４］．比如，
Ｋｎｉｌｌ［４］最先提出了设计量子程序语言，?ｍｅｒ［６，７］第一次
给出了真正的量子程序语言并对其进行了计算仿真，

Ｓａｎｄｅｒｓ［８］和Ｚｕｌｉａｎｉ［８～１１］设计了 ＧＣＬ风格下的量子程序
语言．按照Ｓｅｌｉｎｇｅｒ［１２］的观点，一个量子程序由超算子描
述．李志强等作者［１３］给出了四量子可逆逻辑电路快速
综合算法，薛希玲等作者［１４］较系统地阐述了量子线路

仿真的分治算法．为了能以较小的代价自动高效地构造
量子可逆逻辑电路，杨忠明等作者［１５］提出了一种新颖

的量子可逆逻辑电路综合方法．
最近，应明生教授等作者［１６～１８］详细研究了量子程

序的ＦｌｏｙｄＨｏａｒｅ逻辑、量子ｌｏｏｐ程序和量子程序的验证
问题，并在文献［１７］中给出了主体是酉运算的量子 ｌｏｏｐ
程序及程序终止（几乎终止）的定义，给出了程序终止

（几乎终止）的充要条件和量子态的计算函数，解决了几

乎终止对噪声的敏感性等问题．同时指出当两个量子
ｌｏｏｐ嵌套时主体不再是酉运算而是量子运算．本文作者
在文献［１７］的基础上提出了量子 ｌｏｏｐ程序的主体是量
子运算的量子ｌｏｏｐ程序，即广义量子 ｌｏｏｐ程序（简记为
ＧＱＬｏｏｐ），讨论了它的终止（几乎终止）等问题．
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本文首先在单量子比特空间上，选取测量算子为

“ｙｅｓｎｏ”测量时，分别对 ＧＱＬｏｏｐ程序的主体由比特翻
转、去极化、幅值阻尼、相位阻尼等信道描述时，ＧＱＬｏｏｐ
程序的终止（几乎终止）问题进行了研究．其次，将上述
信道按先后顺序的嵌套和外层 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入态
为内层ＧＱＬｏｏｐ程序的终态的嵌套做为 ＧＱＬｏｏｐ程序的
主体时它的终止（几乎终止）的情形进行了讨论，并给

出了一些实例．在开放量子系统中，一个自然的问题是
在主系统与环境构成的复合系统上执行量子 ｌｏｏｐ时，
主系统上是否也进行量子ｌｏｏｐ，该问题也可以归结于嵌
套问题．最后一部分重点讨论复合系统与子系统上 ｌｏｏｐ
的嵌套问题．

２ 量子ｌｏｏｐ程序的基本概念

开放量子系统的动力学过程可以看成是主系统同

相应环境之间的交互作用［３］．设主系统环境初始输入
为一个积状态ρρｅｎｖ，在酉变换 Ｕ后，在环境上执行一
个偏迹，得到开放系统的演化态，即

ε（ρ）＝ｔｒｅｎｖ［Ｕ（ρρｅｎｖ）Ｕ
］ （１）

其中ε是一个量子运算．令｛｜ｅｋ＞｝为环境 Ｅ的状态空
间的一组标准正交基，不妨设ρｅｎｖ＝｜０＞＜０｜为环境的
初始状态，则式（１）可以由Ｋｒａｕｓ算子和表示：

ε（ρ）＝∑ｋ
＜ｅｋ｜Ｕ［ρ ｜０＞＜０｜］Ｕ

｜ｅｋ＞

＝∑ｋ
ＥｋρＥ


ｋ其中Ｅｋ＝＜ｅｋ｜Ｕ｜０＞为主系统的状态空

间上的一个算子，算子｛Ｅｋ｝称为量子运算ε的运算
元［３］．本文中，用 Ｄ（Ｈ）表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ上所有密度
算子之集，ｓｐｅｃ（Ｍ）表示算子 Ｍ的特征值之集．

下面介绍广义量子 ｌｏｏｐ程序．假设有一个包含 ｎ
个量子系统ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ的量子寄存器，并且对于每个
ｉ≤ｎ，ｑｉ的状态空间是Ｈｉ．设 Ｋ是复合空间Ｈ＝ｎ

ｉ＝１Ｈｉ
上的一个量子运算，即 Ｋ（ρ）＝∑

ｄ

ｉ＝１
ＥｉρＥ


ｉ，其中 Ｅｉ是

运算元，满足∑
ｄ

ｉ＝１
ＥｉＥｉ＝Ｉ，ρ∈Ｄ（Ｈ），ｄ＝ｄｉｍ（Ｈ）．若

算子 Ｍ＝∑ｍ
ｍＰｍ是Ｈ上可观测量，则对任意的 Ｘ

ｓｐｅｃ（Ｍ），量子运算下的 ｌｏｏｐ程序（ＧＱＬｏｏｐ）［１９］由 Ｋ，Ｍ
和Ｘ定义为

ｗｈｉｌｅ（Ｍ［珋ｑ］∈Ｘ）｛珋ｑ：＝Ｋ（珋ｑ）｝ （２）
其中，珋ｑ表示量子寄存器ｑ１，ｑ２，…，ｑｎ．

设 ＰＸ＝∑
ｍ
Ｐｍ，Ｐ珔Ｘ＝ＩＨ－ＰＸ＝ ∑

ｍ∈ｓｐｅｃ（Ｍ）－Ｘ
Ｐｍ，其中 ＩＨ

是Ｈ上的单位算子．那么 ＧＱＬｏｏｐ（２）的控制部分“Ｍ∈
Ｘ”表示投影测量｛ＰＸ，Ｐ珔Ｘ｝在珋ｑ上的作用．如果式（２）中
的 Ｋ是酉变换，即运算元 Ｅｉ是酉矩阵时，量子 ｌｏｏｐ程
序的主体就是酉运算［１７］．

对任意输入态ρ０＝ρ∈Ｄ（Ｈ），如果 ＧＱＬｏｏｐ（２）程

序在前 ｎ－１步是不终止的，那么在第 ｎ步中，程序以
ｐ（ｎ）Ｔ （ρ）＝ｔｒ（Ｐ珔Ｘρ

（ｎ－１）
ｉｎ ）的概率终止于量子态ρ

（ｎ）
ｏｕｔ ＝

Ｐ珔Ｘρ
（ｎ－１）
ｉｎ Ｐ珔Ｘ
ｐ（ｎ）Ｔ （ρ）

，以 ｐ（ｎ）ＮＴ（ρ）＝ｔｒ（ＰＸρ
（ｎ－１）
ｉｎ ）的概率继续进行

ＧＱＬｏｏｐ（２）程 序，且 不 终 止 的 量 子 态 为 ρ
（ｎ）
ｍｉｄ ＝

ＰＸρ
（ｎ－１）
ｉｎ ＰＸ
ｐ（ｎ）ＮＴ（ρ）

，且ρ
（ｎ）
ｉｎ ＝Ｋ（ρ

（ｎ）
ｍｉｄ）．

定义１［１９］ １．如果对某个正整数 Ｎ，有 ｐ（Ｎ）ＮＴ（ρ）＝
０，则称ＧＱＬｏｏｐ（２）在输入态ρ上终止；

２．输入态ρ上ＧＱＬｏｏｐ（２）不终止的概率定义为 ｐＮＴ
（ρ）＝ｌｉｍｎ→∞ｐ

ｎ＋
ＮＴ（ρ），其中 ｐ

ｎ＋
ＮＴ（ρ）＝∏

ｎ

ｉ＝１
ｐ（ｉ）ＮＴ表示在第 ｎ

步后ＧＱＬｏｏｐ（２）程序不终止的概率．特别地，记 ｐ０＋ＮＴ（ρ）
＝１；
３．如果 ｐＮＴ（ρ）＝０，则称 ＧＱＬｏｏｐ（２）在状态ρ上几

乎终止；

４．如果 ｐＮＴ（ρ）＞０，则称 ＧＱＬｏｏｐ（２）在状态ρ上不
终止．

定义２［１９］ 如果一个ＧＱＬｏｏｐ（２）在所有的输入态ρ
∈Ｄ（Ｈ）上都终止（几乎终止），则称它是终止的 （几乎
终止的）．

设 Ａ是Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ上的任意一个算子，记 ＡＸ＝
ＰＸＡＰＸ，其中 ＰＸ是投影算子．对量子运算 Ｋ：Ｄ（Ｈ）→
Ｄ（Ｈ）在投影算子 ＰＸ下的限制，记 ＫＸ（ρ）＝ＰＸＫ（ρ）ＰＸ

＝ＰＸ（∑
ｄ

ｉ＝１
ＥｉρＥ


ｉ）ＰＸ．显然 ＫＸ仍然是量子运算．记

ＫｎＸ为ＫｎＸ（ρ）＝ＫＸ（ＫＸ（…ＫＸ（ρ

       ）…））
ｎ个ＫＸ

．对任意的正整数

ｎ，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的计算函数［１９］为：

Ｆ（ρ）＝Ｐ珔ＸρＰ珔Ｘ＋Ｐ珔ＸＫ∑
∞

ｎ＝０
ＫｎＸ（ρＸ( )）Ｐ珔Ｘ．

特别地，如果量子运算被酉变换代替时，ＧＱＬｏｏｐ程
序将退化到文献［１７］所定义的主体是酉变换的量子
ｌｏｏｐ程序．然而，任意两个广义量子 ｌｏｏｐ程序嵌套后是
否仍然是一个广义量子 ｌｏｏｐ程序？由于不知道程序的
终止情况，嵌套后的情形变的比较复杂．一般地，对于
每一个ρ∈Ｄ（Ｈ），有ｔｒ（Ｆ（ρ））＝１－ｐＮＴ（ρ）．根据定义
１，Ｆ（ρ）∈Ｄ（Ｈ）当且仅当广义量子 ｌｏｏｐ程序在输入态

ρ上几乎终止．在这种情况下，该广义量子 ｌｏｏｐ程序可
以构造一个量子运算．设 Ｌ１和 Ｌ２是两个广义量子 ｌｏｏｐ
程序，且 Ｌ１是几乎终止的，则将 Ｌ１嵌入 Ｌ２后得到一个
新的广义量子ｌｏｏｐ程序．

３ 几种量子信道下ＧＱＬｏｏｐ程序的终止

本节中，分别考虑比特翻转信道、去极化信道、幅

值阻尼信道、相位阻尼信道作为广义量子 ｌｏｏｐ程序的
主体时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的终止（几乎终止）的情况．不
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失一般性，选取测量算子为“ｙｅｓｎｏ”测量，即 Ｍ０＝｜０＞
＜０｜，Ｍ１＝｜１＞＜１｜测量算子．本节仅考虑单量子比特
系统，也即二维的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 Ｈ２．设ρ０∈Ｄ（Ｈ２）是初始

态，其中ρ０＝｜φ０＞＜φ０｜，｜φ０＞＝α｜０＞＋ １－α槡 ２

｜１＞为单量子比特，α为实数．用 Ｉ，Ｘ，Ｙ，Ｚ分别表示
单位矩阵、ＰａｕｌｉＸ矩阵、ＰａｕｌｉＹ矩阵、ＰａｕｌｉＺ矩阵［３］．

（１）比特翻转信道

比特翻转信道的运算元为 Ｅ１０＝槡ｐＩ，Ｅ１１＝ １－槡 ｐ

Ｘ，０≤ｐ≤１．它的 Ｋｒａｕｓ算子和为 Ｋ１（ρ０）＝∑
１

ｉ＝０Ｅ１ｉ

ρ０Ｅ

１ｉ．经过简单的计算可得

Ｋｎ１Ｘ（ρ０）＝ｐ
ｎ－１［（１－α２）ｐ＋α２（１－ｐ）］｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）＝ｔｒ（Ｋ
ｎ－１
１Ｘ（ρ０））

＝ｐｎ－２［（１－α２）ｐ＋α２（１－ｐ）］．
命题１ （ｉ）当０＜ｐ＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体

由比特翻转信道 Ｋ１描述时是几乎终止的；（ｉｉ）当｜α｜＝
１，ｐ＝１或 ｐ＝０时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由比特翻转
信道 Ｋ１描述时是终止的．

（２）去极化信道

去极化信道的运算元为 Ｅ２０＝
４－３槡 ｐＩ
２ ，Ｅ２１＝

槡ｐＸ
２，Ｅ２２＝

槡ｐＹ
２，Ｅ２３＝

槡ｐＺ
２，０≤ｐ≤１．它的 Ｋｒａｕｓ算子

和为 Ｋ２（ρ０）＝∑
３

ｉ＝０
Ｅ２ｉρ０Ｅ


２ｉ．

经过简单的计算可得

Ｋｎ２Ｘ（ρ０）＝（１－α
２）１－１２( )ｐｎ

｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）＝ｔｒ（Ｋ
ｎ－１
２Ｘ（ρ０））＝（１－α

２）１－１２( )ｐｎ－１
．

命题２ （ｉ）当０＜ｐ≤１，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由
去极化信道 Ｋ２描述时是几乎终止的；（ｉｉ）当｜α｜＝１，即

ρ０＝｜０＞＜０｜为计算基态时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由
去极化信道 Ｋ２描述时是终止的．

（３）幅值阻尼信道
幅值阻尼信道的运算元为 Ｅ３０＝ｄｉａｇ１， １－槡( )γ ，

Ｅ３１＝ａｎｔｉ－ｄｉａｇ０，槡( )γ ，０≤γ≤１可认为是丢失一个
光子的概率［３］．它的 Ｋｒａｕｓ算子和为 Ｋ３（ρ０）＝

∑
１

ｉ＝０
Ｅ３ｉρ０Ｅ


３ｉ．经过简单的计算可得

Ｋｎ３Ｘ（ρ０）＝（１－α
２）（１－γ）ｎ｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）＝ｔｒ（Ｋ
ｎ－１
３Ｘ（ρ０））＝（１－α

２）（１－γ）ｎ－１．
命题３ （ｉ）当０＜γ＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体

由幅值阻尼信道 Ｋ３描述时是几乎终止的；（ｉｉ）当γ＝１
或｜α｜＝１，即ρ０＝｜０＞＜０｜为计算基态时，ＧＱＬｏｏｐ（２）
程序的主体由幅值阻尼信道 Ｋ３描述时是终止的．

（４）相位阻尼信道

相位阻尼信道的运算元为 Ｅ４０＝ｄｉａｇ１， １－槡( )ｐ，
Ｅ４１＝ｄｉａｇ０，槡( )ｐ，０≤ｐ≤１可以认为是来自系统的一
个光子没有能量损失时散射的概率［３］．它的 Ｋｒａｕｓ算子

和为 Ｋ４（ρ０）＝∑
１

ｉ＝０
Ｅ４ｉρ０Ｅ


４ｉ．经过简单的计算可得

Ｋｎ４Ｘ（ρ０）＝（１－α
２）｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）＝ｔｒ（Ｋ
ｎ－１
４Ｘ（ρ０））＝１－α

２．
命题４ 当｜α｜＝１，即ρ０＝｜０＞＜０｜为计算基态

时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由相位阻尼信道 Ｋ４描述时
是终止的．

４ 几种常用信道相互嵌套在ＧＱＬｏｏｐ下的性
质

本节我们将讨论比特翻转信道、去极化信道、幅值

阻尼信道、相位阻尼信道的相互嵌套在量子运算 Ｋ作
用下作为ＧＱＬｏｏｐ程序的主体时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的终止
（几乎终止）的情况．由于这四种信道相互嵌套的情况
很多，其分析基本类似，我们选择其中２个有典型意义
的信道讨论如下：

设 Ｋ１（ρ０），Ｋ３（ρ０）分别为比特翻转信道和幅值阻
尼信道的Ｋｒａｕｓ算子和表示．

（１）量子运算先作用在比特翻转信道上后作用在
幅值阻尼信道上的嵌套

经过简单的计算可得

（Ｋ３ＸＫ１Ｘ）ｎ（ρ０）
＝［（１－α２）ｐ＋α２（１－ｐ）］ｐｎ－１（１－γ）ｎ｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）＝［（１－α
２）ｐ＋α２（１－ｐ）］ｐｎ－２（１－γ）ｎ－１．

命题５ （ｉ）当 ｐ＝０时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由
Ｋ３Ｋ１描述时是终止的；（ｉｉ）当 ０＜ｐ＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）
程序的主体由 Ｋ３Ｋ１描述时是几乎终止的；（ｉｉｉ）当０＜γ
＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ３Ｋ１描述时是几乎终
止的；（ｉｖ）当γ＝１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ３Ｋ１描
述时是终止的；（ｖ）当｜α｜＝１，ｐ＝１，γ＝０时，ＧＱＬｏｏｐ
（２）程序的主体由 Ｋ３Ｋ１描述时是终止的．

（２）量子运算先作用在幅值阻尼信道后作用在比
特翻转信道上的嵌套

经过简单的计算可得

（Ｋ１ＸＫ３Ｘ）ｎ（ρ０）＝（１－α
２）（１－γ）ｎｐｎ｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）＝（１－α
２）（１－γ）ｎ－１ｐｎ－１．

命题６ （ｉ）当 ｐ＝０时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由
Ｋ１Ｋ３描述时是终止的；（ｉｉ）当 ０＜ｐ＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）
程序的主体由 Ｋ１Ｋ３描述时是几乎终止的；（ｉｉｉ）当０＜γ
＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ１Ｋ３描述时是几乎终
止的；（ｉｖ）当γ＝１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ１Ｋ３描
述时是终止的；（ｖ）当｜α｜＝１，ｐ＝１，γ＝０时，ＧＱＬｏｏｐ
（２）程序的主体由 Ｋ１Ｋ３描述时是终止的．
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以上两个命题表明，尽管两个量子程序结合的前

后顺序和非终止的概率 Ｐｎ＋ＮＴ（ρ０）不一样，但它们在相同
条件下终止（几乎终止）的结果是一致．但通过对本文
所讨论的四种常用量子程序嵌套的分析可知，任意两

个量子程序结合的先后顺序不同也会导致不同的结

论，嵌套后的ＧＱＬｏｏｐ程序的终止（几乎终止）的情况变
得比较复杂．然而，当一个 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入态为另
一个ＧＱＬｏｏｐ程序的终态时，这种嵌套下的 ＧＱＬｏｏｐ（２）
程序的终止（几乎终止）的情况如何，我们分析如下：

（３）Ｋ３描述的 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入态为 Ｋ１描述的
ＧＱＬｏｏｐ程序终态的嵌套

首先计算 Ｋ１描述的 ＧＱＬｏｏｐ程序的终态 Ｆ１（ρ０）．
经过简单的计算有

ρ０Ｘ＝Ｍ１ρ０Ｍ１＝（１－α
２）｜１＞＜１｜，

Ｆ１（ρ０）＝（１－α
２）
１
１－ｐ｜１＞＜１｜，０＜ｐ＜１．

此时 Ｆ１（ρ０）作为 Ｋ３描述的 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入
态，经计算有：

Ｋｎ３Ｘ（Ｆ１（ρ０））＝（１－α
２）
１
１－ｐ（１－γ）

ｎ｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（Ｆ１（ρ０））＝（１－α
２）
１
１－ｐ（１－γ）

ｎ－１，０＜ｐ＜１．

因为当｜α｜＝１，ｐ＝１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由
Ｋ１描述时是终止的，此时ρ０Ｘ＝０，这时 Ｆ１（ρ０）＝０没有
必要做为 ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ３描述时的输入
态，因此有如下结论：

命题７ 设｜α｜≠１，０＜ｐ＜１，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主
体由 Ｋ３描述，并以由 Ｋ１描述时的终态作为输入态，则
这种嵌套的ＧＱＬｏｏｐ程序终止（几乎终止）的情况如下：
（ｉ）当０＜γ＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ３描述时
在输入态 Ｆ１（ρ０）上是几乎终止的；（ｉｉ）当γ＝１时，
ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ３描述时在输入态 Ｆ１（ρ０）上
是终止的．

以上结论与命题 ３的结论是类似的，这说明
ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ３描述时终止（几乎终止）对
输入态的选取不敏感，而对γ的取值很敏感．

（４）Ｋ１描述的ＧＱＬｏｏｐ程序的输入态为 Ｋ３描述的
ＧＱＬｏｏｐ程序终态的嵌套

类似的计算可得

Ｆ３（ρ０）＝（１－α
２）
１
γ
｜１＞＜１｜，０＜γ＜１．

此时 Ｆ３（ρ０）作为 Ｋ１描述的 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入
态，经计算有：

Ｋｎ１Ｘ（Ｆ３（ρ０））＝（１－α
２）
１
γ
ｐｎ｜１＞＜１｜，

Ｐｎ＋ＮＴ（Ｆ３（ρ０））＝（１－α
２）
１
γ
ｐｎ－１，０＜γ＜１．

因为当｜α｜＝１，或γ＝１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体

由 Ｋ３描述时是终止的，此时ρ０Ｘ＝０，这时 Ｆ３（ρ０）＝０没
有必要做为ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ１描述时的输入
态，因此有如下结论：

命题８ 设｜α｜≠１，０＜γ＜１，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主
体由 Ｋ１描述，并以由 Ｋ３描述时的终态作为输入态，则
这种嵌套的ＧＱＬｏｏｐ的终止（几乎终止）情况如下：（ｉ）当
０＜ｐ＜１时，ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ１描述时在输入
态 Ｆ１（ρ０）上是几乎终止的；（ｉｉ）当 ｐ＝０时，ＧＱＬｏｏｐ（２）
程序的主体由 Ｋ１描述时在输入态 Ｆ１（ρ０）上是终止的．

上面结论与命题 １的结论是类似的，这说明
ＧＱＬｏｏｐ（２）程序的主体由 Ｋ１描述时的终止（几乎终止）
对输入态的选取不敏感，而对 ｐ的取值很敏感．

通过对以上两个命题的分析可知，当一个 ＧＱＬｏｏｐ
程序的输入态为另一个 ＧＱＬｏｏｐ程序的终态时，这种嵌
套的情况很复杂．因为当被嵌套的 ＧＱＬｏｏｐ程序终止
时，它的终态为０，就不能作为外层 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入
态．结果表明，当内层 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入态为纯态时，
它的终态也是纯态，也就是说外层 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入
态为纯态．一般来说，这种嵌套极大地依赖于内外量子
程序中参数的选取．

５ 复合系统与子系统上的Ｌｏｏｐ程序

在前面我们选取纯态和简单的测量算子讨论了几

类量子信道作为量子 ｌｏｏｐ程序主体时的终止（几乎终
止）情况，同时也考虑了它们之间的嵌套．现在一个自
然的问题是，在复合系统上执行 ｌｏｏｐ程序时，子系统上
是否也存在一个相应的ｌｏｏｐ．基于主系统与环境之间的
关系，这节我们将回答这个问题．不妨设主系统和环境
在酉变换下执行ｌｏｏｐ程序，下面考虑该复合系统在 ｌｏｏｐ
后得到的主量子系统上的态是否可以等价于主系统上

相应的量子运算执行的 ｌｏｏｐ程序．我们将考虑控制非
门诱导的ｌｏｏｐ情形．

设主系统是一个单量子比特主系统，它通过控制

非门变换

Ｕ＝Ｐ０Ｉ＋Ｐ１Ｘ
与环境产生交互作用．其中 Ｘ为 Ｐａｕｌｉ矩阵，Ｐ０＝
｜０＞＜０｜，Ｐ１＝｜１＞＜１｜为投影算子．假定环境从状态
｜ｅ０＞＝｜０＞出发，设主系统处于状态ρ，则

Ｅ０≡＜０｜Ｕ｜０＞＝｜０＞＜０｜，Ｅ１≡ ＜１｜Ｕ｜０＞＝
｜１＞＜１｜，
于是

Ｕ（ρ｜０＞＜０｜）Ｕ
＝∑

１

ｉ，ｊ＝０
ＥｉρＥ


ｊ｜ｉ＞＜ｊ｜．

记珓ρ＝Ｕ（ρ｜０＞＜０｜）Ｕ
，首先考虑使用 Ｍ１Ｉ

对珓ρ进行测量，之后再进行 Ｕ演化，得到
（Ｍ１Ｉ）珓ρ（Ｍ１Ｉ）＝Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜，
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Ｕ（Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜）Ｕ
＝Ｅ１ρＥ１｜０＞＜０｜．

上述过程经过 ｎ次后，进行第 ｎ＋１次测量得到 Ｍ１ρＭ１
｜１＞＜１｜，此时

Ｐｎ＋ＮＴ（̄ρ）＝ｔｒ（Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜）＝ｔｒ（Ｍ１ρ）．
而ε（ρ）＝ｔｒｅｎｖ（Ｕ（ρ｜０＞＜０｜）Ｕ

）＝Ｅ０ρＥ

０＋

Ｅ１ρＥ

１，经过简单的计算可得ε

ｎ
Ｘ（ρ）＝Ｍ１ρＭ１，Ｐ

ｎ＋
ＮＴ（ρ）

＝ｔｒ（Ｍ１ρ）．
通过以上分析可得，在复合系统上执行 ｌｏｏｐ程序

时，在测量算子 Ｍ１Ｉ作用下 ｌｏｏｐ程序在输入态ρ
｜０＞＜０｜上终止（几乎终止）的结果同主系统上执行
ＧＱＬｏｏｐ程序时在输入态ρ上终止（几乎终止）的结果一
致．

其次，用测量算子 ＩＭ１对 ￣
ρ 进行测量，再进行

Ｕ演化，得到
（ＩＭ１）̄ρ（ＩＭ１）＝Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜，
Ｕ（Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜）Ｕ

＝Ｅ１ρＥ１｜０＞＜０｜，
再测量后得

（ＩＭ１）（Ｅ１ρＥ１｜０＞＜０｜）（ＩＭ１）＝０．
此时 Ｐｎ＋ＮＴ（̄ρ）＝０，但是 Ｐ

ｎ＋
ＮＴ（ρ）＝ｔｒ（Ｍ１ρ）．

通过以上分析可得，复合系统作为 ｌｏｏｐ程序的主
体在测量算子 ＩＭ１作用下 ＧＱＬｏｏｐ程序在输入态ρ
｜０＞＜０｜上是终止的，但在环境上执行一个偏迹得到
主系统的约化状态做为 ＧＱＬｏｏｐ程序的主体时 ＧＱＬｏｏｐ
程序在输入态ρ上终止的概率为ｔｒ（Ｍ１ρ）．

最后，用测量算子 Ｍ１Ｍ１对 ￣
ρ 进行测量，再进

行 Ｕ演化，得到
（Ｍ１Ｍ１）̄ρ（Ｍ１Ｍ１）＝Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜，
Ｕ（Ｍ１ρＭ１｜１＞＜１｜）Ｕ

＝Ｅ１ρＥ１｜０＞＜０｜，
再测量后得

（Ｍ１Ｍ１）（Ｅ１ρＥ１｜０＞＜０｜）（Ｍ１Ｍ１）＝０．
此时 Ｐｎ＋ＮＴ（̄ρ）＝０，但是 Ｐ

ｎ＋
ＮＴ（ρ）＝ｔｒ（Ｍ１ρ）．

进一步分析可得，复合系统作为 ｌｏｏｐ程序的主体
在测量算子 Ｍ１Ｍ１作用下ＧＱＬｏｏｐ程序在输入态ρ
｜０＞＜０｜上是终止的，但在环境上执行一个偏迹得到主
系统的约化状态做为 ＧＱＬｏｏｐ程序的主体时 ＧＱＬｏｏｐ程
序在输入态ρ上终止的概率为ｔｒ（Ｍ１ρ）．

通过以上三种情况的分析我们得到如下结论：

在复合系统上执行酉变换的 ｌｏｏｐ程序时，在不同
的测量算子下得到不同的结果．同时，在子系统上不一
定再执行 ｌｏｏｐ程序．子系统上是否执行 ｌｏｏｐ程序与复
合系统上的测量有直接关系．

６ 结论

本文分别对 ＧＱＬｏｏｐ程序的主体由比特翻转、去极
化、幅值阻尼、相位阻尼等量子信道描述时，ＧＱＬｏｏｐ程

序终止（几乎终止）等问题进行了研究．由于上述任意
两个信道描述的量子运算的嵌套仍为一个量子运算，

我们讨论了它们相互嵌套后做为 ＧＱＬｏｏｐ程序的主体
时ＧＱＬｏｏｐ程序终止（几乎终止）的问题，并给出了几个
例子予以说明．研究表明：不管是两个量子信道按先后
顺序的嵌套还是外层 ＧＱＬｏｏｐ程序的输入态为内层
ＧＱＬｏｏｐ程序的终态的嵌套，ＧＱＬｏｏｐ程序终止（几乎终
止）的情况变得较为复杂，对刻画量子信道的参数的选

取要求较高．最后我们对酉运算描述的复合系统中主
系统环境在酉运算 Ｕ下做为 ｌｏｏｐ程序的主体及在环
境上执行一个偏迹得到主系统单独的约化状态做为

ｌｏｏｐ程序的主体问题进行了探讨，发现复合系统做为
ｌｏｏｐ程序的主体在不同测量算子作用下 ｌｏｏｐ程序终止
（几乎终止）的结果同主系统的约化状态做为 ｌｏｏｐ程序
的主体时ｌｏｏｐ程序终止（几乎终止）的结果不一致，即
就是说，复合量子系统在酉运算下对不同的测量算子

的影响很敏感，有的测量算子对复合系统测量后主系

统不再是一个量子 ｌｏｏｐ．从而，本文很好的回答和解决
了文献［１７］中提出的一个公开问题，即量子ｌｏｏｐ程序的
主体不是酉运算而是量子运算时量子 ｌｏｏｐ程序终止
（几乎终止）的判定问题．
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