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线性系统理论在分析分形
一

小波
变换编码误差中的应用

马 波
,

裘正定
北方交通大学信息所

,

北京 仪 只

摘 要 本文利用线性系统理论对 〔匕 所采用的自子树量化 哭 分形
一

小波变换图像编码算法进行了深人分

析
,

并发现 哭 变换的吸引子与动力系统的稳定状态具有一致性 因此编码过程实际上就是对动力系统的参数进行编

码 通过这种分析使我们了解到了尺度函数系数的量化误差是怎样影响解码图像的
,

从而可以更有效地控制解码误

差
,

并且由此还可以更深刻地认识 哭 算法中直接存储尺度函数系数方案给编
、

解码带来的巨大好处
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引言
最近出现了不少用分形

一

小波变换来进行图像压缩编码

的算法〔‘ ,, 〕,

它们大都是对小波系数子树进行尺度变换
,

然

后将其复制到更低一级的尺度上去 这一操作类似于 】璐 对

集合的几何变换和 有灰度映射的 对 函数的变

换冈 它们试图利用分形变换在小波域中对空间局部的 自相

似进行量化编码 同零树小波算法 〔〕相比
,

它们也表现

出很高的编码效率 主要是它们利用了小波分解的空间
、

频率

局部特性
,

即通过小波分解的图像的大部分能量主要集中在

低频信号中
,

而剩下的图像的高频部分
,

大多数的能量又主要

在空间上集中在边缘附近 正是对这种信源模型的好的量化

方案
,

使得它们在图像压缩算法中获得了显著的地位 现在国

际上普遍关注较多的是 ’〕的自子树量化算法 印

于 年 月提出了分形
一

小波变换的自子树量化算法采用

了与 类似的空间
一

频率量化编码方案
,

特别是 闺 算

法中直接存储尺度函数系数的处理技术比较新颖 它使得解

码大大简化
,

同时也使对解码误差的控制要容易的多 但在文

〔 中 曰“ , 并未给出尺度函数与编
、

解码误差的关系的数学

描述
,

从而不能有针对性地设计尺度函数系数的有效量化方

案 本文利用线性系统理论来分析尺度函数系数对编
、

解码误

差的影响
,

并据此提出了控制解码误差的新的设计思想

分形 】 编码与线性时不变离散系统的联系

邢理论把分形定义为在 巨班妇伍任测度空间 元 上压

缩映射的不动点 定义变换 如下
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算子 作用于矿 的某一子集 并收敛于称为 邢 吸引

子的一个唯一的 见的子集 可得
。叭

其中 ‘ 为吸引子
,

而 。汤表示映射 。 的 次迭代
,

于是有 。

口 和 扩
几 十 ‘ 口 。 沪 口

,

所以吸引子就是变换

的不动点
,

它等于变换
, 。 ,

⋯
,

吻 作用于它本身所得的

个部分的拼贴组合 可见
,

叱 变换的吸引子是测度空间

元
,

上的非空
、

紧致子集 因此对初值 二。 见迭代作用算子
,

可得序列
。

任戈
,

表示如下

‘
十 , ‘

,

若对任意初始值 二 。任戈
,

序列 二。

收敛到空间中的同一个点
’ ,

则 二 ‘

为 的吸引子
,
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严
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若 无为一矢量空间
,

根据式 可写为如下形式
,
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其中 为线性算子

,

为常数算子 对输人为
,

输出为
,

状态为
。

的线性时不变离散系统 如图 所示

其动力系统方程如下

状态方程 二。 , 二

风

输出方程 几

为状态转移矩阵 若式 中的 、 为常数
,

式 与式 是

一致的
,

因此可以认为 见是按 变化的系统的状态

为了用 分形变换来编码一幅 自然图像
,

图像必须表

示成一个紧致
、

非空集合 根据有限覆盖定理
,

图像可表示为

有限个子图像的并集 然而图像若只是非空紧致集的话
,

还不

能用线性系统理论来进行分析
,

所幸 咖 〕提出了局部 此
分形编码算法

,

该算法是基于图像中不同尺度的局部图像之

间具有自相似性
,

这种确定 自相似是仿射变换下的线性 自相

似 这使得用线性系统理论对局部 分形变换进行分析就

显得十分自然了 将图像看成线性系统的一个状态
,

初始图像

是系统的初始状态
,

输人为常量
,

邢 的吸引子可看作系统的

稳定状态 这样
,

可通过研究线性系统的结构来了解 「 分形

变换编码的误差特性

自子树最化算法 的线性系统模型

由于小波基具有与分形编码所要提取的自相似性相同的

特性
,

使得小波变换作为分形块编码的分析工具是非常适宜
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小波分解的一个重要性质就是它们保存了图像特征的空

间局部性 尺度 函数 以
,

, 的系数与图像中坐标 左下角 为
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, 大小为 , 的块内像素的平均值成比例
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而与该
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小波分解使得空间中一个小区域里的一组像素对应一个小波

子树以及与该子树相联的尺度函数系数

定义一个线性输入子树算子 以
,
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一幅图像中提取一个树根中包括了某一个方向的 此
, ,

‘的系

数的子树
,

此处只考虑一个方向而不是三个方向 定义了一个

线性输出算子 以
,

‘ ‘ ,

它在一个全零的图像中插入一个根对

应系数为 此
,

。
,

, , 。 任 。 的子树 算子 几是由从粗尺度到细尺

度的系数变换
、

乘 以及对最细尺度的系数的舍弃等步骤

组成的 矛 为截短和重排子树 次 几为对称变换算子
,

它对
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,
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,
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,

其中 及 乃表示对每一值子树
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,
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数到精细尺度小波系数的映射 还有
,

由式 可以看出传统

分形编码方案中的偏移因子 只影响尺度函数系数

如图 所示
,
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素可表示为
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,
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其中 户‘表示对矩阵 ‘所采用的仿射变换类型

归算法中尺度函数系数对编
、

解码误差的影响

由前述分析
,

印 编码可以用线性系统的动态方程进行
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