
两种结构的商空间模型比较研究

王加阳，杨正华
（中南大学信息科学与工程学院，湖南长沙 ４１００８３）

摘 要： 本文提出了多粒度计算的一般架构，即自顶向下的分解和自底而上的综合．结构在商空间理论中扮演
着举足轻重的角色，不同结构下商空间模型会有所差异．在合成方面，具有拓扑结构的不同商空间的合成拓扑不是商
拓扑，而具有代数结构的不同商空间的合成运算是商运算．在分解方面，定义了问题等价和可逆分解的概念后，得出了
两种结构的分解都是可链式化的，即链式分解和直接分解是等价的，以及代数结构的商空间模型中正交分解是可逆分

解，而对于拓扑结构的商空间模型类似结论不一定成立．
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１ 引言

粒计算（ＧｒａｎｕｌａｒＣｏｍｐｕｔｉｎｇ）最早由 Ｔ．Ｙ．Ｌｉｎ于１９９７
年提出，虽然所研究的时间并不长，但粒计算业已成为

人工智能研究领域的热点之一，越来越受到许多学者的

重视．目前对粒计算尚无统一定义，一般认为是利用粒
（Ｇｒａｎｕｌｅｓ）求解复杂问题的一切理论、方法、技术和工具
的总称［１］．粒度的概念源远流长，似乎和智能是一对孪
生兄弟．人类能从不同的粒度上感知和描述世界，但仅
提取哪些感兴趣的事物特征信息［２］．这种在不同粒度认
知事物以及不同粒度间转换的能力是人类智能的关键

特征，也正是这种能力使人类能把一个复杂的现实世界

抽象成一个可计算的、易处理的简单问题［３］．由此看来
对智能的深入研究离不开粒计算，因此粒计算既有着广

阔的应用前景和巨大的潜在价值，也会遇到前所未有的

挑战．虽然至今为止对粒计算研究还没有一致的观点和
统一的模型，但国内外学者以不同的观点建立了相应的

粒计算模型［４～１１］，并取得了丰硕的理论和实践成果，文

献［１２，１３］十分全面地归纳了粒计算的基本问题和几种
主流的模型．

商空间理论是张钹院士和张铃教授提出的、一种主

流的和十分重要的粒计算模型．他们认为人类智能的特
点就是能够从极不相同的粒度上观察和分析同一问题，

而且还能够很快地从一个粒度世界跳到另一个粒度世

界［１４］．在商空间理论中用三元组（Ｘ，ｆ，Ｓ）描述问题，其
中 Ｘ表示论域，ｆ是论域的属性函数，Ｓ表示论域的结
构，又用论域上的等价关系描述问题的粒度．因此，给定
一个等价关系 Ｒ就可以对问题粒化而得到该问题的一
个商空间（［Ｘ］，［ｆ］，［Ｓ］），其中［Ｘ］表示论域 Ｘ相对于
Ｒ的商集，［ｆ］是商属性函数，［Ｓ］是商结构［１５］．引入结
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构描述使商空间理论有了更强的描述能力，也同时使

商空间理论有了更丰富的内涵．当问题结构是拓扑结
构时，不同粒度世界的全体构成一个完备半序格，为研

究不同粒度世界之间的转换、分解和合成等运算提供

了理论依据［１６］．同时，商空间理论进一步指出粒度世界
的变换具有性质保留的特性，即保假、保真原理．利用
性质保留特性可以在问题求解过程中删除无关部分，

从而加快问题的求解速度［１７］．笔者在先前研究中讨论
了论域结构为代数运算的情况下，也得出了类似结论，

即不同具有商运算的粒度世界构成完备半序格，保假、

保真原理在具有代数结构的商空间中仍然成立．
本文结合多粒度计算的一般架构，详细比较分析

了具有拓扑结构的商空间模型（以下简称为拓扑商空

间）和具有代数结构的商空间模型（以下简称为代数商

空间）的异同．首先，提出了多粒度计算的一般架构，即
自顶向下的分解和自底而上的综合，并分析了商空间

模型下多粒度计算架构的特征．其次，比较了多粒度计
算下拓扑商空间和代数商空间在合成上的差异，分别

从论域合成、属性函数合成和结构合成三方面加以讨

论分析．最后，比较了多粒度计算下拓扑商空间和代数
商空间在分解过程中的差异，并提出了问题等价和可

逆分解等相关概念．

２ 多粒度计算的一般架构和商空间模型下
的特性

粒化是粒计算研究中最基本也是最重要的问题之

一．对于一个问题 Ｐ以及给定问题的一个粒度Ｇ，就可

以对问题 Ｐ粒化，Ｐ →
Ｇ
Ｐ１，得到问题 Ｐ的一个粗粒度

描写Ｐ１．当问题 Ｐ１粒度仍然太细，或者说规模还是不

可接受，可以对其继续粒化 Ｐ１
Ｇ
→
２
Ｐ２得到问题 Ｐ２．以

此类推，可以对问题逐次粒化，形成一个粒化链 Ｐ…
Ｇ
→
ｉ
Ｐｉ…

Ｇ
→
ｎ
Ｐｎ．这一过程实际上就是一个分层递阶的

过程．这种粒度计算模式，每次对问题都做一个方向上
的粒化，也就是只取原问题的一个粒度，是一种单一粒

度计算方式．实际应用中往往需要从不同粒度上分析
原问题，然后把不同粒度上的结果综合起来，这就是多

粒度计算．简而言之，多粒度计算即取若干个不同的粒
度来分析问题，然后把各个粒度的解综合起来得到原

问题的解．
图１是多粒度计算的一般架构的示意图，图的上半

部分是一个自顶向下的分解过程，也就是粒度构造过

程，而下半部分是粒度综合的过程，也就是把不同粒度

的解自底而上的综合成一个解．具体而言，对一个问题
Ｐ，取问题的若干个粒度｛Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｉ，…｝，得到问题

Ｐ的一个粗粒度问题集｛Ｐ１，Ｐ２，…，Ｐｉ，…｝，然后再对
该问题集中每个问题 Ｐｊ取其若干个粒度｛Ｇｊ１，Ｇｊ２，…，
Ｇｊｉ，…｝，得到问题 Ｐｊ的一个粗粒度问题集｛Ｐｊ１，Ｐｊ２，…，

Ｐｊｉ，…｝，直到问题 Ｐ适度为止．假设 Ｇ０是问题 Ｐ的最
细粒度，也就是问题 Ｐ本身对应的粒度，因此可知 Ｇ１，
…，Ｇｉ，…≤Ｇ０，Ｇｊ１，…，Ｇｊｉ，…≤Ｇｉ．一般而言各个粒度

综合 Ｇ１·Ｇ２·…·Ｇｉ·…＝∏
ｉ
Ｇｉ≤Ｇ，因此，问题 Ｐ′≤Ｐ．

如果 Ｇ∏
ｉ
Ｇｉ＝Ｇ，则问题 Ｐ′＝Ｐ，也就是不同粒度解的

合成就是原问题的解．若在分解过程中每一次分解都

保证 Ｇｊ１·Ｇｊ２·…·Ｇｊｉ·… ＝∏
ｉ
Ｇｊ＝Ｇｊ，即保证分解的可

逆性，那么就可以通过综合得出原问题的解．
商空间理论是一种典型的、支持多粒度计算的粒

计算模型［１８］．对于商空间模型下多粒度计算架构图只
需在图１中把问题 Ｐ换成（Ｘ，ｆ，Ｓ），粒度 Ｇ换成论域
上的等价关系Ｒ即可．再根据商空间的完备性和性质
保留特性不难得出，自顶向下的分解过程就是在问题

（Ｘ，ｆ，Ｓ）的所有商空间构成的完备半序格中搜索一棵
以（Ｘ，ｆ，Ｓ）为根的树，而自底而上的综合过程就是对这
棵树进行后根遍历．

３ 拓扑商空间与代数商空间比较

基于商空间模型的多粒度计算就是一个自顶向下

的分解（粒化）过程和自底而上的合成过程，下面从这

两个方面比较拓扑商空间和代数商空间的异同．
３１ 合成方面比较

综合是人类智能的一个重要特征．人类在对某些
事物的认知过程中，往往是从不同的侧面来分析这些

事物，然后把这些片面的认识汇总起来得到一个较为

全面的认识［５］．在商空间理论中把不同粒度世界综合
成一个粒度世界的问题就是商空间合成问题．商空间
的合成包括论域合成、属性函数合成和结构合成，下面

分别讨论两种结构下它们各自的合成及异同．这里需
要特别指出的是属性函数合成比较复杂，因为它不但

与论域结构联系密切，还与具体应用相关．为了讨论方
便，下面给出超商属性函数的概念，在该概念下可使属

性函数的分解与合成规范一般化．
定义１ 设满射 ｐ：Ｘ→Ｙ，ｆ为Ｘ的属性函数，Ｖ为

属性值域，定义映射［ｆ］：Ｙ→２Ｖ，满足ｙ∈Ｙ，［ｆ］（ｙ）＝
ｆ（ｐ－１（ｙ））＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈ｐ－１（ｙ）｝，则称［ｆ］为 Ｙ上相对ｆ
的超商属性函．

实际上，超商属性函数就是一个集值函数，可根据

特定的应用并结合论域结构对超商属性函数进一步改

造，如取这个集合的均值等统计量及其他方式来代替

之．
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商空间合成有如下原则［５］：问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）的两个商
空间（Ｘ１，ｆ１，Ｓ１），（Ｘ２，ｆ２，Ｓ２）的合成定义为（Ｘ３，ｆ３，Ｓ３），
记作（Ｘ１，ｆ１，Ｓ１）·（Ｘ２，ｆ２，Ｓ２），满足如下条件，

（１）Ｘ１，Ｘ２是 Ｘ３的商空间．
（２）Ｓ１，Ｓ２是 Ｓ３对应于 Ｘ１，Ｘ２上的商结构．
（３）ｆ１，ｆ２是 ｆ在Ｘ１，Ｘ２上的投影，或者说 ｆ１，ｆ２是

Ｘ１，Ｘ２上相对于 ｆ的超商属性函数，且（Ｘ３，ｆ３，Ｓ３）满足
一些最优准则．

显然，两个商空间的合成所表达的信息应该不比

此两商空间中任意一个所含的信息少．从粒计算的角
度而言，两个商空间的合成等价于两个粒度综合成一

个粒度，是一个综合的过程．有了两个商空间的合成，
就很容易把它扩充到多个商空间的合成，在此不再赘

述．以下分别讨论拓扑商空间合成和代数商空间合成，
并加以比较分析．
３．１．１ 论域合成

命题１［５］ 设 Ｒ１，Ｒ２是问题（Ｘ，Ｔ）上的任意两个
等价关系，则 Ｒ３＝Ｒ１∩Ｒ２是 Ｒ１，Ｒ２的合成，记作 Ｒ１·
Ｒ２．
因为等价关系的交是等价关系，因此 Ｒ３是一个等

价关系．再根据等价关系与划分的一一对应性，可知
Ｘ／Ｒ３≥Ｘ／Ｒ１，Ｘ／Ｒ２，因此满足合成原则的第一条．
不论论域是拓扑结构还是代数结构，它们的论域

合成是一致的，都是两个商空间论域的上确界．唯有一
点不同的是，前者是在等价关系格中求上确界，而后者

是在同余关系格中求上确界．类似可得出多个粒度的
论域合成，即若｛Ｒα｝α是论域的一个非空等价关系簇，
则这些粒度的论域合成可定义为∩

α
Ｒα．

３．１．２ 属性函数合成

由于属性函数合成的最优原则往往与具体应用有

紧密关系，因此以下讨论中都只考虑超商属性的情况，

从某种意义上说，就是将论域的值域也进行相应的粒

化．不论何种情况下的最优准则都是对超商属性函数

的进一步修正和提精，因此这种讨论有更一般的意义．
定理１ 设（Ｘ１，ｆ１，Ｓ１），（Ｘ２，ｆ２，Ｓ２）都是问题（Ｘ，

ｆ，Ｓ）的商空间，则属性函数 ｆ１，ｆ２的合成 ｆ１·ｆ２可定义
为：映射 ｆ３：Ｘ３→２Ｖ满足，［ｘ］３∈Ｘ３，

ｆ３ ［ｘ］( )３ ＝ｆ１ ［ｘ］( )１ ∩ｆ２ ［ｘ］( )２ ，记作
ｆ３＝ｆ１·ｆ２，其中 Ｘ３＝Ｘ１·Ｘ２，Ｖ为论域Ｘ的值域，

［ｘ］ｉ∈Ｘｉ，ｉ＝１，２，３（以下延续这种记号使用）．
证明 首先证 ｆ３是 Ｘ３上相对 ｆ的超商属性函数．

由于 ｆ１，ｆ２分别为 Ｘ１，Ｘ２上相对 ｆ的超商属性函数，则
可得

ｆ１ ［ｘ］( )１ ＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］１｝，
ｆ２ ［ｘ］( )２ ＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］２｝．因此，对［ｘ］３∈Ｘ３，有：
ｆ３（［ｘ］３）＝ｆ１ ［ｘ］( )１ ∩ｆ２ ［ｘ］( )２

＝ ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］{ }１ ∩ ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］{ }２
＝ ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］１∩［ｘ］{ }２

又由于 Ｘ３＝ｓｕｐ｛Ｘ１，Ｘ２｝，则［ｘ］１∩［ｘ］２＝［ｘ］３，故
ｆ３ ［ｘ］( )３ ＝ ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］{ }３ ，即 ｆ３是 Ｘ３上相对 ｆ的超
商属性函数．

再证 ｆ１，ｆ２分别为 Ｘ１，Ｘ２上相对 ｆ３的超商属性函
数．作投影 ｐ：Ｘ３→Ｘ１使得对［ｘ］３∈Ｘ３，有ｐ［ｘ］( )３
＝［ｘ］１．于是，对［ｘ］１∈Ｘ１，有：

ｆ３ ｐ
－１（［ｘ］１( )） ＝ｆ３ ｛［ｚ］３∈Ｘ３｜ｐ（［ｚ］３）＝［ｘ］１( )｝

＝ ∪
［ｚ］３∈Ｘ３，ｐ（［ｚ］３）＝［ｘ］１

ｆ３ ［ｚ］( )３

＝ ∪
［ｚ］３∈Ｘ３，［ｚ］３［ｘ］１

ｆ３ ［ｚ］( )３

＝ ∪
［ｚ］３∈Ｘ３，［ｚ］３［ｘ］１

｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｚ］３｝

＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈［ｘ］１｝
＝ｆ１ ［ｘ］( )１

因此 ｆ１是 Ｘ１上相对于 ｆ３的超商属性函数．同理可证 ｆ２
是 Ｘ２上相对于 ｆ３的超商属性函数，所以根据合成原则
ｆ３＝ｆ１·ｆ２．
在超商属性函数的情况下，属性函数的合成是唯

一的，而且不用考虑论域结构．因此，不论是在拓扑结
构下还是代数结构下属性函数的合成都是一样的．类
似可得出多粒度下属性函数的合成，即｛Ｒα｝α是问题
（Ｘ，ｆ，Ｓ）的一个粒度簇，ｆα是Ｒα对应商空间的超属性

函数，则属性合成定义为 ｆ：Ｘ ＝
Ｘ
∩
α
Ｒα
→２Ｖ，满足对

［ｘ］∈Ｘ，有 ｆ（［ｘ］）＝∩
α
ｆα（［ｘ］α），其中［ｘ］α∈

Ｘ
Ｒα
．

３．１．３ 结构的合成

引入结构描述是商空间理论的表达能力强于其他

粒计算模型的一个主要原因，也是商空间理论丰富性

的根源所在．描述结构的数学工具有很多，常见的有拓
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扑和代数两种．下面讨论这两种结构下结构的合成问
题．

命题２［５］ 设（Ｘ１，Ｔ１），（Ｘ２，Ｔ２）是（Ｘ，Ｔ）的两个商
空间，令 Ｔ３是以 Ｂ＝｛ｕ∩ｖ｜ｕ∈Ｔ１，ｖ∈Ｔ２｝为基的拓
扑，则 Ｔ３为 Ｔ１，Ｔ２的拓扑结构合成，即 Ｔ３＝Ｔ１·Ｔ２．

若设［Ｔ］３为 Ｘ３上相对于 Ｔ的商拓扑，则一般而
言，Ｔ１，Ｔ２的合成拓扑 Ｔ１·Ｔ２≤［Ｔ］３．这种情况下合成
空间不是原空间的商空间，从而会丧失一些可商的拓

扑性质．类似可得出多个粒度的拓扑合成，这里不再赘
述．

例１ 设论域 Ｘ＝｛１，２，３，４，５｝，对应的拓扑为
Ｔ＝｛Φ，｛１｝，｛３｝，｛１，２｝，｛１，３｝，｛１，２，３｝，Ｘ｝．若取商空间
Ｘ１＝ ｛１，２｝，｛３｝，｛４，５{ }｝，对应的商拓扑为

Ｔ１＝｛Φ，｛｛３｝｝，｛｛１，２｝｝，｛｛１，２｝，｛３｝｝，Ｘ１｝，再取商空间
Ｘ２＝ ｛１，５｝，｛２，４｝，｛３{ }｝，对应的商拓扑为

Ｔ２＝｛Φ，｛｛３｝｝，Ｘ２｝，则论域合成及其商拓扑分别为：
Ｘ３＝Ｘ１·Ｘ２＝｛｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４｝，｛５｝｝，
Ｔ３＝｛Φ，｛｛１｝｝，｛｛３｝｝，｛｛１｝，｛２｝｝，｛｛１｝，｛３｝｝，｛｛１｝，
｛２｝，｛３｝｝，Ｘ３｝．如果按拓扑合成法则，那么合成拓扑的
基为：

Ｂ＝｛｛３｝，｛｛１｝，｛２｝｝，｛｛１｝，｛２｝，｛３｝｝，Ｘ３｝，
从而合成拓扑为：

Ｔ１·Ｔ２＝｛Φ，｛｛３｝｝，｛｛１｝，｛２｝｝，｛｛１｝，｛２｝，｛３｝｝，Ｘ３｝，显
然 Ｔ１·Ｔ２≤Ｔ３．

从例１可看出，尽管 Ｘ１·Ｘ２在论域上与原问题等
价的（即含有对应的颗粒，以下会详加阐述），但是合成

结构比原问题结构简单，或者说丢失了某些信息．直观
上看是某些开集在粒化后被“湮没”，因此再合成的时

候不能还原，比如该例中 Ｘ上的开集｛１｝．
定理２ 设（Ｘ１，１），（Ｘ２，２）是（Ｘ，）的两个商空

间，Ｘ３＝Ｘ１·Ｘ２，３：Ｘ３×Ｘ３→Ｘ３满足，对［ｘ］３∈Ｘ３，
［ｘ］３３［ｙ］３＝ ［ｘ］１１［ｙ］( )１ ∩ ［ｘ］２２［ｙ］( )２ ，则３是可
定义的，且３是 Ｘ３上相对于的商运算，同时１，２是
在 Ｘ１，Ｘ２商相对于３的商运算．

证明 ３是可定义的，这是因为：对（［ｘ］３，［ｙ］３）
∈Ｘ３×Ｘ３，由于 Ｘ３＝Ｘ１·Ｘ２，则存在唯一［ｘ］１，［ｙ］１∈
Ｘ１，［ｘ］２，［ｙ］２∈Ｘ２使得［ｘ］３＝［ｘ］１∩［ｘ］２和［ｙ］３＝
［ｙ］１∩［ｙ］２．于是［ｘ］１１［ｙ］１和［ｘ］２２［ｙ］２是唯一存在
的，所以 ［ｘ］１１［ｙ］( )１ ∩ ［ｘ］２２［ｙ］( )２ 是唯一存在的，
故３是可定义的．

其次证３是 Ｘ３上的商运算．由于１为 Ｘ１上相对
于的商运算，则对［ｘ］１，［ｙ］１∈Ｘ１，有［ｘ］１１［ｙ］１＝
［ｘｙ］１，同理可得［ｘ］２２［ｙ］２＝［ｘｙ］２．于是有：
［ｘ］３３［ｙ］３＝ ［ｘ］１１［ｙ］( )１ ∩ ［ｘ］２２［ｙ］( )２

＝［ｘｙ］１∩［ｘｙ］２

＝［ｘｙ］３
因此，３是 Ｘ３上的商运算．

再证１，２是 Ｘ１，Ｘ２上对应于３的商运算．作映射
ｐ：Ｘ３→Ｘ１使得［ｘ］３∈Ｘ３，ｐ（［ｘ］３）＝［ｘ］１，则易知 ｐ
是一个满射．于是［ｘ］３，［ｙ］３∈Ｘ３有：
ｐ（［ｘ］３）１ｐ（［ｙ］３）＝［ｘ］１１［ｙ］１

＝［ｘｙ］１
＝ｐ（［ｘｙ］３）
＝ｐ（［ｘ］３３［ｙ］３）

因此１为 Ｘ１相对于３的商运算，同理可证２是 Ｘ２上
相对于３的商运算．综上所述，命题得证．

定理２说明合成运算是合成论域上的商运算，即合
成运算与合成论域诱导出来的商运算是等价的．这表
明了具有代数结构的商空间合成是原空间的商代数空

间，从而比拓扑商空间合成更加完备，不会导致商结构

信息的丢失，因为一般情况下合成拓扑不是原问题结

构的商拓扑．类似可得出多粒度下具有代数结构的商
空间的结构合成，即｛Ｒα｝α是问题（Ｘ，）上的一个同余
关系簇，Ｘ＝·

α
Ｘα，则对粒度簇（Ｘα，α）α的结构合成为

满足对［ｘ］，［ｙ］∈Ｘ，［ｘ］［ｙ］ ＝∩
α

［ｘ］α
α［ｙ］α，其中［ｘ］α∈Ｘ／Ｒα，α为Ｘ／Ｒα上的商运算．
３２ 分解方面比较

合成是对不同角度的观点加以综合，而分解正好

相反，也就是从不同的角度来分析同一问题．下面讨论
代数结构和拓扑结构下商空间多粒度计算的分解问

题．
３．２．１ 链式粒化与直接粒化的等价性

对论域的粒化可以根据某一给定的等价关系对等

价元归并一次性得到，另外也可以通过逐步粒化的方

式求得．例如对于论域
Ｘ＝｛１，２，３，４，５｝，取粒度 Ｘ１＝｛｛１，２｝，｛３｝，｛４，５｝｝

可以在 Ｘ上直接归并等价元素获取，也可以在 Ｘ的一
个已有划分

Ｘ′２＝｛｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４，５｝｝上再粒化得 Ｘ２＝
｛｛｛１｝，｛２｝｝，｛｛３｝｝，｛｛４，５｝｝｝．这两个虽然形式上不一
样，但其本质是完全一致的，因为它们含有彼此对应等

价粒子．显然已有划分也可以是另一个划分的再划分，
实际上这个迭代的过程是一个分层递阶的过程，或者

说是一个链式粒化的过程．在多粒度计算过程中，链式
粒化通常会产生与高层等价的问题．下面讨论粒度的
等价性问题，并给出链式粒化过程中一个重要特性．

定义２ 设 ｐ１：Ｘ→Ｘ１，ｐ２：Ｘ→Ｘ２是满射，即 Ｘ１，Ｘ２
是论域 Ｘ的两个商集．若存在一一映射 ｐ：Ｘ１→Ｘ２，且
对ａ∈Ｘ１，满足 ｐ－１１ （ａ）＝ｐ－１２ （ｐ（ａ）），则称粒化 ｐ１，
ｐ２等价，或称 Ｘ１，Ｘ２互为等价粒度，记作 Ｘ１≡Ｘ２．
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两个粒度 Ｘ１，Ｘ２互为等价，实际上就是指这两个
粒度中的有相互对应的颗粒，且它们含有相同的论域

元素．因此，虽然两个互为等价的粒度所含粒子的组织
形式不一样，但它们都含语义相同的对应粒子，从而所

表达的意义是相同的．
例２ 设论域 Ｘ＝｛１，２，３，４，５｝，取其拓扑

Ｔ＝｛Φ，｛２｝，｛１，２｝，｛３，４｝，｛２，５｝，｛１，２，５｝，｛２，３，４｝，｛１，
２，３，４｝，｛２，３，４，５｝，Ｘ｝取 Ｘ的商集
Ｘ１＝｛｛１，２｝，｛３｝，｛４，５｝｝，求得其商拓扑为

Ｔ１＝｛Φ，｛｛１，２｝｝，Ｘ１｝；再取 Ｘ的商集

Ｘ′２＝｛｛１｝，｛２｝，｛３｝，｛４，５｝｝，求得其商拓扑为

Ｔ′２＝｛Φ，｛｛２｝｝，｛｛１｝，｛２｝｝，｛｛２｝，｛３｝，｛４，５｝｝，Ｘ１｝，再
取 Ｘ′２的商集
Ｘ２＝｛｛｛１｝，｛２｝｝，｛｛３｝｝，｛｛４，５｝｝｝，求得其商拓扑

Ｔ２＝｛Φ，｛｛｛１｝，｛２｝｝｝，Ｘ２｝．
例子２中 Ｘ１≡Ｘ２，Ｘ１的拓扑是直接由 Ｘ１对应的

等价关系诱导得出的，即商拓扑．Ｘ２的拓扑是采用链式
方式生成的，即先取中间粒度 Ｘ′２，然后再在其上粒化并
诱导相应的商拓扑．可以看出 Ｔ１和 Ｔ２是等价的，即对
任意的 Ｘ１上的开集，它在 Ｘ２上对应的子集是 Ｘ２的开
集．下面给出更一般的结论并加以证明．

定理３ 设（Ｘ１，Ｔ１）是问题（Ｘ，Ｔ）由等价关系 Ｒ１
直接诱导产生的商空间，记为 ｐ：（Ｘ，Ｔ）→（Ｘ１，Ｔ１），
（Ｘ′２，Ｔ′２）是问题（Ｘ，Ｔ）由等价关系 Ｒ′２直接诱导产生的
商空间，记为 ｐ１：（Ｘ，Ｔ）→（Ｘ′２，Ｔ′２），（Ｘ２，Ｔ２）是问题
（Ｘ′２，Ｔ′２）由等价关系 Ｒ２直接诱导产生的商空间，记为
ｐ２：（Ｘ′２，Ｔ′２）→（Ｘ２，Ｔ２），若 Ｘ１≡Ｘ２，则对Ａ∈Ｔ１，存在
唯一 Ｂ∈Ｔ２与之对应，记作 Ｔ１≡Ｔ２．

证明 由于 Ｘ１≡Ｘ２，则对ａ∈Ｘ１，存在唯一 ｂ∈
Ｘ２，使得

ｐ－１（ａ）＝ ｐ１·ｐ( )２ －１（ｂ）．于是Ａ∈Ｔ１，有 Ａ＝
∪
ａ∈Ｘ１
ａ，所以存在唯一

Ｂ＝ ∪
ａ→ｂ∈Ｘ２，ａ∈Ａ

ｂＸ２．

又，ｐ１·ｐ( )２ －１（Ｂ）＝ ∪
ａ→ｂ∈Ｘ２，ａ∈Ａ

ｐ１·ｐ( )２ －１（ｂ）

＝∪
ａ∈Ａ
ｐ－１（ａ）＝ｐ－１（Ａ）∈Ｔ．因

此，Ｂ∈Ｔ２，命题得证．
上述结论是在两次链式粒化的情况下得出的，类

似可得出多重链式粒化下结论依然成立，即对（Ｘ，Ｔ）

…
ｐ
→
ｉ
（Ｘ２ｉ，Ｔ２ｉ）…

ｐ
→
ｎ
（Ｘ２ｎ，Ｔ２ｎ）和直接粒化（Ｘ，Ｔ）

→
ｐ
（Ｘ１，Ｔ。），若 Ｘ１≡Ｘ２ｎ，则 Ｔ２ｎ≡Ｔ１．定理３说明链式

粒化不会导致商拓扑信息损失，也就是说直接诱导产

生的商拓扑与链式方式产生的商拓扑是等价的．下面

在此基础上进一步给出问题等价性定理．
定理４ 对于问题（Ｘ，ｆ，Ｔ）的两个商空间（Ｘ１，ｆ１，

Ｔ１），（Ｘ２，ｆ２，Ｔ２），若 Ｘ１≡Ｘ２，则（Ｘ１，ｆ１，Ｔ１）≡（Ｘ２，ｆ２，
Ｔ２），即 Ｔ１≡Ｔ２，且ａ∈Ｘ１，对于 ａ→ｂ∈Ｘ２满足 ｆ１（ａ）
＝ｆ２（ｂ）．
证明 由定理３可得 Ｔ１≡Ｔ２．另一方面，由于 Ｘ１≡

Ｘ２，则ａ∈Ｘ１，ｂ∈Ｘ２使得 ｐ－１１ （ａ）＝ｐ－１２ （ｂ），其中
ｐ１，ｐ２分别为 Ｘ到Ｘ１，Ｘ２的投影．于是，

ｆ１（ａ）＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈ｐ－１１ （ａ）｝
＝｛ｆ（ｘ）｜ｘ∈ｐ－１２ （ｂ）｝
＝ｆ２（ｂ）

故命题得证．
直观上说，两个等价的问题含有彼此对应着的粒

子，虽然对应着的粒子组织形式不同，但它们都含有相

同的论域元素，且其属性函数和拓扑结构也是等价的．
定理４说明了，在基于商空间的多粒度计算的自顶向下
逐层分解过程中会产生很多等价的问题．因此对等价
问题只需分析解决其中一个就行了．对于具有代数结
构的问题，也有以上的类似结论．

定理５ 设有粒化 ｐ０：（Ｘ，）→（Ｘ１，１），
ｐ１：（Ｘ，）→（Ｘ′２，′２），ｐ２：（Ｘ′２，′２）→（Ｘ２，２），若 Ｘ１

≡Ｘ２，则１≡２，即若 ｇ：Ｘ１→Ｘ２为投影，则 ｇ是同构映
射．

证明 由于 Ｘ１≡Ｘ２，则对ａ１，ａ２∈Ｘ１，有 ｇ（ａ１），
ｇ（ａ２）∈Ｘ２．于是可得，ｕ，ｖ∈Ｘ′２使得 ｕ∈ｇ（ａ１），ｖ∈
ｇ（ａ２），同时ｘ，ｙ∈Ｘ使得ｘ∈ｕ，ｙ∈ｖ．于是，

ｇ（ａ１）２ｇ（ａ２）＝ｐ２（ｕ′２ｖ）
＝ｐ２ ｐ１（ｘｙ( )）
＝ｐ１·ｐ２（ｘｙ）
＝ｇ ｐ０（ｘｙ( )）
＝ｇ ｐ０（ｘ）１ｐ０（ｙ( )）
＝ｇ（ａ１１ａ２）

因此 ｇ为同构映射，命题得证．

对于多重链式粒化有相同结论，即（Ｘ，）…
ｐ
→
ｉ

（Ｘ２ｉ，２ｉ）…
ｐ
→
ｎ
（Ｘ２ｎ，２ｎ）和直接粒化（Ｘ，） →

ｐ
（Ｘ１，

１），若 Ｘ１≡Ｘ２ｎ，则２ｎ≡１．在超商属性函数的情况下，
由于属性函数的分解和合成与结构无关，因此对于具

有代数结构的商空间也具有类似的问题等价性定理．
从以上讨论可知，不论问题的结构是拓扑还是代

数，对问题进行粒化既可以直接诱导得出，也可以采用

链式的方式获得，也就是在已有的商空间中再次粒化

获取．因此，在多粒度多层次求解问题的自顶向下分解
过程中，可以不必直接在原问题上粒化，而是在原问题

的已有粒度上再粒化，这样可以减少粒化所需的时间
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开销，提高求解效率．
３．２．２ 多粒度分解的可逆性

通常人们会从不同的角度（粒度）分析问题，然后

再把不同角度下的分析结果加以综合得出原问题的

解．但这个解是否为原问题的解，通常要看分析是否全
面，即所取粒度是否完备．下面在商空间模型下，用形
式化方法定义这种粒度分解的完备性概念．

定义３ 设 Ｒ１，Ｒ２是问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）上的两个粒度，
Ｉ为Ｘ上恒等关系（以下均延续使用此符号），若当 Ｒ１
∩Ｒ２＝Ｉ，则称 Ｒ１，Ｒ２为问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）的正交分解．一
般地，对（Ｘ，ｆ，Ｓ）上的粒度簇｛Ｒα｝α，若∩

α
Ｒα＝Ｉ，则称

｛Ｒα｝α为问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）的正交分解．
定义４ 设 Ｒ１，Ｒ２是问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）的一个正交分

解，如果 Ｒ１，Ｒ２二者对应的商空间的合成（Ｘ１，ｆ１，Ｓ１）·
（Ｘ２，ｆ２，Ｓ２）≡（Ｘ，ｆ，Ｓ），那么则称 Ｒ１，Ｒ２为问题（Ｘ，ｆ，
Ｓ）的可逆分解．
可逆分解就是粒度分解是完备的，即分解以后各

种粒度世界的合成与原问题等价，也就是说分析是全

面．类似的，可以定义多个粒度下的可逆分解，即｛Ｒα｝α
是问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）的一个正交分解，若·

α

（Ｘα，ｆα，Ｓα）≡（Ｘ，

ｆ，Ｓ），则｛Ｒα｝α是问题的可逆分解，其中（Ｘα，ｆα，Ｓα）是
问题（Ｘ，ｆ，Ｓ）在 Ｒα下的商空间．

对于具有拓扑结构的问题（Ｘ，ｆ，Ｔ）的两个商空间
（Ｘ１，ｆ１，Ｔ１），（Ｘ２，ｆ２，Ｔ２），设它们的合成为（Ｘ３，ｆ３，Ｔ３），
如果 Ｘ３≡Ｘ，那么是否有（Ｘ３，ｆ３，Ｔ３）≡（Ｘ，ｆ，Ｔ）．显然
合成问题与原问题有着相同的粒子和属性函数，但从

例３．１可以看出合成的结构不是原问题的商结构，也就
是说 Ｔ３与 Ｔ不等价．从而可知拓扑商空间的正交分解
一般情况下不必然是可逆的，但是代数商空间的正交

分解一定是可逆分解，下面用定理的形式给出并加以

证明．
定理６ 设 Ｒ１，Ｒ２是问题（Ｘ，ｆ，）上一个正交分

解，（Ｘ１，ｆ１，１），（Ｘ２，ｆ２，２）是分别为（Ｘ，ｆ，）对应于
Ｒ１，Ｒ２的商空间，则 Ｒ１，Ｒ２是问题（Ｘ，ｆ，）的可逆分
解．

证明 设（Ｘ１，ｆ１，１）·（Ｘ２，ｆ２，２）＝（Ｘ３，ｆ３，３），作
映射 ｐ：Ｘ→Ｘ３使得ｘ∈Ｘ，ｐ（ｘ）＝［ｘ］１∩［ｘ］２．

对ｘ∈Ｘ，可证［ｘ］１∩［ｘ］２＝［ｘ］Ｉ．一方面，［ｘ］Ｉ
＝｛ｘ｝［ｘ］１，［ｘ］２，从而［ｘ］Ｉ［ｘ］１∩［ｘ］２；另一方面，
对ｙ∈［ｘ］１∩［ｘ］２，则（ｘ，ｙ）∈Ｒ１，Ｒ２．因此 ｙ∈［ｘ］Ｉ，
于是［ｘ］Ｉ［ｘ］１∩［ｘ］２，故［ｘ］１∩［ｘ］２＝［ｘ］Ｉ．

于是ｘ∈Ｘ，ｐ（ｘ）＝［ｘ］１∩［ｘ］２＝［ｘ］Ｉ＝｛ｘ｝．显
然，ｐ是一个双射，且它们对应的颗粒有相同的元素，则
Ｘ３≡Ｘ．再根据定理３．５可知，３是 Ｘ３上相对的商运
算，因此对ｘ，ｙ∈Ｘ，有 ｐ（ｘｙ）＝ｐ（ｘ）３ｐ（ｙ），３≡

．又易知 ｆ３≡ｆ，故（Ｘ３，ｆ３，３）≡（Ｘ，ｆ，）．
类似可以把结论推广到多粒度分解的情况，即对

于问题（Ｘ，ｆ，）一个分解簇｛Ｒα｝α为正交分解，则这些
分解的合成·

α

（Ｘα，ｆα，α）≡（Ｘ，ｆ，），其中（Ｘα，ｆα，α）是

问题在分解 Ｒα下的商空间．需要注意的是这里的分解
簇是同余关系簇而不是一般等价关系簇．根据定理６再
结合保假、保真原理可以得出，对一个问题的可逆分解

可以保证信息无损失，即如果原问题有解，那么根据保

假原理可知它的各个分解都是有解的，各个解的合成

就是合成问题的解，又合成结果与原问题等价，因此合

成解就是原问题解．反之，原问题无解，那么与之等价
的各个分解的合成也就无解，因此各个分解也就无解．
从这点而言，代数结构商空间求解要优于拓扑结构商

空间求解，因为拓扑结构商空间的正交分解一般不具

可逆性，也就是说正交分解后的合成一般不是原问题

的等价问题，因此完备性方面不如代数商空间．直观上
看，代数商空间的正交分解之所以具有可逆性主要是

因为在分解过程采用的不是一般等价关系，而是考虑

了代数结构的同余关系，也就是说粒化过程中考虑了

结构因素．而对于拓扑商空间而言，在粒化过程中并没
有特别考虑结构因素，因此合成时会导致商结构信息

的损失．由此也可以看出，结构在问题求解中的重要
性．

以上讨论了多粒度计算下两种结构的商空间分

解．虽然代数商空间的分解更加完备，但一般而言代数
结构下的分解由于不是取一般的等价关系，而是比等

价关系要求更强的同余关系，因此分解时会相对复杂

些，下面讨论代数商空间分解时的相关问题．
对于代数（Ｘ，）的两个等价关系 Ｒ１，Ｒ２，一般情况

下 Ｒ１，Ｒ２不是同余关系，此时 Ｒ１，Ｒ２对应的商空间上
没有商运算，从而必须对等价关系 Ｒ１，Ｒ２进行相应的
修正．可以用近似对（Ｒ

－
１，珔Ｒ１），（Ｒ

－
２，珔Ｒ２）分别近似表示

Ｒ１，Ｒ２，即可取 Ｒ′１＝珔Ｒ１或者 Ｒ
－
１，珔Ｒ′２＝珔Ｒ２或者 Ｒ

－
２
［５］．如

果希望近似后的分解具有可逆性，那么应该怎么近似．
下面的定理回答了这一问题．

定理７ 设 Ｒ１，Ｒ２为代数（Ｘ，）上两个等价关系，
若 Ｒ１∩Ｒ２＝Ｉ，则珔Ｒ１∩珔Ｒ２＝Ｉ．

证明 由于 Ｉ珔Ｒ１Ｒ１，Ｉ珔Ｒ２Ｒ２，则 Ｉ珔Ｒ１∩珔Ｒ２
Ｒ１∩Ｒ２＝Ｉ，故珔Ｒ１∩珔Ｒ２＝Ｉ，命题得证．

类似可以推出多粒度分解时结论依然成立．从定
理７可知，对于具有代数结构的问题（Ｘ，），正交粒度
簇｛Ｒα｝α一般并非同余关系簇，此时可以对其调整，即
对每个 Ｒα取上同余得到｛珔Ｒα｝α，则它是问题（Ｘ，）的一
个可逆分解．需要指出的是，一般而言当 Ｒ１∩Ｒ２＝Ｉ
时，Ｒ

－
１∩珔Ｒ２≠Ｉ，Ｒ

－
１∩Ｒ

－
２≠Ｉ，也就是说 Ｒ

－
１，珔Ｒ２和 Ｒ

－
１，Ｒ

－
２
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不一定是问题的可逆分解，很显然当 Ｒ
－
１＝Ｅ，珔Ｒ２Ｉ时，

Ｒ
－
１∩珔Ｒ２＝Ｅ∩珔Ｒ２＝珔Ｒ２Ｉ．

４ 结论

本文在多粒度计算背景下详细比较了拓扑商空间

和代数商空间的一些主要异同；（１）两者都具有对应的
完备性定理和粒度转换时性质保留特性，这使得它们

在多粒度计算下的自顶向下的分解过程就是在所有商

空间构成的完备半序格中搜索一颗树，而自底而上的

合成过程就是对这棵树的后根遍历；（２）在论域合成方
面二者是相同的，都是取粒度集的上确界．在本文所引
入的超商属性函数的情况下，属性函数的合成是唯一

的，而且不用考虑论域结构，因此二者属性函数的合成

都是一样的．在结构合成方面，合成运算是合成论域上
的商运算，即合成运算与合成论域诱导出来的商运算

是等价的，而一般合成拓扑不是合成论域上的商拓扑．
这表明了代数商空间合成比拓扑商空间合成更加完

备，不会导致商结构信息的丢失，而一般情况下拓扑商

空间的合成会有商结构丢失，从而不能很好反映原空

间的一些重要特征；（３）在分解方面不论是拓扑商空间
还是代数商空间，对问题进行粒化既可以根据给定的

等价关系直接诱导得出，也可以采用链式的方式获得，

且这两种方式是等价的．因此，在多粒度多层次求解问
题时，可以不必直接在原问题上粒化，而是在原问题的

已有粒度上再粒化．在分解的可逆性方面，一般而言拓
扑商空间的正交分解不必然具有可逆性，但代数商空

间的正交分解一定具有可逆性．通过这些比较分析，不
难看出商空间理论中结构的重要性，也正是由于引入

了对结构的描述，才使得商空间有了更强大的描述和

求解问题的能力．
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