
基于 ＧＣＴＳＴ变换研究多尺度函数的构造与性质

周小辉１，王 刚２

（１．石河子大学理学院数学系，新疆石河子 ８３２０００；２．新疆师范大学数学科学学院，新疆乌鲁木齐 ８３００５４）

摘 要： ＶＳｔｒｅｌａ提出的两尺度相似变换（ＴＳＴ）在研究多小波的构造与性质中发挥着十分重要的作用．在文中，
我们提出了广义共轭两尺度相似变换（ＧＣＴＳＴ）的概念．利用广义逆矩阵的分解及单边逆的相关理论，详细地研究了
ＧＣＴＳＴ变换对矩阵符号特征值影响，这种技巧在其他相关文献中很少使用．证明了ＧＣＴＳＴ可以保持多尺度函数的逼近
阶，平衡非平衡的多尺度函数及保持对称性等．通过最后的算例，说明 ＧＣＴＳＴ是可行的有效的，而且可以减少或增加
多尺度函数的重数．
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１ 引言

小波构造与性质的研究是小波理论的核心问题．除
了Ｈａａｒ小波，不存在其他单小波能够同时具备紧支撑
性，正交性，对称性等．为了弥补单小波的不足，人们提
出了多小波理论如：ＧＨＭ多小波，ＣＬ多小波等．为了更
好的研究多小波的构造与性质，ＶＳｔｒｅｌａ提出了两尺度
相似变换（ＴＳＴ）．人们在此基础上做了大量的研究，并且
做了进一步的推广，如杨守志教授提出的 ＰＴＳＴ，ＧＴＳＴ
等［１，２］．本文提出了一种新的不同于 ＧＴＳＴ的变换———
广义共轭两尺度相似变换（ＧＣＴＳＴ）．研究 ＧＣＴＳＴ变换对
矩阵特征值的影响是非常重要的，为了弥补有关 ＧＴＳＴ
变换相关文献的不足———没有详尽的研究 ＧＴＳＴ变换

对矩阵特征值的影响，我们需要详细地研究了 ＧＣＴＳＴ
变换对矩阵符号特征值影响．为了完成这一工作，文中
利用广义逆矩阵的分解及单边逆的相关理论，这些在其

他相关文献中很少使用．这个保证了 ＧＣＴＳＴ变换对多
尺度函数的两尺度矩阵符号进行变换和ＴＳＴ一样，是有
效的．同时，ＧＣＴＳＴ仍然可以保持 ＧＴＳＴ的优点，如保持
多尺度函数的逼近阶，平衡非平衡的多尺度函数及保持

对称性等．通过最后的算例，我们还可以知道 ＧＣＴＳＴ可
以减少或增加多尺度函数的重数．它是 ＴＳＴ，ＰＴＳＴ等更
加一般的推广．

本文在第２部分很自然的提出广义共轭两尺度相
似变换（ＧＣＴＳＴ），介绍广义逆矩阵的相关理论；在第 ３
部分讨论ＧＣＴＳＴ变换对特征值的影响．在第４部分讨论
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利用ＧＣＴＳＴ保持多尺度函数的逼近阶，平衡非平衡的
多尺度函数及保持对称性等；最后我们给出算例加以

说明．

２ 预备知识

设Φ（ｘ）＝［φ１（ｘ），φ２（ｘ），…，φｒ（ｘ）］
Ｔ是 ｒ重正

交多尺度函数，并且满足下列两尺度方程：

Φ（ｘ）＝∑
ｋ∈Ｚ
ＰｋΦ（２ｘ－ｋ） （１）

其中 ｒ×ｒ矩阵序列｛Ｐｋ｝称为两尺度矩阵序列．
通过对式（１）作Ｆｏｕｒｉｅｒ变换得到

Φ^（ω）＝Ｐ（ω２）^Φ（
ω
２） （２）

其中 Ｐ（ω）＝
１
２∑ｋ∈ｚＰｋｅ

－ｉｋω是Φ（ｘ）的两尺度矩阵符号．

设一个 ｓ重细分向量函数珦Φ（ｘ）
珦Φ（ｘ）＝∑

ｋ∈Ｚ
ＭｋΦ（ｋ－ｘ） （３）

其中｛Ｍｋ｝是 ｓ×ｒ矩阵，并在式（３）两边进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ变
换，我们得到

珦Φ
∧
（ω）＝Ｍ（ω）^Φ（ω）

＝Ｍ（ω）Ｐ（ω２）Ｎ（
ω
２）
珦Φ
∧
（ω２）＝

珘Ｐ（ω２）
珦Φ
∧
（ω２）

其中 Ｍ（ω）＝∑
ｋ∈ｚ
Ｍｋｅ－ｉｋω是一个 ｓ×ｒ矩阵，Ｎ（ω）

＝∑
ｋ∈ｚ
Ｎｋｅ－ｉｋω是一个ｒ×ｓ矩阵且满足Ｎ（ω）Ｍ（ω）＝

Ｉｒ．那么
定义１ 称珘Ｐ（ω）是 Ｐ（ω）的广义共轭两尺度相似

变换（ＧＣＴＳＴ），如果
珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｎ（ω） （４）

称矩阵 Ｍ（ω），Ｎ（ω）是ＧＣＴＳＴ的变换矩阵．
根据两尺度矩阵序列 Ｐ{ }ｋ 定义ｂａｎｄＴｏｅｐｌｉｔｚ矩阵

Ｌ＝

…

Ｐ０ Ｐ１ Ｐ２
… Ｐ０











…

．

定义２ 称正交多尺度函数Φ（ｘ）是平衡的，如果
低通合成算子 ＬＴ能保持μ０信号不变，即

ＬＴμ０＝μ０
其中μ０＝［…，１，１，１，１，１，…］Ｔ．

引理１［１］ 设Φ（ｘ）是正交多尺度函数，则下列叙
述是等价的：

Ｂ１：ＬＴμ０＝μ０；Ｂ２：［１，１，…，１］Ｐ（０）＝［１，１，…，１］；
Ｂ３：^Φ（０）＝［１，１，…，１］Ｔ．
引理２［６］ 当 Ａ是行满秩或列满秩矩阵，我们有
（１）若 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，则存在 ｍ阶正线下三角复矩阵Ｌ

和 ｎ阶酉矩阵Ｕ，使得 Ａ＝（Ｌ Ｏ）Ｕ；
（２）若 Ａ∈Ｃｍ×ｎ，则存在 ｎ阶正线下三角复矩阵Ｒ

和ｍ阶酉矩阵Ｕ，使得 Ａ＝Ｕ( )ＲＯ ．
结合引理２，我们有
定理１ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ是右可逆矩阵，则 Ａ的右逆

矩阵是

Ｇ＝Ｕ
Ｌ－１( )Ｏ

其中 Ｌ是ｍ阶正线下三角复矩阵和Ｕ是ｎ阶酉矩阵．
证明 Ａ∈Ｃｍ×ｎ是右可逆矩阵等价于Ａ是行满秩

矩阵，那么由引理２可知，存在 ｍ阶正线下三角复矩阵
Ｌ和ｎ阶酉矩阵Ｕ，使得 Ａ＝（Ｌ Ｏ）Ｕ．则

ＡＧ＝（Ｌ Ｏ）ＵＵ
Ｌ－１( )Ｏ

＝Ｉｍ

定理２ 设 Ａ∈Ｃｍ×ｎ是左可逆矩阵，则 Ａ的左逆
矩阵是

Ｇ＝ Ｒ－１( )Ｏ Ｕ

其中 Ｌ是ｍ阶正线下三角复矩阵和Ｕ是ｎ阶酉矩阵．
类似于定理１，很容易得到．

３ ＧＣＴＳＴ变换对特征值的影响

首先研究ＧＣＴＳＴ对两尺度矩阵符号的特征值的影响．
定理３ 假设 Ｍ（ω）∈Ｃｓ×ｒ是对于所有ω右可逆

矩阵．若 Ｕ（０）
Ｐｓ×ｓ（０） Ｐｓ×（ｒ－ｓ）（０）
Ｐ（ｒ－ｓ）×ｓ（０） Ｐ（ｒ－ｓ）×（ｒ－ｓ）（０( )） Ｕ（０）

的第一分块 ｓ×ｓ阶矩阵满足条件 Ｅ，其中 Ｐ（０）＝
Ｐｓ×ｓ（０） Ｐｓ×（ｒ－ｓ）（０）
Ｐ（ｒ－ｓ）×ｓ（０） Ｐ（ｒ－ｓ）×（ｒ－ｓ）（０( )），ｒ阶酉矩阵Ｕ（ω）使
得 Ｍ（ω）＝（Ｌ（ω） Ｏ）Ｕ（ω）．那么对 Ｐ（ω）进行
ＧＣＴＳＴ所得珘Ｐ（０）的特征值是仍然满足条件 Ｅ．

证明 设 Ｍ（ω）是对于所有ω右可逆矩阵．由引理
２及定理１，则存在 ｓ阶正线下三角复矩阵 Ｌ（ω）和 ｒ阶
酉矩阵 Ｕ（ω）使得 Ｍ（ω）＝（Ｌ（ω） Ｏ）Ｕ（ω），Ｎ（ω）＝

Ｕ（ω）
Ｌ－１（ω）( )Ｏ

．

那么

珘Ｐ（０）＝Ｍ（０）Ｐ（０）Ｎ（０）＝（Ｌ（０） Ｏ）Ｕ（０）Ｐ（０）Ｕ（０）
Ｌ－１（０）( )Ｏ

＝（Ｌ（０） Ｏ）Ｕ（０）
Ｐｓ×ｓ（０） Ｐｓ×（ｒ－ｓ）（０）

Ｐ（ｒ－ｓ）×ｓ（０） Ｐ（ｒ－ｓ）×（ｒ－ｓ）（０( )）Ｕ（０） Ｌ－１（０）( )Ｏ

由 Ｕ（０）
Ｐｓ×ｓ（０） Ｐｓ×（ｒ－ｓ）（０）
Ｐ（ｒ－ｓ）×ｓ（０） Ｐ（ｒ－ｓ）×（ｒ－ｓ）（０( )） Ｕ（０）的第

一分块 ｓ×ｓ阶矩阵满足条件Ｅ，则珘Ｐ（０）的特征值仍然
满足条件 Ｅ．

定理４ 假设 Ｍ（ω）∈Ｃｓ×ｒ是对于所有ω左可逆
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矩阵．那么对 Ｐ（ω）进行 ＧＣＴＳＴ所得珘Ｐ（０）的特征值是
仍然满足条件 Ｅ．

证明 设 Ｍ（ω）∈Ｃｓ×ｒ是对于所有ω左可逆矩阵．
由引理２及定理２，则存在 ｒ阶正线下三角复矩阵Ｒ（ω）
是和 ｓ阶酉矩阵Ｕ（ω）使得

Ｍ（ω）＝Ｕ（ω）
Ｒ（ω）( )Ｏ

，Ｎ（ω）＝（Ｒ－１（ω） Ｏ）Ｕ（ω）．

那么

珘Ｐ（０）＝Ｍ（０）Ｐ（０）Ｎ（０）

＝Ｕ（０）
Ｒ（０）( )Ｏ

Ｐ（０）（Ｒ－１（０） Ｏ）Ｕ（０）

＝Ｕ（０）
Ｒ（０）Ｐ（０）Ｒ－１（０） Ｏ( )Ｏ Ｏ

Ｕ（０）

容易看出，珘Ｐ（０）的特征值仍然满足条件 Ｅ．
从定理３和４中，我们知道经过ＧＣＴＳＴ变换后新的

两尺度矩阵符号可以生成一个新的多尺度函数，此时

它的重数发生了变化．在定理３的情形下，ｓ＜ｒ；在定理
４的情形下，ｓ＞ｒ．

注：在 ｓ＝ｒ的情形下，变换矩阵 Ｍ（ω）是方阵．式
（４）就变成珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｍ（ω）－１，这就变成共轭
两尺度相似变换（ＣＴＳＴ），此时需要考虑 Ｍ（０）是否可逆．
我们可以得到类似与 ＴＳＴ的结论，在另文中做了详细讨
论．这里，我们简要给出一些重要结论，如果 Ｍ（ω）对所
有ω都是可逆的，矩阵珘Ｐ（０）的特征值是 Ｐ（０）特征值的
共轭．如果 Ｍ（０）是奇异的，相应的结论就不同了，式（４）

变成珘Ｐ（ω）＝
１
２Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｍ（ω）

－１．结论类似于 ＴＳＴ

的结论．

４ ＧＣＴＳＴ变换与多尺度函数的逼近阶，平衡
性及对称性

基于下面的讨论，我们可知 ＧＣＴＳＴ可以保持多尺
度函数的逼近阶．

定理５ 设Φ（ｘ）＝［φ１（ｘ），φ２（ｘ），…，φｒ（ｘ）］
Ｔ是

ｒ重多尺度函数，对应的两尺度符号为 Ｐ（ω）．且 Ｍ（ω）
是单边逆矩阵，即 Ｎ（ω）Ｍ（ω）＝Ｉｓ．设珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）
Ｐ（ω）Ｎ（ω）是 Ｐ（ω）的 ＧＣＴＳＴ变换，那么由珘Ｐ（ω）生成
的新的多尺度函数珦Φ（ｘ）与Φ（ｘ）有相同的逼近阶．

证明 设一个细分向量函数珟Φ（ｘ）＝∑
ｋ∈Ｚ
ＭｋΦ（ｋ

－ｘ），其中｛Ｍｋ｝是 ｒ×ｒ矩阵，并在两边进行 Ｆｏｕｒｉｅｒ变
换，得到

珦Φ
∧
（ω）＝Ｍ（ω）^Φ（ω）

＝Ｍ（ω）Ｐ（ω２）Ｎ（
ω
２）
珦Φ
∧
（ω２）＝

珘Ｐ（ω２）
珦Φ
∧
（ω２）

则珘Ｐ（ω）生成的新的珦Φ（ｘ）是细分多尺度函数．又由

Ｍ（ω）对任意的ω都是可逆的，那么Φ^（ω）＝Ｎ（ω）珟Φ
∧
（ω）．

即，存在 ｒ×ｒ矩阵序列｛Ｎｋ｝，Ｎ（ω）＝∑
ｋ∈ｚ
Ｎｋｅ－ｉｋω使得

Φ（ｘ）＝∑
ｌ∈Ｚ
Ｎｌ珦Φ（ｌ－ｘ），则Φ（－ｘ）＝∑

ｌ∈Ｚ
Ｎｌ珦Φ（ｌ＋ｘ）．

设Φ（ｘ）有 ｍ阶逼近阶，可知存在常数行向量 ｕｊｋ
使得ｘｊ＝∑

ｋ
ｕｊｋΦ（ｘ－ｋ），ｊ＝０，１，…ｍ－１．那么，有

（－ｘ）ｊ＝∑
ｋ
ｕｊｋΦ（－ｘ－ｋ）＝∑

ｋ
ｕｊｋ∑

ｌ∈Ｚ
Ｎｌ珟Φ（ｌ＋ｘ＋ｋ），

即

ｘｊ＝∑
ｋ
∑
ｌ∈Ｚ
（－１）ｊｕｊｋＮ－ｌ－ｋ珦Φ（ｘ－ｌ），ｊ＝０，１，…ｍ－１．

上式说明珦Φ（ｘ）有 ｍ阶逼近阶．定理５得证．
从定理５可知，ＧＣＴＳＴ变换不能提升逼近阶，但是

可平衡多尺度函数．
定理６ 设Φ（ｘ）＝［φ１（ｘ），φ２（ｘ），…，φｒ（ｘ）］

Ｔ是

ｒ重多尺度函数，对应的两尺度符号为 Ｐ（ω）．且 Ｍ（ω）
是单边逆矩阵，即 Ｎ（ω）Ｍ（ω）＝Ｉｓ．设珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）
Ｐ（ω）Ｎ（ω）是 Ｐ（ω）的ＧＣＴＳＴ变换，且满足［１，１，…，１］
Ｍ（０）Ｐ（０）Ｎ（０）＝［１，１，…，１］，那么由珘Ｐ（ω）生成的新
的多尺度函数珦Φ（ｘ）是平衡的．

证明很容易，由定理５与引理１显然得到．
若 ＧＣＴＳＴ变换中变换矩阵 Ｍ（ω）和 Ｎ（ω）都是

ｒ阶的，且满足 Ｎ（ω）＝Ｍ（ω）及 Ｍ（ω）Ｍ（ω）＝Ｍ（ω）
Ｍ（ω） ＝Ｉｒ．那么 ＧＣＴＳＴ变换就转变成特殊的 ＧＣＴＳＴ
变换，此时它就可以保持多尺度函数的正交性．这种情
形下，式（４）变成了珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｍ（ω），此时
可以构造一个新的多小波系统．

定理７ 设Φ（ｘ）是 ｍ逼近阶的正交多尺度函数，
对应的两尺度矩阵符号为 Ｐ（ω），假设珘Ｐ（ｚ）是 Ｐ（ω）的
ＧＣＴＳＴ变换，其中 Ｍ（ω）是一个仿酉矩阵．则 ＰＣＴＳＴ保
持Φ（ｘ）的正交性和逼近阶，即珘Ｐ（ｚ）生成的多尺度函
数珦Φ（ｘ）也是正交的．

证明 由Φ（ｘ）是正交的，则 Ｐ（ω）Ｐ（ω） ＋Ｐ（ω
＋π）Ｐ（ω＋π）＝Ｉｒ．
那么

珘Ｐ（ω）珘Ｐ（ω）＋珘Ｐ（ω＋π）珘Ｐ（ω＋π）

＝Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｍ（ω）Ｍ（ω）Ｐ（ω( )）Ｍ（２ω）
＋Ｍ（２ω）Ｐ（ω＋π）Ｍ（ω＋π）
·Ｍ（ω＋π）（Ｐ（ω＋π）Ｍ（２ω）
＝Ｍ（２ω）［Ｐ（ω）Ｐ（ω( )）Ｍ（２ω）
＋Ｍ（２ω）Ｐ（ω＋π）Ｐ（ω＋π( )）］Ｍ（２ω）

＝Ｉｒ
定理７得证．

对称性是多尺度函数的重要性质，下面我们给出

ＧＣＴＳＴ变换对多尺度函数对称性的影响．
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设Φ（ｘ）＝［φ１（ｘ），φ２（ｘ），…，φｒ（ｘ）］
Ｔ是 ｒ重多

尺度函数，那么它的所有分量是对称或反对称的当且

仅当

Φ^（ω）＝Ｅ（ω）^Φ（ω），
Ｅ（ω）＝ｄｉａｇ（±ｅ－ｉ２Ｔ１ω，…，±ｅ－ｉ２Ｔｒω） （５）

其中 Ｔｉ表示φｉ（ｘ）的对称中心．Ｅ（ω）对任意ω是可逆
的．

引理３ 设 Ｐ（ω）是对称或反对称细分函数向量

Φ（ｘ）的面具符号，那么
Ｐ（ω）＝Ｅ（２ω）Ｐ（ω）Ｅ（ω） （６）

其中 Ｅ（ω）是式（５）定义的．
现在我们研究 ＧＣＴＳＴ变换对多尺度函数Φ（ｘ）对

称性的影响．设对称或反对称细分函数向量Φ（ｘ），令
新多尺度函数

珦Φ
∧
（ω）＝Ｍ（ω）^Φ（ω）＝Ｍ（ω）Ｐ（ω２）Ｎ（

ω
２）
珦Φ
∧
（ω２）

＝珘Ｐ（ω２）
珦Φ
∧
（ω２），

那么珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｎ（ω）．同时又有
Ｐ（ω）＝Ｅ（２ω）Ｐ（ω）Ｅ（ω）－１，则
珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｎ（ω）

＝Ｍ（２ω）Ｅ（２ω）－１Ｐ（ω）Ｅ（ω）Ｎ（ω）

假设ＧＣＴＳＴ后仍然是珦Φ（ｘ）是对称的，珦Φ
∧
（ω）＝

珟Ｅ（ω）珦Φ
∧
（ω），珟Ｅ（ω）＝ｄｉａｇ（±ｅ－ｉ２珘Ｔ１ω，…，±ｅ－ｉ２珘Ｔｒω）那么

有珘Ｐ（ω）＝珟Ｅ（２ω）珘Ｐ（ω）珟Ｅ（ω）－１．于是，珘Ｐ（ω）＝珟Ｅ（２ω）
Ｍ（２ω）Ｐ（ω）Ｎ（ω）珟Ｅ（ω）－１，则

Ｍ（２ω）Ｅ（２ω）－１＝珟Ｅ（２ω）Ｍ（２ω）
且 Ｅ（ω）Ｎ（ω）＝Ｎ（ω）珟Ｅ（ω）－１ （７）
定理８ 设Φ（ｘ）和珦Φ（ｘ）都是对称或反对称的细

分函数向量．且有槇Φ
∧

（ω）＝Ｍ（ω）Φ
∧
（ω），那么 Ｍ（ω）满

足式（７），其中 Ｅ（ω）＝ｄｉａｇ（±ｅ－ｉ２Ｔ１ω，…，±ｅ－ｉ２Ｔｒω），
珟Ｅ（ω）＝ｄｉａｇ（±ｅ－ｉ２珘Ｔ１ω，…，±ｅ－ｉ２珘Ｔｒω）并且 Ｔｉ表示φｉ（ｘ）
的对称中心，珘Ｔｉ表示珘φｉ（ｘ）的对称中心．

５ 算例

例１ 根据文献［３］中例１构造出了一个长为２的
正交对称与反对称的低通滤波器，它们分别是

Ｐ０＝
１ ０
ｃｏｓθ ｓｉｎ( )

θ
，Ｐ１＝

１ ０
－ｃｏｓθ ｓｉｎ( )

θ
即

Ｐ（ω）＝
１
２

１＋ｅ－ｉω ０
（１－ｅ－ｉω）ｃｏｓθ （１＋ｅ－ｉω）ｓｉｎ( )

θ

选取变换矩阵 Ｍ（ω）＝
１＋ｅ－ｉω
２ ，

１－ｅ－ｉω[ ]２ ，Ｎ（ω）＝

１＋ｅｉω
２ ，

１－ｅｉω[ ]２
Ｔ
，容易验证 Ｍ（ω）Ｎ（ω）＝１．

则 Ｎ（ω）是 Ｍ（ω）右逆矩阵，那么珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）
Ｐ（ω）Ｎ（ω），即

珘Ｐ（ω）＝
（１＋ｅ－ｉ２ω）（１＋ｅ－ｉω）（１＋ｅｉω）＋（１－ｅ－ｉ２ω）（１－ｅ－ｉω）（１＋ｅｉω）ｃｏｓθ＋（１－ｅ－ｉ２ω）（１＋ｅ－ｉω）（１－ｅｉω）ｓｉｎθ

８

容易得到珘Ｐ（０）＝１，珘Ｐ（π）＝０，那么珘Ｐ（ω）可以生成
一个新的单尺度函数φ（ｘ）．

在文献［１］中讨论用单尺度函数构造多尺度函数
的方法，例１说明 ＧＣＴＳＴ变换可以将多尺度函数构造
单尺度函数．和以往的 ＴＳＴ，ＰＴＳＴ等变换有着很大的不
同，是它们更加一般的推广．

例２ 设φ（ｘ）是Ｈａａｒ尺度函数，且 ｐ（ω）＝
１＋ｅ－ｉω
２

是它的两尺度矩阵符号．选取变换矩阵

Ｍ（ω）＝
１＋ｅ－ｉω
２ ，

１－ｅ－ｉω[ ]２
Ｔ
，Ｎ（ω）＝

１＋ｅｉω
２ ，

１－ｅｉω[ ]２ ．

很容易验证 Ｎ（ω）Ｍ（ω）＝１．设２×２阶符号矩阵珘Ｐ（ω）
是 ｐ（ω）关于变换矩阵 Ｍ（ω）和 Ｎ（ω）的 ＧＣＴＳＴ变换．
即

珘Ｐ（ω）＝Ｍ（２ω）
１＋ｅｉω
２ Ｎ（ω）

＝１＋ｅ
ｉω

８
１＋ｅ－ｉ２ω＋ｅ－ｉω＋ｅｉω １＋ｅ－ｉ２ω－ｅ－ｉω－ｅｉω

１－ｅ－ｉ２ω－ｅ－ｉω＋ｅｉω １－ｅ－ｉ２ω＋ｅ－ｉω－ｅｉ[ ]ω
很容易验证珘Ｐ（０）满足条件 Ｅ，则珘Ｐ（ω）可以生成一个

新的多尺度函数Φ（ｘ）＝［φ１（ｘ），φ２（ｘ）］
Ｔ．

由于珘Ｐ（ω）＝
１ ０[ ]０ －１

珘Ｐ（ω）
１ ０[ ]０ －１

，我们可以

得到Φ（ｘ）是关于０点对称和反对称的．但是它不是平
衡的．

如果选取 Ｍｎｅｗ（ω）＝ ａｅｉｋω，（１ｂ－ａ）ｅ
ｉｌ[ ]ω Ｔ
，Ｎｎｅｗ（ω）

＝ ｂｅ－ｉｋω，ｂｅ－ｉｌ[ ]ω ，其中 ｋ，ｌ∈Ｚ，我们可以验证下面的
等式：

Ｎｎｅｗ（ω）Ｍｎｅｗ（ω）＝１，
［１，１］Ｎｎｅｗ（０）Ｍｎｅｗ（０）＝［１，１］，

珘Ｐ（ω）＝ｅｉ２ω
ｅｉ４ｋω ０
０ ｅｉ４ｌ[ ]ω珘Ｐ（ω）ｅ－ｉω ｅ

－ｉ２ｋω ０
０ ｅ－ｉ２ｌ[ ]ω

由引理４和定理６，可知Φｎｅｗ（ｘ）是对称平衡的多
尺度函数．

例２说明了ＧＣＴＳＴ变换可以用单尺度函数构造多
尺度函数，并且选取适当的变换矩阵，可以使得多尺度

函数具有一些好的性质，如对称性，平衡性．结合了例１
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和例２，我们可以知道ＧＣＴＳＴ变换可以减少或增加多尺
度函数的重数来构造新的多尺度函数，同时可以考虑

复数域的情形．因此，ＧＣＴＳＴ变换更加具有一般性，是更
进一步的推广．
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