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摘 要： 利用均匀线阵，本文提出了一种有效的相关噪声下宽带相干信号ＤＯＡ估计算法．首先，在各个频率点，
利用空间差分技术消除色噪声分量，并通过平方操作构造新矩阵；然后，通过聚焦操作得到通用的协方差矩阵；最后，

通过使用传播算法估计得到宽带相干信号的 ＤＯＡ．算法能够分辨的相干组中相干信号的个数可以是奇数或是偶数．
仿真结果验证了算法的有效性和性能．
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１ 概述

宽带信号广泛应用在如雷达、无线通信等领域中，

宽带信号ＤＯＡ估计已经成为一个研究热点．宽带信号
ＤＯＡ估计算法［１～６］大多分成两类即非相干信号子空间
算法（ＩＳＳＭ：ＩｎｃｏｈｅｒｅｎｔＳｉｇｎａｌＳｕｂｓｐａｃｅＭｅｔｈｏｄ）［１］和相干
信 号 子 空 间 算 法 （ＣＳＳＭ：ＣｏｈｅｒｅｎｔＳｉｇｎａｌＳｕｂｓｐａｃｅ
Ｍｅｔｈｏｄ）［２，３］，两类算法都先将阵列输出分解成多个窄带
信号．ＩＳＳＭ随后对各个窄带信号应用 ＭＵＳＩＣ算法［７］，得
到初始ＤＯＡ估计值，再通过组合平滑得到最终 ＤＯＡ估
计值．虽然 ＩＳＳＭ在高信噪比时简单且有效，但在低信噪
比时估计性能较差，且不能直接处理相干信号．ＣＳＳＭ利

用构造的聚集矩阵对各窄带信号进行对齐平滑得到通

用协方差矩阵，再使用窄带算法得到ＤＯＡ估计值．ＣＳＳＭ
能够直接处理相干信号并具有较高估计精度，但大多需

要预估ＤＯＡ值并对其敏感．
多数的高分辨算法假设阵列噪声是空间白噪声，但

是实际中的噪声常常相关．文献［８，９］提出的相关噪声
下算法，只适用于窄带信号；文献［１０］提出的相关噪声
下 ＤＥＤ（ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｉｎｇａｎｄＥｉｇｅｎＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）和 ＭＤＥＤ
（ＭｏｄｉｆｉｅｄＤｉｆｆｅｒｅｎｃｉｎｇａｎｄＥｉｇｅｎＤｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ）算法仅适
用于相干组中含有两个宽带相干信号的场合；文献［１１］
提出的差分相干传播算法（ＤＣＰＭ：ＤｉｆｆｅｒｅｎｃｉｎｇＣｏｈｅｒｅｎｔ
ＰｒｏｐａｇａｔｉｏｎＭｅｔｈｏｄ）也只能用于相干组中仅有两个信号
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的场合．
在相关噪声下，利用均匀线阵（ＵＬＡ：ＵｎｉｆｏｒｍＬｉｎｅａｒ

Ａｒｒａｙ），本文提出一种低复杂度的宽带相干信号 ＤＯＡ估
计算法．在各频率点上，先通过差分技术去除噪声分
量；再通过平方操作构造新矩阵，并进行聚焦处理得到

通用矩阵；最后使用传播算法得到信号ＤＯＡ估计值．算
法中的阵列噪声具有 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型协方差矩阵，并经常出
现在声呐系统中．理论分析和仿真实验均表明算法能
够解决相干组中含有奇数或偶数个宽带信号的 ＤＯＡ估
计问题．

２ 信号模型

考虑 Ｋ个宽带相干信号分别从θｋ，ｋ＝１，…，Ｋ入
射到由Ｍ个各向同性传感器组成的 ＵＬＡ上，Ｋ个信号
源自Ｄ个具有重叠带宽Ｂ的无关远场源ｓｄ（ｔ），ｄ＝１，

…，Ｄ，满足 Ｋ＝∑
Ｄ

ｄ＝１
Ｐｄ＜Ｍ，其中 Ｐｄ＞１表示第 ｄ个远

场源产生的多径相干信号个数．阵列噪声是具有
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型协方差矩阵的相关噪声，且与信号不相关．

第 ｍ个阵元接收信号为

ｘｍ（ｔ）＝∑
Ｄ

ｄ＝１
∑
Ｐｄ

ｐ＝１
ａｄｐｓｄ（ｔ－ｔｄｐ－τｍｄｐ）＋ｎｍ（ｔ），

ｍ＝１，…，Ｍ （１）
其中，ｎｍ（ｔ）表示第 ｍ个阵元噪声，ｓｄｐ（ｔ）＝ｓｄ（ｔ－ｔｄｐ）
表示 ｓｄ（ｔ）的第 ｐ个多径信号，ｔｄｐ和ａｄｐ分别表示其时间
延迟和衰减系数，为了便于描述设 ａｄｐ＝１，τｍｄｐ＝（ｍ－
１）ｄ０ｓｉｎθｄｐ／ｃ表示传播延迟，ｄ０为阵元间距，ｃ为传播速
度和θｄｐ为ｓｄｐ（ｔ）的方向．

当观测时间足够长时，利用离散傅里叶变换得到

阵列接收信号的频域模型

ｘ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）ｓ（ｆｊ）＋ｎ（ｆｊ）， ｊ＝１，…，Ｊ （２）
其中，Ａ（ｆｊ）＝ Ａ１（ｆｊ），…，ＡＤ（ｆｊ[ ]），

Ａｄ（ｆｊ）＝ ａ（ｆｊ，θｄ１），…，ａ（ｆｊ，θｄＰｄ[ ]），
ａ（ｆｊ，θｄｐ）＝ １，…，ｅ

－ｉ２πｆｊ（Ｍ－１）ｄｓｉｎθｄｐ／[ ]ｃ Ｔ，ｉ 槡＝ －１，

ｘ（ｆｊ）＝ ｘ１（ｆｊ），…，ｘＭ（ｆｊ[ ]）Ｔ，

ｓ（ｆｊ）＝ ｓ１（ｆｊ）ρＴ１（ｆｊ），…，ｓＤ（ｆｊ）ρ
Ｔ
Ｄ（ｆｊ[ ]）Ｔ，

ｎ（ｆｊ）＝ ｎ１（ｆｊ），…，ｎＭ（ｆｊ[ ]）Ｔ，

ρｄ（ｆｊ）＝ρｄ１（ｆｊ），…，ρｄＰｄ（ｆｊ[ ]）Ｔ
，

ρｄｐ（ｆｊ）＝ｅ
－ｉ２πｆｊｔｄｐ，上标Ｔ表示转置．

阵列协方差矩阵 Ｒｘ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）Ｒｓ（ｆｊ）ＡＨ（ｆｊ）＋Ｑ（ｆｊ），
其中 Ｒｓ（ｆｊ）、Ｑ（ｆｊ）分别表示信号、噪声的协方差矩阵，
上标Ｈ表示共轭转置．通过对阵列协方差矩阵进行相
干聚焦处理如 ＲＳＳ，可以估计得到信号 ＤＯＡ．然而，
ＣＳＳＭ的估计性能依赖于 ＤＯＡ预估值．当噪声相关时，

ＤＯＡ预估值的误差将增大，导致 ＣＳＳＭ的估计性能
恶化．

因此，为了消除相关噪声的影响，本文提出了低复

杂度的宽带相干信号ＤＯＡ估计算法．

３ 本文算法

显然，阵列协方差矩阵可表述成

Ｒｘ（ｆｊ）＝ＲＮＴ（ｆｊ）＋ＲＴ（ｆｊ） （３）
其中，ＲＮＴ（ｆｊ）表示相干信号的非Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵，ＲＴ（ｆｊ）表
示相关噪声的Ｔｏｅｐｌｉｔｚ矩阵满足 ＥＲＴＴ（ｆｊ）Ｅ＝ＥＲＴ（ｆｊ）Ｅ
＝ＲＴ（ｆｊ），Ｅ表示反对角元素为１、其他元素为０的交换
矩阵，上标表示共轭．差分处理后有ΔＲｘ（ｆｊ）＝Ｒｘ（ｆｊ）
－ＥＲＴｘ（ｆｊ）Ｅ＝ＲＮＴ（ｆｊ）－ＥＲＴＮＴ（ｆｊ）Ｅ，从而消除了
Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型相关噪声和非相关信号的影响，仅保留相干
信号的信息．进一步，有

ΔＲｘ（ｆｊ）＝∑
Ｄ

ｄ＝１
ΔＲｘｄ（ｆｊ）

＝Ａ（ｆｊ）ｂｌｋｄｉａｇΔＲｓ１（ｆｊ），…，ΔＲｓＤ（ｆｊ{ }）ＡＨ（ｆｊ）
（４）

其中，ΔＲｘｄ（ｆｊ）＝Ａｄ（ｆｊ）ΔＲｓｄ（ｆｊ）ＡＨｄ（ｆｊ），ΔＲｓｄ（ｆｊ）＝
Ｒｓｄ（ｆｊ）－Φｄ（ｆｊ）ＲＴｓｄ（ｆｊ）Φｄ（ｆｊ），Φｄ（ｆｊ）＝ｄｉａｇ｛ｅｉ２πｆｊτｄ１，
…，ｅｉ２πｆｊτｄＰｄ｝．相干聚焦处理得通用差分矩阵

ΔＲ珋ｘ＝∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｔ
β
（ｆｊ）ΔＲｘ（ｆｊ）ＴＨβ（ｆｊ）

＝Ａ（ｆ０）ｂｌｋｄｉａｇ∑
Ｊ

ｊ＝１
ΔＲｓ１（ｆｊ），…，

１
Ｊ∑

Ｊ

ｊ＝１
ΔＲｓＤ（ｆｊ{ }）ＡＨ（ｆ０）

（５）
其中，Ｔ

β
（ｆｊ）为聚焦矩阵如 ＲＳＳ聚焦矩阵，β为由低分

辨率算法得到的ＤＯＡ预估值，ｆ０为参考频率，符号 ｂｌｋ
ｄｉａｇ表示块对角矩阵．

命题１ 当 Ｍ≥Ｋ和Ｊ≥「Ｐｍａｘ／２?时，ｒａｎｋ（ΔＲ珋ｘ）＝
Ｋ－Ｋｏ．其中，Ｐｍａｘ表示最大相干组的尺寸，Ｋｏ表示包含
奇数个相干信号的相干组的组数，「Ｐｍａｘ／２?表示取不小
于 Ｐｍａｘ／２的最小整数．

命题１的证明与文献［１２］类同，这里不再赘述．根
据命题１可知，当某组中相干信号个数为奇数时，ΔＲ珋ｘ
秩亏并将导致估计出现错误，因此需要通过下面三步

解决秩亏问题并估计出信号ＤＯＡ．
第一步，构造各频率点的新矩阵

Ｒｑ（ｆｊ）＝ΔＲｘ（ｆｊ）ΔＲＨｘ（ｆｊ） （６）
根据文献［１３］可知ΔＲｘ（ｆｊ）的秩为２Ｄ及其特征值

正负成对出现，因而其特征值分解为ΔＲｘ（ｆｊ）＝Ｕ（ｆｊ）

Λ（ｆｊ）ＵＨ（ｆｊ），其中Λ（ｆｊ）＝ｄｉａｇ｛λ１（ｆｊ），－λ１（ｆｊ），…，

λＤ（ｆｊ），－λＤ（ｆｊ）｝，Ｕ（ｆｊ）是 Ｍ×２Ｄ的列满秩矩阵，符号

ｄｉａｇ表示对角矩阵．根据子空间理论，当 Ｋ≥２Ｄ时存在
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Ｋ×２Ｄ的列满秩矩阵Ｃ（ｆｊ）满足 Ｕ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）Ｃ（ｆｊ）．
因此，新矩阵可以写成 Ｒｑ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）Ｃ（ｆｊ）Λ２（ｆｊ）
ＣＨ（ｆｊ）ＡＨ（ｆｊ）．
第二步，利用 ＲＳＳ聚焦矩阵对新矩阵进行聚焦处

理，得到通用协方差矩阵

Ｒｑ＝∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｔ
β
（ｆｊ）Ｒｑ（ｆｊ）ＴＨβ（ｆｊ）

＝Ａ（ｆ０）∑
Ｊ

ｊ＝１
Ｃ（ｆｊ）Λ２（ｆｊ）ＣＨ（ｆｊ( )）ＡＨ（ｆ０） （７）

命题２ 当 Ｍ≥Ｋ和Ｊ≥ｍａｘ（「Ｐｍａｘ／２?，「Ｋ／２Ｄ?）
时，ｒａｎｋ（Ｒｑ）＝Ｋ，其中符号 ｍａｘ表示取最大值，ｒａｎｋ表
示矩阵的秩．

命题２的证明可见附录．根据命题２可知，无论各
组中相干信号个数是奇数或偶数时，Ｒｑ的秩总能恢复
到总相干信号个数，克服了秩亏问题．

第三步，对 Ｒｑ应用ＰＭ算法［１４］．先定义传播算子 Ｐ
满足 ＰＨＡ１（ｆ０）＝Ａ２（ｆ０），其中 Ａ１（ｆ０）＝Ａ（ｆ０）（１：Ｋ，：）
和 Ａ２（ｆ０）＝Ａ（ｆ０）（Ｋ＋１：Ｍ，：），且该传播算子可通过
Ｐ＝（ＧＨＧ）－１ＧＨＨ来估算，其中 Ｇ＝Ｒｑ（：，１：Ｋ），Ｈ＝
Ｒｑ（：，Ｋ＋１：Ｍ）满足 Ｈ＝ＧＰ．接着构造噪声子空间矩
阵 Ｑ＝［Ｐ｜－ＩＭ－Ｋ］满足 ＡＨ（ｆ０）［Ｐ｜－ＩＭ－Ｋ］＝
０Ｋ×（Ｍ－Ｋ），其中符号｜表示按列排列，ＩＭ－Ｋ表示（Ｍ－Ｋ）

×（Ｍ－Ｋ）的单位阵，０Ｋ×（Ｍ－Ｋ）表示 Ｋ×（Ｍ－Ｋ）的零
矩阵．再通过下式估算出 Ｋ个信号的ＤＯＡ

θ^ｋ＝ａｒｇｍａｘ
θｋ

１
ａＨ（ｆ０，θ）Ｑ

 

０
２
Ｆ
， ｋ＝１，…，Ｋ （８）

其中，Ｑ０＝Ｑ（ＱＨＱ）－１／２，符号 ａｒｇ表示求相位角，符号 

· Ｆ表示Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．
值得注意的是，文献［１１］中的聚焦传播算子 Ｐｆｏｃ在

理想情况下等于ｆ０处的传播算子 Ｐ０，即 Ｐｆｏｃ＝Ｐ０．当有
Ｄ个相干信号组时，Ｐ０的秩为２Ｄ存在秩亏问题，意味
着 Ｐｆｏｃ没有完成了实际的能量聚焦处理，导致 ＤＣＰＭ算
法仅能用于相干组中只有两个信号的场合．而 Ｒｑ秩的
恢复意味着Ｒｑ完成了实际的能量聚焦处理，导致本文
算法能够估计出所有宽带相干信号的 ＤＯＡ，并且当各
相干组中只有两个信号时，本文算法的估计性能也要

优于ＤＣＰＭ算法．另一方面，由于在构造新矩阵和估算
ＤＯＡ时分别采用特征分解技术和 ＭＵＳＩＣ算法，导致文
献［１２］中算法的计算量较大；而平方操作和传播算法的
采用，使得本文算法的计算量较小．

４ 仿真实验

下面通过计算机仿真验证本文算法．仿真阵列采
用 ｄ０＝ｃ／２ｆｃ的八元 ＵＬＡ，其中 ｆｃ表示中心频率，并选
择ＤＣＰＭ算法作为比较算法．信号源间具有扁平的复数

频谱，频率数为 １０；互相关的噪声与信号不相关，并具
有 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ结构的协方差矩阵．

在第一组仿真中，考虑三种场合下宽带相干信号

的空间谱．第一种场合是两组四个宽带相干信号来自
于［７°，１２°］和［－２５°，２５°］，时延系数为［０４０００，０２８８８８］
和［０９７２６，０４７８３］．第二种场合是一组时延系数为
［０４０００，０２８８８８，０９７２６，０４７８３］的四个信号，方向同
上．最后一种是两组来自于［－５°，１３°］和［－３０°，１７°，
２９°］的五个信号，时延系数为［０７６９９，０９３７１］和
［０５０３９，０４７２０，０９２７８］．对于预估 ＤＯＡ值前两种为
［－２２８°，９３°，２１９°］和后一种为［－２８２°，－１４２°，
－３°，１０７°，２７１°］，在此基础上构造各自的 ＲＳＳ聚焦矩
阵．图１～３所示的是当信噪比ＳＮＲ＝０ｄＢ和快拍数 Ｌ＝
１００时，三种场合下的空间谱．图中结果表明，ＤＣＰＭ算
法仅能工作在相干组中只有两个信号的场合，本文算

法能够适用于所有场合．而图１的结果表明，当各相干
组中只有两个信号时，相比 ＤＣＰＭ算法，本文算法的空
间谱更加尖锐．

第二组仿真考虑两种情况下的 ＤＯＡ估计性能，
ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真次数取 １００．前一种是时延系数为
［０２２０５，０４１６９］和［０１８０３，０２４９７］的四个信号分别从
［８°，１４°］和［－２１°，－２６°］入射；后一种是时延系数为
［０９７７９，０１９１２，００９５７］的三个信号从［１０°，２５°，－１６°］
入射．预估 ＤＯＡ值分别是［１０８°，－２３４°］和［２１７°，
１２６°，－１３２°］．在前一种情况下，当 Ｌ＝２００时均方根
误差与信噪比间曲线如图４所示，当 ＳＮＲ＝０ｄＢ时均方
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根误差与快拍数间曲线如图５所示，图６所示的是当 Ｌ
＝２００时分辨概率与信噪比间曲线．三个图结果表明，
即使当各个相干组中只有两个信号时，本文算法的估

计性能也要优于 ＤＣＰＭ算法，验证了之前的理论分析．
图７和图８所示的分别是，在后一种情况下当 Ｌ＝２００
时均方根误差与信噪比间曲线和当 ＳＮＲ＝０ｄＢ时均方

根误差与快拍数间曲线．图中结果表明，本文算法可以
高分辨地解决相干组中含有奇数个相干信号的 ＤＯＡ估
计问题．结合图４～８的结果可知，本文算法对相干组中
的相干信号个数没有奇偶的限制，因此具有较大的理

论意义．

５ 结论

在相关噪声下，本文提出一种低复杂度的宽带相

干信号ＤＯＡ估计算法．在各个频率点，算法首先使用空
间差分技术去除具有 Ｔｏｅｐｌｉｔｚ型协方差矩阵的噪声分
量，并通过平方操作构造新矩阵；然后，通过对新矩阵

进行ＲＳＳ聚焦处理得到通用协方差矩阵；最后，应用低
复杂度的 ＰＭ算法估计信号的ＤＯＡ．无论相干信号的个

数是奇数或偶数，本文算法都具有较好的估计性能．即
使当相干组中信号个数是奇数时，本文算法的估计性

能也明显优于 ＤＣＰＭ算法．平方操作和传播算法的应
用，使得本文算法的计算复杂度较低．计算机仿真结果
验证了算法的有效性和估计性能．

附录（命题２的证明）

由文献［１３］可知ΔＲｘｄ（ｆｊ）的秩等于２，且是一个负
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反对称矩阵，其特征值分解为

ΔＲｘｄ（ｆｊ）＝Ａｄ（ｆｊ）
)

Ｃｄ（ｆｊ）Λｄ（ｆｊ）１／２ )

Ｇｄ

)

Λｄ（ｆｊ）１／２ )

ＣＨｄ（ｆｊ）ＡＨｄ（ｆｊ）

（９）

其中，

)

Λｄ（ｆｊ）＝ｄｉａｇ｛
)

Λｄ（ｆｊ），－

)

Λｄ（ｆｊ）｝和

)

Ｕｄ（ｆｊ）＝

)

ｕｄ（ｆｊ），

)

ｕｄ′（ｆｊ[ ]），

)

Ｃｄ（ｆｊ）＝
)

ｃｄ１（ｆｊ），

)

ｃｄ２（ｆｊ[ ]）为 Ｐｄ×２

的列满秩矩阵满足

)

Ｕｄ（ｆｊ）＝Ａｄ（ｆｊ）

)

Ｃｄ（ｆｊ），

)

Λｄ（ｆｊ）１／２

＝ｄｉａｇ

)

λ
１／２
ｄ（ｆｊ），

)

λ
１／２
ｄ（ｆｊ{ }）和

)

Ｇｄ＝ｄｉａｇ１，{ }－１．
因此，将上式与（４）式联合可得

ΔＲｘ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）ｂｌｋｄｉａｇ｛

)

Ｃ１（ｆｊ）

)

Λ１（ｆｊ）
)

ＣＨ１（ｆｊ），…，

)

ＣＤ（ｆｊ）

)

ΛＤ（ｆｊ）

)

ＣＨＤ（ｆｊ）｝ＡＨ（ｆｊ） （１０）

其中，

)

Λ（ｆｊ）１／２＝ｂｌｋｄｉａｇ

)

Λ１（ｆｊ）１／２，…，

)

ΛＤ（ｆｊ）１／{ }２ ，

)

Ｇ＝ｂｌｋｄｉａｇ｛

)

Ｇ１，…，

)

ＧＤ｝和

)

Ｃ（ｆｊ）＝ｂｌｋｄｉａｇ｛

)

Ｃ１（ｆｊ），…，

)

ＣＤ（ｆｊ）｝．

设ΔＲｓｄ＝∑
Ｊ

ｊ＝１

)

Ｃｄ（ｆｊ）

)

Λｄ（ｆｊ）

)

ＣＨｄ（ｆｊ）＝

)

Ｃｄ

)

Λｄ

)

ＣＨｄ，其

中

)

Ｃｄ＝［

)

Ｃｄ（ｆ１），…，

)

Ｃｄ（ｆＪ）］，

)

Λｄ＝ｂｌｋｄｉａｇ｛

)

Λｄ（ｆ１），…，

)

Λｄ（ｆＪ）｝．将

)

Ｃｄ（ｆｊ）＝［

)

ｃｄ１（ｆｊ），

)

ｃｄ２（ｆｊ）］代入得ΔＲｓｄ＝
珚ＣｄΓ珚ＣＨｄ，其中珚Ｃｄ＝［珋ｃｄ１（ｆ１），…，珋ｃｄ１（ｆＪ），珋ｃｄ２（ｆ１），…，

珋ｃｄ２（ｆＪ）］，珋ｃｄｋ（ｆｊ）＝珋ｃｄｋ（ｆｊ）／

)

Λｄ（ｆｊ），ｋ＝１，２，Γ＝ｂｌｋｄｉａｇ
｛ＩＪ，珋ＩＪ｝，ＩＪ、珋ＩＪ分别为Ｊ×Ｊ的正、负单位阵．同时根据
文献［１２］中命题１的证明，ΔＲｓｄ＝ＷｄΓＷＨｄ，其中 Ｗｄ是
Ｐｄ×２Ｊ的行满秩矩阵．因此，必然存在２Ｊ×２Ｊ的满秩

矩阵珚Ｈｄ满足珚ＨｄΓ珚ＨＨｄ＝Γ，使得珚Ｃｄ＝Ｗｄ珚Ｈｄ．根据矩阵理
论知识，当 Ｊ≥「Ｐｄ／２?时珚Ｃｄ的秩为Ｐｄ．另外

ΔＲｘ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）Ｃ（ｆｊ）Λ（ｆｊ）１／２ )

Ｇ Λ（ｆｊ）１／２ＣＨ（ｆｊ）ＡＨ（ｆｊ）

（１１）
其中，

Λ（ｆｊ）１／２＝ｄｉａｇλ１／２１（ｆｊ），λ１／２１（ｆｊ），…，λ１／２Ｄ（ｆｊ），λ１／２Ｄ（ｆｊ{ }）．
联合上面两式，得到

Ａ（ｆｊ）Ｃ（ｆｊ）Λ（ｆｊ）
１／２＝Ａ（ｆｊ）

)

Ｃ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／２ )

Ｈ（ｆｊ）
（１２）

其中，

)

Ｈ（ｆｊ）是２Ｄ×２Ｄ的满秩矩阵满足

)

Ｈ（ｆｊ）

) )

ＧＨＨ（ｆｊ）

＝

)

Ｇ．这样，Ｒｑ（ｆｊ）可写成

Ｒｑ（ｆｊ）＝Ａ（ｆｊ）

)

Ｃ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／２ )

Ｈ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）

)

ＨＨ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／( )２ Ｈ )

ＣＨ（ｆｊ）ＡＨ（ｆｊ） （１３）
定义

ΔＲ｜ｓ｜＝∑
Ｊ

ｊ＝１

)

Ｃ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／２

)

Λ（ｆｊ）１／( )２ Ｈ )

ＣＨ（ｆｊ）

＝ｂｌｋｄｉａｇ｛ΔＲ｜ｓ１｜，…，ΔＲ｜ｓＤ｜｝＝

) )

ＢＢＨ （１４）

其中，ΔＲ｜ｓｄ｜＝∑
Ｊ

ｊ＝１
)

Ｃｄ（ｆｊ）

)

Λｄ（ｆｊ）

)

ＣＨｄ（ｆｊ）＝

)

Ｃｄ

)

ＣＨｄ，

)

Ｂ＝［

)

Ｂ（ｆ１），…，

)

Ｂ（ｆＪ）］，
)

Ｂ（ｆｊ）＝

)

Ｃ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／２．显

然，当 Ｊ≥ｍａｘ（「Ｐｍａｘ／２?，「Ｋ／２Ｄ?）时，ｒａｎｋ（

)

Ｂ）＝Ｋ．而
Ｒ珋ｑ＝Ａ（ｆ０）ΔＲ｜珋ｓ｜ＡＨ（ｆ０） （１５）

其中

ΔＲ｜珋ｓ｜＝∑
Ｊ

ｊ＝１

)

Ｃ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／２ )

Ｈ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）

)

ＨＨ（ｆｊ）

)

Λ（ｆｊ）１／( )２ Ｈ )

ＣＨ（ｆｊ）

＝

)

Ｂｂｌｋｄｉａｇ

)

Ｈ（ｆ１），…，

)

Ｈ（ｆＪ{ }）ｂｌｋｄｉａｇ

)

Λ（ｆ１）１／２，…，

)

Λ（ｆＪ）１／{ }( )２

)

Ｂｂｌｋｄｉａｇ

)

Ｈ（ｆ１），…，

)

Ｈ（ｆＪ{ }）ｂｌｋｄｉａｇ

)

Λ（ｆ１）１／２，…，

)

Λ（ｆＪ）１／{ }( )２ Ｈ （１６）

显然当 Ｊ≥ｍａｘ「Ｐｍａｘ／２?，「Ｋ／２Ｄ( )?时，ｒａｎｋ（ΔＲ｜珋ｓ｜）＝

ｒａｎｋ（

)

Ｂ）＝Ｋ．而 Ａ（ｆ０）的列满秩使得命题２成立．
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