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摘 要： 本文首先讨论了二部图中双单纯边与概念格中概念之间的对应关系；其次研究了弦二部图和约简的形

式背景的若干性质；最后将概念格中元素的消除理论应用于二部图的研究，给出了弦二部图的概念格刻画．结果表明，
一个二部图是弦二部图当且仅当对应的概念格中有一个∨∧—不可约元的完美消除序列．
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１ 引言

１９８２年，Ｗｉｌｌ［１，２］基于形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）建立了概
念格理论，（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是由对象集 Ｖ１、属性集 Ｖ２以及二
元关系 ＥＶ１×Ｖ２组成．近些年来，概念格理论在很多
方面得到了发展和应用，概念格的模糊化以及约简理论

已经成为热点的研究方向，比如，文献［３］给出了概念格
的属性约简和方法，文献［４］讨论了决策形式背景下概
念格的属性约简，文献［５］建立了一种模糊概念格的属
性约简理论，文献［６］将概念格属性约简应用于二值逻
辑约简当中．同时，概念格与二部图的交叉研究也逐渐
发展［７～１０］，本文旨在探讨将概念格约简理论应用于二

部图的研究当中，给出了弦二部图的概念格刻画．

２ 预备知识

２１ 形式概念分析及其约简

本小节我们介绍形式概念分析以及约简的基本知

识，更多的内容参见文献［２，３］．
定义１［２］ 设 Ｖ是完备格，ｖ∈Ｖ，定义

ｖ＝∨ ｘ∈Ｖ ｘ＜{ }ｖ
ｖ＝∨ ｘ∈Ｖ ｖ＜{ }ｘ

如果 ｖ≠ｖ，则称 ｖ为∧—不可约元，Ｍ（Ｖ）表示 Ｖ中

∧—不可约元之集；如果 ｖ≠ｖ，则称 ｖ为∨—不可约
元，Ｊ（Ｖ）表示 Ｖ中∨—不可约元之集．

本文中用 ＪＭ（Ｖ）＝Ｊ（Ｖ）∩Ｍ（Ｖ）表示 Ｖ中∧—不
可约元和∨—不可约元之集，若 ｖ∈ＪＭ（Ｖ），则称 ｖ为

∨∧—不可约元．
称（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为一个形式背景，其中 Ｖ１ ＝

ｘ１，ｘ２，…，ｘ{ }ｓ为对象集，Ｖ２＝ ｙ１，ｙ２，…，ｙ{ }ｔ 为属性
集，ＥＶ１×Ｖ２．本文中，用１表示（ｘ，ｙ）∈Ｅ，用０表示
（ｘ，ｙ）Ｅ，这样形式背景可以表示成只含 ０和 １的
表格．

对于形式背景，在对象集 ＸＶ１和属性集 ＹＶ２
上分别定义
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Ｘ＝ ｙ∈Ｖ２ ｘ∈Ｘ，（ｘ，ｙ）∈{ }Ｅ
Ｙ＝ ｘ∈Ｖ１ ｙ∈Ｙ，（ｘ，ｙ）∈{ }Ｅ

定义２［２］ 设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为形式背景，ＸＶ１，Ｙ
Ｖ２，如果一个二元组（Ｘ，Ｙ）满足 Ｘ ＝Ｙ且 Ｙ ＝Ｘ，则
称（Ｘ，Ｙ）是一个形式概念，简称概念．

定义 ３［２］ 设（Ｘ１，Ｙ１），（Ｘ２，Ｙ２）为形式背景（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ）的概念，定义

（Ｘ１，Ｙ１）≤（Ｘ２，Ｙ２）Ｘ１Ｘ２（Ｙ２Ｙ１）
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）中的所有概念的偏序集记为 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，

Ｅ），称为概念格．
定理１ Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是完备格，且有

∧
ｉ∈Ｉ
（Ｘｉ，Ｙｉ）＝（∩

ｉ∈Ｉ
Ｘｉ，（∪

ｉ∈Ｉ
Ｙｉ））

∨
ｉ∈Ｉ
（Ｘｉ，Ｙｉ）＝（（∩

ｉ∈Ｉ
Ｘｉ），∪

ｉ∈Ｉ
Ｙｉ）

形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）中的概念具有如下性质
（Ｘ１，Ｘ２，ＸＶ１，Ｙ１，Ｙ２，ＹＶ２）：

（１）Ｘ１Ｘ２Ｘ２Ｘ１，Ｙ１Ｙ２Ｙ２Ｙ１
（２）ＸＸ，ＹＹ

（３）Ｘ＝Ｘ，Ｙ＝Ｙ

（４）（Ｘ，Ｘ），（Ｙ，Ｙ）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）
不同的形式背景所对应的概念格可能是同构的，

很多情况下减少对象集和属性集的某些元素并不改变

概念格的格结构，基于此，概念格的约简是一个研究的

热点问题．
在形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）下，ＮＶ２，记 ＥＮ＝Ｅ∩

（Ｖ１×Ｎ），ＭＶ１，记 ＥＭ＝Ｅ∩（Ｍ×Ｖ２），那么（Ｖ１，
Ｎ，ＥＮ）和（Ｍ，Ｖ２，ＥＭ）都为形式背景．
定义４［３］ 设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为形式背景，如果存在 Ｎ

Ｖ２使得 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）Ｌ（Ｖ１，Ｎ，ＥＮ），则称 Ｎ为相容
属性集，进一步，如果对任意 ｙ∈Ｎ，Ｌ（Ｖ１，Ｎ－{ }ｙ，
ＥＮ－{ }ｙ ）与 Ｌ（Ｖ１，Ｎ，ＥＮ）不同构，则称 Ｎ为（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）
的属性约简，此时称（Ｖ１，Ｎ，ＥＮ）为属性约简的形式背
景．

类似的，设 （Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为形式背景，如果存在 Ｍ
Ｖ１使得 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）Ｌ（Ｍ，Ｖ２，ＥＭ），则称 Ｍ为相容
对象集，进一步，如果对任意 ｘ∈Ｍ，Ｌ（Ｍ，Ｖ２，ＥＭ－{ }ｘ ）

与 Ｌ（Ｍ，Ｖ２，ＥＭ）不同构，则称 Ｍ为（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的对象
约简，此时称（Ｍ，Ｖ２，ＥＭ）为对象约简的形式背景．

定理２［２］ Ｖ２－｛ｙ｝是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的相容属性集当
且仅当存在 ＹＶ２，ｙＹ但有｛ｙ｝ ＝Ｙ．相应的，Ｖ１
－｛ｘ｝是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的相容对象集当且仅当存在 Ｘ
Ｖ１，ｘＸ但有｛ｘ｝＝Ｘ．
定义５ 如果（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）既是属性约简又是对象

约简的形式背景，则称（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是约简形式背景．

２２ 二部图和概念格

本小节介绍有关二部图和概念格的若干知识，更

多内容参见文献［７，１１，１２］．文中出现的图均为有限无
向图，用 Ｎ（ｘ）表示点 ｘ的邻域．二部图 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）
是由两个非交顶点集 Ｖ１、Ｖ２，且 Ｇ的每条边的顶点分别
在 Ｖ１、Ｖ２中．极大二部团（极大完备二部子图）是指二
部图的子图 Ｈ＝（Ｗ１，Ｗ２，Ｆ），使得ｘ∈Ｗ１，ｙ∈Ｗ２
都有（ｘ，ｙ）∈Ｆ．

定义６［１２］ 一个二部图被称为弦二部图当且仅当
每个长度大于６的圈都有弦．

定义７［７］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为二部图，则（ｘ，ｙ）

∈Ｅ被称为双单纯边当且仅当Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）可诱导出
Ｇ的一个完备二部子图．
定义 ８［７］ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为二部图，｜Ｅ｜＝ｍ，

（ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ）为 Ｇ中所有边的一个序列．对于任意 ｉ＝０，
１，…，ｍ，定义 Ｇ的子图 Ｇｉ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅｉ）如下：Ｇｉ＝Ｇ０，ｉ
≥１，Ｇｉ为 Ｇｉ－１的子图，其中 Ｇｉ的顶点集为 Ｖ１∪Ｖ２，边集
Ｅｉ＝Ｅｉ－１－｛ｅｉ｝．如果每条边 ｅｉ都是 Ｇｉ－１的双单纯边，则
称（ｅ１，ｅ２，…，ｅｍ）为 Ｇ的一个边完美消除序列．

定理３［１２］ Ｇ是弦二部图当且仅当Ｇ存在一个边
完美消除序列．

综上可知，给定形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），一方面我们
可以建立概念格 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）；另一方面，如果将该形
式背景看成是二部图的邻接矩阵，则形式背景又和二

部图 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）相对应．关于 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）和 Ｇ＝
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的关系有以下结果：

定理４ 设 Ｗ１Ｖ１，Ｗ２Ｖ２，Ｗ１∪Ｗ２是 Ｇ＝（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ）的极大二部团当且仅当（Ｗ１，Ｗ２）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．
例 １ Ｖ１＝ ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ{ }４ ，Ｖ２＝ ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４，ｙ{ }５ ，

Ｅ如表１所示．
表１

Ｅ ｙ１ ｙ２ ｙ３ ｙ４ ｙ５

ｘ１ １ １ １ ０ １

ｘ２ １ ０ １ １ ０

ｘ３ ０ １ １ ０ ０

ｘ４ ０ １ １ ０ ０

其中形式概念（极大二部团）为：Ｃ１＝（ ，Ｖ２），Ｃ２
＝（ｘ{ }１ ， ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ{ }５ ），Ｃ３＝（ｘ{ }２ ， ｙ１，ｙ３，ｙ{ }４ ），
Ｃ４ ＝ （ｘ１，ｘ３，ｘ{ }４ ， ｙ２，ｙ{ }３ ），Ｃ５ ＝ （ｘ１，ｘ{ }２ ，
ｙ１，ｙ{ }３ ），Ｃ６＝（Ｖ１，ｙ{ }３ ）．其中 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）如图１
所示，Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）如图２所示，如二部图中的极大二部
团 ｘ１，ｘ３，ｘ{ }４ ∪ ｙ２，ｙ{ }３ 对应于概念格中的 Ｃ４＝
（ｘ１，ｘ３，ｘ{ }４ ，ｙ２，ｙ{ }３ ）．
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３ 弦二部图和约简形式背景

引理１ 设（ｘ，ｙ）∈Ｅ是Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的一条双
单纯边，则 Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）是 Ｇ的一个极大二部团，即
（Ｎ（ｙ），Ｎ（ｘ））∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．

证明 设（ｘ，ｙ）∈Ｅ是双单纯边，由定义 ７可知
Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）为 Ｇ的完备二部子图．假设存在 Ｇ的完
备二部子图Ｘ∪Ｙ满足Ｎ（ｙ）Ｘ且Ｎ（ｘ）Ｙ，任取 ｘ

∈Ｘ－Ｎ（ｙ），则 ｘＮ（ｙ），因此 ｘ与 ｙ不邻接．这与
Ｘ∪Ｙ是完备子图相矛盾，所以 Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）是 Ｇ的一
个极大二部团．

由定理４和定义７可以得到如下结论：
引理２ 设（Ｘ，Ｙ）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），如果存在 ｘ∈

Ｖ１，ｙ∈Ｖ２使得 Ｘ＝Ｎ（ｙ），Ｙ＝Ｎ（ｘ），则 ｅ＝（ｘ，ｙ）是 Ｇ
＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的一条双单纯边．
由引理１和引理２可得：
定理５ ｅ＝（ｘ，ｙ）是 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的双单纯边

当且仅当（Ｎ（ｙ），Ｎ（ｘ））∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．
引理３ 设 ｅ＝（ｘ，ｙ）是 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的双单纯

边，则 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－｛ｅ｝）为 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的子格．
证明 设 ｅ＝（ｘ，ｙ）是 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的双单纯

边．我们首先证明 Ｎ（ｘ）∪Ｎ（ｙ）是二部图 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，
Ｅ）中唯一包含 ｅ＝（ｘ，ｙ）的极大二部团（（Ｎ（ｙ），
Ｎ（ｘ））是 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）中唯一的外延包含 ｘ，内涵包含
ｙ的概念）．假设存在另一个概念（Ａ，Ｂ）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）
满足 ｘ∈Ａ，ｙ∈Ｂ，则 Ｂ＝Ａ｛ｘ｝＝Ｎ（ｘ）且 Ａ＝Ｂ

｛ｙ｝ ＝Ｎ（ｙ），因此（Ａ，Ｂ）＝（Ｎ（ｙ），Ｎ（ｘ））．所以
Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－｛ｅ｝）包含了中 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）除（Ｎ（ｙ），
Ｎ（ｘ））外的所有概念，而且当 Ｖ１－｛ｘ｝是相容对象集或
者 Ｖ２－｛ｙ｝是相容属性集时Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－｛ｅ｝）Ｌ（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ），否则Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－｛ｅ｝）＜Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．
设形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的约简，由定

义４知 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），下面定理给出了二
部图Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）与 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的关系．

定理６ 设形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的约
简，则 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是弦二部图当且仅当Ｇ＝（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ）为弦二部图．
证明 充分性，设 Ｖ２－｛ｙ｝是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的相容属

性集，由定义４和定义５可知，只需证明如果 Ｇ＝（Ｖ１，
Ｖ２－｛ｙ｝，ＥＶ２－｛ｙ｝）是弦二部图，则 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）也是
弦二部图即可．记（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）上的运算为“”，（Ｖ１，Ｖ２
－｛ｙ｝，ＥＶ２－｛ｙ｝）上的运算为“Δ”，则 ＸＶ１有 Ｘ

Δ＝Ｘ

－｛ｙ｝，ＹＶ２－｛ｙ｝有 ＹΔ＝Ｙ．设 Ｇ中存在无弦环
ｘ１，ｙ１，…，ｘｋ，ｙｋ，ｘ[ ]１ （ｋ≥３），如果 ｙ｛ｙ１，ｙ２，…，ｙｋ｝，
则 ｘ１，ｙ１，…，ｘｋ，ｙｋ，ｘ[ ]１ 为 Ｇ中的无弦环，这与 Ｇ是
弦二部图矛盾；如果 ｙ∈ ｙ１，ｙ２，…，ｙ{ }ｋ ，不妨设 ｙ＝
ｙ１，则（ｘ１，ｙ）∈Ｅ，（ｘ２，ｙ）∈Ｅ，因此 ｘ１∈｛ｙ｝，ｘ２∈
｛ｙ｝．因为 Ｖ２－｛ｙ｝是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的相容属性集，由定
理２知存在 ＹＶ２，ｙＹ但有｛ｙ｝ ＝Ｙ，因此 ｘ１∈
Ｙ＝ＹΔ且 ｘ２∈Ｙ＝ＹΔ，所以 ＹΔΔ ｘ{ }１ Δ∩ ｘ{ }２ Δ．因
为（ＹΔ，ＹΔΔ），（｛ｘ１｝Δ，｛ｘ１｝Δ），（｛ｘ２｝ΔΔ，｛ｘ２｝Δ）都是 Ｌ（Ｖ１，
Ｖ２－｛ｙ｝，ＥＶ２－｛ｙ｝）中的元素，由定义 ３可知（｛ｘ１｝

ΔΔ，

｛ｘ１｝Δ）≤（ＹΔ，ＹΔΔ）且（｛ｘ２｝ΔΔ，｛ｘ２｝Δ）≤（ＹΔ，ＹΔΔ）．因为
ｘ１∈｛ｘ１｝ΔΔ，ｘ２∈｛ｘ２｝ΔΔ，所以 ｘ１∈ＹΔΔ，ｘ２∈ＹΔΔ．由定理
４可知，存在ｙ∈ＹΔΔ使得（ｘ１，ｙ）∈ＥＶ２－｛ｙ｝，（ｘ２，ｙ）∈
ＥＶ２－｛ｙ｝，所以 ｘ１，ｙ，…，ｘｋ，ｙｋ，ｘ[ ]１ 也是 Ｇ中的无弦

环，这与 Ｇ是弦二部图矛盾，因此充分性得证．
必要性，记（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）上的运算为“”，（Ｖ１，Ｖ２，

Ｅ）上的运算为“Δ”．设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是弦二部图，
Ｅ ＝ｎ，Ｅ ＝ｍ．为证明Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是弦二部
图，由定理３可知，只需证明Ｇ存在一个边完美消除序
列．由 Ｇ是弦二部图知，存在 Ｇ的一个边完美消除序
列，记为（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）．由（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的
约简形式背景可知ＥＥ，因此从（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）删除不
属于Ｅ的边可得Ｅ的一个边的序列（ｅｉ１，ｅｉ２，…，ｅｉｍ），只
需证明（ｅｉ１，ｅｉ２，…，ｅｉｍ）为Ｇ的边完美消除序列即可．由
（ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ）是 Ｇ的一个边完美消除序列可知ｅ１＝
（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ是Ｇ的双单纯边．（１）若 ｅ１＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ，
则 ｘ１∈Ｖ１，ｙ１∈Ｖ２，由定理 ５可知（ｙ{ }１ ， ｘ{ }１ ）∈
Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），则由（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的定义可知（ｙ{ }１ ∩
Ｖ１，ｘ{ }１ ∩Ｖ２）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），即（ｙ{ }１ Δ， ｘ{ }１ Δ）∈
Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），因此 ｅ１＝（ｘ１，ｙ１）∈Ｅ为Ｇ的双单纯边，由
引理３可知，Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）包含 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）中
出了（ｙ{ }１ Δ， ｘ{ }１ Δ）的所有元素，同时 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－
ｅ{ }１ ）包含了 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）除（ｙ{ }１ ，ｘ{ }１ ）外的所有

元素；由 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２Ｅ）可知 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－
ｅ{ }１ ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）．（２）若 ｅ１＝（ｘ１，ｙ１）Ｅ，
则 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ），
此时（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）的约简形式背景．
设 Ｇｊ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅｊ），Ｇｊ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅｊ）这里 Ｅｊ＝Ｅ－
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ｅ１，ｅ２，…，ｅ{ }ｊ，Ｅｊ＝Ｅ－ ｅ１，ｅ２，…，ｅ{ }ｊ，且 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，

Ｅｊ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅｊ）．因为 ｅｊ＋１是 Ｇｊ的双单纯边，如果
ｅｊ＋１∈Ｅｊ，则有 ｅｊ＋１是Ｇｊ的双单纯边．重复上述过程可知
（ｅｉ１，ｅｉ２，…，ｅｉｍ）为Ｇ的一个边完美删除序列，所以Ｇ＝
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是弦二部图．

例２ 接例１，（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的一个约简
形式背景，其中Ｖ１＝ ｘ１，ｘ２，ｘ{ }３ ，Ｖ２＝ ｙ１，ｙ２，ｙ{ }４ ，Ｅ如
表２所示．

表２

Ｅ ｙ１ ｙ２ ｙ４
ｘ１ １ １ ０
ｘ２ １ ０ １
ｘ３ ０ １ ０

其中形式概念（极大二部团）为：Ｃ１ ＝（，Ｖ２），Ｃ２
＝（ｘ{ }１ ， ｙ１，ｙ{ }２ ），Ｃ３ ＝（ｘ{ }２ ， ｙ１，ｙ{ }４ ），Ｃ４ ＝
（ｘ１，ｘ{ }３ ， ｙ{ }２ ），Ｃ５ ＝（ｘ１，ｘ{ }２ ， ｙ{ }１ ），Ｃ６ ＝（Ｖ１，

）．其中Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）如图３所示，Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）如图
４所示．

因为（（ｘ３，ｙ２），（ｘ２，ｙ４），（ｘ１，ｙ２），（ｘ１，ｙ１），（ｘ２，
ｙ１））是Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的一个边完美删除序列，因此Ｇ
是弦二部图．由于（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）的约简形式
背景，所以 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）也是弦二部图．

４ 弦二部图的概念格表示

定理７ 设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约简的形式背景，（Ｘ，Ｙ）
∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），则

（１）若（Ｘ，Ｙ）ＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），记｛（Ｘｔ，Ｙｔ）∈Ｌ
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）｜（Ｘｔ，Ｙｔ）＞（Ｘ，Ｙ），ｔ∈Ｔ｝为严格大于（Ｘ，
Ｙ）的概念之集，则

（Ｘ，Ｙ）＝∧
ｉ∈Ｔ
（Ｘｉ，Ｙｉ）＝（∩

ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）

（２）若（Ｘ，Ｙ）ＪＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），记｛（Ｘｔ，Ｙｔ）∈Ｌ（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ）｜（Ｘｔ，Ｙｔ）＜（Ｘ，Ｙ），ｔ∈Ｔ｝为严格小于（Ｘ，Ｙ）的
概念之集，则

（Ｘ，Ｙ）＝∨
ｔ∈Ｔ
（Ｘｔ，Ｙｔ）＝（∪

ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，∩

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）

证明 由定义１和定理１可知（Ｘ，Ｙ）＝∧
ｔ∈Ｔ
（Ｘｔ，Ｙｔ）

＝（∩
ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，（∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）），为证明（１）成立我们只需证明

（∪
ｔ∈Ｔ
Ｙｔ） ＝∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ即可．易知∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ（∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ），假如

（∪
ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）－∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ≠ ，则存在 ｙ∈（∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ） －∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ，此

时有 Ｘ＝（（∪
ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）） { }ｙ，有定义 ３可知（∩

ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，

（∪
ｔ∈Ｔ
Ｙｔ））≤（{ }ｙ，{ }ｙ）．由（Ｘ，Ｙ）ＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，

Ｅ）可知存在 ｔ１∈Ｔ使得（{ }ｙ，{ }ｙ）＝（Ｘｔ１，Ｙｔ１）．
由于 ｙ∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ且ｔ１∈Ｔ，所以 ｙＹｔ１，且{ }ｙ ＝Ｙｔ１．由

定理２知 Ｖ２－{ }ｙ为相容属性集，这与（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约
简的形式背景相矛盾，因此（Ｘ，Ｙ）＝∧

ｉ∈Ｉ
（Ｘｉ，Ｙｉ）＝

（∩
ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，∪

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）成立．（２）类似可证．

定理８ 设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约简的形式背景，若（Ｘ，
Ｙ）ＪＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），则对于任意 ｘ∈Ｖ１，ｙ∈Ｖ２，有 Ｘ

≠{ }ｙ或者 Ｙ≠{ }ｘ．
证明 因为（Ｘ，Ｙ）ＪＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），则（Ｘ，Ｙ）

ＪＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）或（Ｘ，Ｙ）ＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．设（Ｘ，Ｙ）
ＪＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），即（Ｘ，Ｙ）＝∨

ｔ∈Ｔ
｛（Ｘｔ，Ｙｔ）｜（Ｘｔ，Ｙｔ）＜（Ｘ，

Ｙ）｝．因为（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约简的形式背景，由定理７可知
（Ｘ，Ｙ）＝∨

ｔ∈Ｔ
（Ｘｔ，Ｙｔ）＝（∪

ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，∩

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ）．对任意 ｘ∈∪

ｔ∈Ｔ
Ｘｔ，ｙ

∈∩
ｔ∈Ｔ
Ｙｔ，存在 ｊ∈Ｔ使得ｘ∈Ｘｊ，所以 Ｙ＝∩

ｔ∈Ｔ
Ｙｔ＝（∪

ｔ∈Ｔ
Ｘｔ）

Ｘｊ{ }ｘ．如果 Ｙ＝{ }ｘ，则 Ｙｊ＝Ｙ，因此（Ｘ，Ｙ）
＝（Ｘｊ，Ｙｊ），这与（Ｘ，Ｙ）＞（Ｘｊ，Ｙｊ）矛盾．所以对于任意 ｘ

∈Ｖ１有 Ｙ≠{ }ｘ．同理可证，如果（Ｘ，Ｙ）ＭＬ（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ），则对任意 ｙ∈Ｖ２有 Ｘ≠{ }ｙ．
定理９ 设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约简的形式背景，若（Ｘ，

Ｙ）∈ＪＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），则存在 ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，使得 Ｘ ＝
{ }ｙ且 Ｙ＝{ }ｘ．
证明 设对于任意 ｘ∈Ｘ都有Ｙ≠ { }ｘ．由于

（Ｘ，Ｙ）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），则 Ｙ＝Ｘ＝∩
ｘ∈Ｘ

{ }ｘ，因此存在

ｘｔ∈Ｘ ｔ∈Ｔ，Ｔ≥{ }２使得对于 ｔ，ｔ１∈Ｔ总有 ｘ{ }ｔ 

－ ｘｔ{ }
１

≠ 且 Ｙ＝∩
ｘｔ∈Ｘ

ｘ{ }ｔ ，所以 Ｙ ｘ{ }ｔ ，否则

与 Ｙ≠{ }ｘ矛盾．由于（{ }ｘ，{ }ｘ）∈Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，
Ｅ），所以（Ｘ，Ｙ）＞（{ }ｘ，{ }ｘ）．由 Ｙ＝∩

ｘ∈Ｘ
{ }ｘ和

定理７可知，（Ｘ，Ｙ）＝∨
ｔ∈Ｔ
（{ }ｘ，{ }ｘ）．由 Ｔ≥２

和（Ｘ，Ｙ）＞（{ }ｘ，{ }ｘ）知（Ｘ，Ｙ）ＪＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．
同理可证，若对于任意 ｙ∈Ｙ使得 Ｘ ＝{ }ｙ，则有

（Ｘ，Ｙ）ＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ），因此命题得证．
由定理８和定理９可得如下命题：
定理１０ 设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约简的形式背景，则任意

ｘ∈Ｘ，ｙ∈Ｙ，（Ｎ（ｙ），Ｎ（ｘ））是形式概念当且仅当
（Ｎ（ｙ），Ｎ（ｘ））∈ＪＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．

定义９ 设 Ｖ为完备格且 Ｖ ＝ｎ，（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ）
为 Ｖ中元素的一个序列．对于 ｉ＝０，１，…，ｎ，定义子格
如下：Ｖ０＝Ｖ，Ｖｉ＝Ｖｉ－１－ ｖ{ }ｉ，如果每个元素 ｖｉ都是子
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格Ｖｉ－１的∨∧—不可约元，则称（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ）是 Ｖ的
完美删除序列．

由定理５和定理 １０可知，如果（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）为约简
的形式背景，则 ｅ１＝（ｘ１，ｙ１）是 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）双单纯
边当且仅当（Ｎ（ｙ１），Ｎ（ｘ１））∈ＪＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）．再结合
引理３知，如果 ｅ１＝（ｘ１，ｙ１）是 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）双单纯
边，则有 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ） Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）－
（Ｎ（ｙ１），Ｎ（ｘ１{ }）．因此图 Ｇ１＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）与
Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）－ （Ｎ（ｙ１），Ｎ（ｘ１{ }）都和形式背景（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）相对应．注意到形式背景（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－
ｅ{ }１ ）未必是约简的形式背景，设（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）是
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）的约简形式背景，则 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，

Ｅ－ ｅ{ }１ ）Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ），由定理 ６可知 Ｇ１＝
（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）是弦二部图当且仅当Ｇ１＝（Ｖ１，Ｖ２，
Ｅ－ ｅ{ }１ ）是弦二部图．再应用定理 ５和定理 １０，ｅ２＝
（ｘ２，ｙ２）是Ｇ１＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ）的双单纯边当且仅当
（Ｎ（ｙ２），Ｎ（ｘ２））∈ＪＭＬ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ－ ｅ{ }１ ），重复上面过
程，可得到如下命题：

定理１１ 设 Ｇ＝（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）是二部图，则 Ｇ＝（Ｖ１，
Ｖ２，Ｅ）是弦二部图当且仅当 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）中有完美删除
序列．

例３ 考察例 １中的二部图，容易看出，在图 ２的
概念格 Ｌ（Ｖ１，Ｖ２，Ｅ）中有一个完美删除序列（Ｃ４，Ｃ２，
Ｃ３，Ｃ５，Ｃ６，Ｃ１），因此图１中所示的二部图为弦二部图．

５ 结束语

本文将概念格的约简理论应用于弦二部图的判定

当中．结果表明，一个二部图是弦二部图当且仅当其对
应的概念格有完美删除序列，该结论从概念格的角度

给出了弦二部图的一个新的刻画，下一步我们将概念

格理论应用于其他类型的二部图研究．
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