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摘 要： 提出一种基于过完备线形变换集合的图像去除白高斯噪音算法．对于每个变换使用阈值技术进行图像
去噪，图像恢复使用加权平均来融合去噪结果．采用稀疏集中度来计算图像稀疏分解的测度，而权重依赖该结果．对于
图像稀疏区域，拥有较大的权．该方法不需要设计复杂的变换系数统计模型，与使用复杂的有向变换和图像统计模型
方法相比，取得了较高的去噪性能．该方法简洁高效，尤其是对包含奇异特征的图像得到了较好的去噪结果．实验结果
证实了所提方法的有效性．
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１ 引言

图像去噪的目标是把被噪音污染的图像恢复为原

始图像．借助于图像稀疏分解变换和非线性阈值化技术
是图像去噪的主要方法之一，如经典的小波收缩去噪算

法［１］等．但由于小波和块 ＤＣＴ变换等对含有奇异特征
的图像具有有限的稀疏性，因此采用上述变换方法的去

噪性能有待改进．一个改进方向是研究对奇异特征具有
良好性质的过完备变换上，如抽样小波、ｓｔｅｅｒａｂｌｅ小波、
ｒｉｇｄｇｅｌｅｔ、Ｃｏｎｔｏｕｒｌｅｔ和 Ｃｕｒｖｅｌｅｔ等变换［２］．相比小波变换
能获得更稀疏的分解，在图像去噪等领域也取得了更优

的处理效果．但每一种变换只对某些特征的表示是稀疏
的．自然图像中往往包含各种特征，仅采用某一种变换
很难对所有特征进行有效表示．自然将多种基函数级联
构造成过完备字典以包含图像的各种特征，能实现图像

的有效分解，但这种方法产生的字典规模巨大，限制了

其应用．其次是研究更好的阈值技术以适应奇异特征在
空间和尺度上的变化［３］．另一方向是研究小波系数间存
在的依赖性［４－５］，研究人员主要集中在研究奇异特征上

的小波系数间模型的统计依赖性．这些技术取得了很好
的去噪性能，但与经典的小波收缩去噪算法相比，它们

缺乏简单性和效率．通过学习、训练来获得过完备字典
的方法近两年得到了发展，如 Ｋｒｅｕｔｚ［６］考虑到图像之间
的相似性，结合聚类算法用于字典学习．Ａｈａｒｏｎ［７］将 Ｋ
均值聚类方法推广为Ｋ－ＳＶＤ算法，用于字典自适应更
新．丁兴号等［１０］采用 Ｋ均值聚类算法泛化可用于过完
备字典的自适应更新，以实现图像的有效表示．赖剑
煌［１１］等人将字典学习转化为一个二次规划问题，并提

出适合于大规模运算的投影梯度算法，均取得不错的效

果．但目前学习算法的效率普遍较低．本文采用一组块
ＤＣＴ变换，采用硬阈值化技术来实现加权平均去噪．
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２ 基于过完备域的图像去噪模型

考虑一个噪音图像

ｙ＝ｘ＋ｖ （１）
ｙ（Ｎ×１）是观测到的图像，ｘ是未知的原图像，ｖ是叠
加的白噪音，其方差为σ

２
ｖ．我们的目标是设计一个算法

从 ｙ中删除噪音使其尽可能的接近原图像ｘ．设 Ｄｉ（Ｎ
×Ｎ，ｉ＝１，２，…，Ｍ）表示一组正交变换，构成一组过完
备域 Ｄ＝｛Ｄ１，Ｄ２，…，ＤＭ｝．将该组变换用于观测图像
得到其变换系数，采用阈值化技术处理，然后应用逆变

换产生对原图像的去噪估计，最后融合各变换后的估

计以产声最终原图像 ｘ的估计．其形式化过程如下：
ｃｉ＝Ｄｉｙ
ｃ^ｉ＝Ｔ（ｃｉ） （２）
ｘ^ｉ＝Ｄ－１ｉ ｃ^ｉ ｉ＝１，２，…，Ｍ

其中 ｃｉ（Ｎ×１）为采用 Ｄｉ变换后的系数，^ｃｉ（Ｎ×１）为阈
值化后的系数，Ｔ（．）为阈值化函数，^ｘｉ为ｘ的第ｉ个去
噪估计．阈值化技术是相当广泛的，为了方便我们只采
用硬阈值技术，对于每一个变换系数

ｃ^ｉ＝
０， ｃｉ（ｋ）≤τｉ，ｋ
ｃｉ（ｋ）， ｃｉ（ｋ） ＞τｉ，

{
ｋ

（３）

其中 ｋ＝１，２，…，Ｎ，ｃｉ（ｋ）是第 ｉ个变换的第ｋ个系数，

τｉ，ｋ为用于ｃｉ（ｋ）的一个阈值，为了简化，本文采用均匀
阈值（τｉ，ｋ＝τ），但本文的方法允许采用不同的阈值．由
于 Ｄｉ变换式正交变换则原图像ｘ的估计为

ｘ^ｉ＝ＤＴｉＴ（ｃｉ）？ｉ＝１，２，…，Ｍ （４）
Ｃｏｉｆｍａｎ［１１］等虑避免图像奇异特征处产生的鬼影，将原
图像 ｘ的Ｍ个估计值平均得到

ｘ^（ｎ）＝１／Ｍ∑
Ｍ

ｉ＝１
ｘ^ｉ（ｎ） ｎ＝１，２，…，Ｎ （５）

但平均取值导致图像“过拟合”现象出现．本文采如下
用不同权公式的方式来求解原图像：

ｘ^（ｎ）＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ｗｉ（ｎ）^ｘｉ（ｎ） ｎ＝１，２，…，Ｎ （６）

其中权 ｗｉ（ｎ）满足∑
Ｍ

ｉ＝１
ｗｉ（ｎ）＝１．

３ 过完备域上的加权图像去噪方法

对于每一像素，在给定噪音图像和 Ｍ个去噪估计
ｘ^１，^ｘ２，…，^ｘＭ的条件下，我们考虑如下条件均方误差的
权值优化，最小化下面公式

Ｅ［（ｘ（ｎ）－ｘ^（ｎ））２ ｙ，^ｘ１，^ｘ２，…，^ｘＭ］ （７）
令φ（·）表示条件期望 Ｅ［· ｙ，^ｘ１，^ｘ２，…，^ｘＭ］，并定义

Ｗｎ＝［ｗ１（ｎ），…，ｗＭ（ｎ）］Ｔ

Ｘｎ＝［^ｘ１（ｎ），…，^ｘＭ（ｎ）］Ｔ

εｎ＝［ｅ１（ｎ），…，ｅＭ（ｎ）］Ｔ；ｅｉ＝ｘ（ｎ）－ｘ^ｉ（ｎ）

ηｎ＝φ［εｎε
Ｔ
ｎ］；Ｕ＝［１，１，…，１）］Ｔ

将权约束加入式（７），采用 ｌａｇｒａｎｇｅ乘数法，则最小化式
（７）变成

Ε（Ｗ，μ）＝φ｛（ｘ（ｎ）－Ｗ
Ｔ
ｎＸｎ）２｝－μ（Ｗ

Ｔ
ｎＵ－１）

＝φ｛（ｘ（ｎ）（１－Ｗ
Ｔ
ｎＵ）＋ＷＴｎεｎ）２｝－μ（Ｗ

Ｔ
ｎＵ－１）（８）

因φ（·）表示条件期望，对上式最小化，对式（８）的求导
可得

ηｎＷｎ＝μＵ （９）
其中

ηｎ（ｉ，ｊ）＝φ［ｅｉ（ｎ）ｅｊ（ｎ）］
＝Ｅ［（ｘ（ｎ）－ｘ^ｉ（ｎ））（ｘ（ｎ）－ｘ^ｊ（ｎ））ｙ，^ｘｉ，^ｘｊ］
＝δＴｎＥ［（ｘ－ｘ^ｉ）（ｘ－ｘ^ｊ）Ｔ ｙ，^ｘｉ，^ｘｊ］δｎ （１０）

δｎ是一个列向量，只有第 ｎ个元素为１，其余皆为０．对
于每个像素计算权来说，求解方程（９）需要计算ηｎ的
逆，计算量大且复杂．注意到该矩阵的元素ηｎ（ｉ，ｊ）表
示的是在第 ｉ，ｊ变换后所估计的去噪音结果的残余量
的互相关值．我们只考虑对角线元素而忽略其元素，则

ηｎ（ｉ，ｊ）可简化为

Ｄｎ（ｋ，ｌ）＝
δ
Ｔ
ｎＥ［（ｘ－ｘ^ｉ）（ｘ－ｘ^ｉ）Ｔ ｙ，^ｘｉ］δｎ ｋ＝ｌ{０ ｏｔｈｅｒ

（１１）
根据式（１１）我们能得出，Ｄｎ（ｋ，ｋ）的值与第 ｉ个变换后估
计值的残差大小密切相关，如图像去噪估计得准，则其残

差小，ｗｎ（ｎ＝１，２…Ｍ）权值就大；反之，若估计的不准，则
残差和 Ｄｎ（ｋ，ｋ）的值就大，其对应的权 ｗｎ值就小．

根据文献［１２－１３］的结论，图像中的稀疏区域对应于

局部变换后的稀疏分解，其分解系数按幅值迅速衰减．
而且分解系数衰减的越迅速，其对应图像的去噪和压

缩性能就越好．重要的是对应 ＤＣＴ类变换的稀疏区域
并不仅仅对应于光滑图像区域，例如，许多含有纹理块

的图像，如图１（ｂ）．尽管是非光滑的，但对应该类变换
也是稀疏区域．

如何衡量图像变换后系数的稀疏性是一个关键问

题．本文采用一种函数来评价分解系数的衰减程度，即
稀疏集中索引概念（ＳＣＩ：ＳｐａｒｓｉｔｙＣｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎＩｎｄｅｘ）．它
是由Ｗｒｉｇｈｔ［１４］等人提出的，用于面部识别的分类．

ＳＣＩ的定义如下：设 Ｃ∈１ＲＭ为一个向量
ＳＣＩ（Ｃ）＝（Ｍ·ｍａｘ

ｉ
ｃｉ ／Ｃ１－１）／（Ｍ－１）∈ ０，[ ]１

ｃｉ为Ｃ向量的元素．当该向量只有一个非零元素
时，ＳＣＩ（Ｃ）＝１，达到最大值，表示 Ｃ向量的数据稀疏度
达到最大值，其值为１．当所有元素相同时，ＳＣＩ（Ｃ）＝０，
对应的数据稀疏度达到最小值，其值也为最小．

为了描述分解系数幅值的衰减程度，我们对其进

行了修改．修改的稀疏集中度索引定义 ＭＳＣＩ（Ｍｏｄｉｆｉｅｄ
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ＳｐａｒｓｉｔｙＣｏｎｃｅｎｔｒａｔｉｏｎＩｎｄｅｘ）：
设 Ｃ∈１ＲＭ为一个向量

ＭＳＣＩ（Ｃ）＝（（Ｍ ｃ１ ／‖Ｃ‖１－１）／（Ｍ－１））ｍ∈ ０，[ ]１
（１２）

其中 Ｃ为某变换后的系数向量，用ＭＳＣＩ值表示对
应的衰减程度，也对应图像融合时的权值．幂次 ｍ的取
值范围［０，∞），用于调节权数的比重．Ｍ＝０：ＭＳＣＩ值表
示平均加权，如式（５）；ｍ＝１：ＭＳＣＩ值表示稀疏度；Ｍ＞１：
表示加大稀疏集中度高的权重比例，即高的幂次加大稀

疏度权高的，降低稀疏度低的权．如对于较大 ｍ，可用于
含有较大的稀疏区域的图像．ｃ１表示ＤＣＴ类变换分解系
数 Ｃ的ＤＣ分量，对以较大图像，因其含有较多的图像
块，此项修改可以减少算法的运算量，图像去噪效果佳．

对于每一个变换，其权取 ＭＳＣＩ（Ｃ）值，当所有变换
计算完后，需要归一化处理．当用在图像块时，若块的
分解系数是稀疏的，则权值大，对去噪后的图像融合贡

献就大．否则，权值小，对图像融合的贡献就小．基于稀
疏集中度的图像去噪算法的伪代码如下：

ＭＳＣＩ算法：基于稀疏度的加权平均图像去噪算法
输入： ＮｏｉｓｙＩｍａｇｅ（Ｎ１，Ｎ２）； ∥噪音图像；
Ｔ＞０ ∥定的阈值；
［Ｂ×Ｂ］ ∥ＤＣＴ块变换的空间支撑集．
初始化：ＮｏｒｍａｌＷｅｉｇｈｔ（Ｎ１，Ｎ２）； ∥用于存放每个像素对应的权
值和；初始化为０
ＤｅｎｏｉｓｅｄＩｍａｇｅ（Ｎ１，Ｎ２）； ∥用于存放去噪后的图像，初始化为０
Ｍ＝Ｂ×Ｂ；
ｍ＝１； ∥对于奇异特征突出的图像，取幂次 ｍ＞１
过程：

Ｗｈｉｌｅ顺序提取第 ｉ块图像ｂｂ ∥提取块图像
ｕｕ＝ｄｃｔ－ｂｌｏｃｋｔｒａｎｓｆｏｒｍ（ｂｂ）； ∥ｄｃｔ块变换后的系数ｕｕ
ｕｕ１＝ｈａｒｄｔｈｒｅｓｈｏｌｄ（ｕｕ，Ｔ）； ∥硬阈值截断后的系数ｕｕ１

ｗｅｉｇｈｔ＝（（Ｍ ｕｕ１（１）／ｓｕｍ（ｕｕ１）－１）／（ｍ－１））ｍ； ∥
计算该块的稀疏集中度

ｄｅ－ｂｂ＝ｉｄｃｔ－ｂｌｏｃｋ－ｔｒａｎｓｆｏｒｍ（ｕｕ１）； ∥ｄｃｔ块逆变换后
的图像块估计

ＤｅｎｏｉｓｅｄＩｍａｇｅ（ｉ）＝∑
ｋ
ｗｅｉｇｈｔｄｅ－ｂｂ（ｋ）；

ＮｏｒｍａｌＷｅｉｇｈｔ（ｉ）； ∥权归一统计
Ｅｎｄ

对所有块：ＤｅｎｏｉｓｅｄＩｍａｇｅ（ｉ）／＝ＮｏｒｍａｌＷｅｉｇｈｔ（ｉ）；
Ｅｎｄ

４ ＭＳＣＩ算法的性能和性质

为了说明算法的性质和性能，我们给出了三幅具

有几何奇异特征的图像，如图１所示．尤其是图１（ａ）和
（ｂ）的奇异特征比较突出．这些图像的奇异特征对图像
去噪结果影响较大．

假设图像被白高斯噪音污染．对测试图像去噪采
用一组过完备集合块 ＤＣＴ（８×８）变换，如 Ｄｉ，ｉ＝１，…，
６４，表示一个８×８块ＤＣＴ完全平移的结果．硬阈值使用
一个均匀的单一阈值τ（ＤＣＴＤＣ量不用阈值化）．同时
我们对算法的图像去噪结果与具有较高去噪性能的算

法ＢＬＳＧＳＭ［５］进行了比较．
ＰＳＮＲ性能：我们分别绘制了三个图像在噪音方差

为σ＝５的不同硬阈值的去噪结果，幂次取１，则去噪结
果显示在图２．从图中得出，本文算法对于含有奇异特
征的图像去噪结果是有效的，去噪性能优于 ＢＬＳＧＳＭ
算法，而且有些图像的去噪结果高出 ＢＬＳＧＳＭ算法 ７
个 ｄＢ．由于这些图像几乎被奇异几何特征所描述，因此
本文算法对于逐块相同部分的图像有非常高的去噪性

能．图像去噪后的结果与图像奇异部分非常接近．对于
任何去噪算法，图像的奇异几何特征都是 ＰＳＮＲ性能改
进的主要瓶颈．

我们注意到，如果幂次取得不同，会影响到图像去噪结 果．如图３所示，其中图３（ａ）、（ｂ）的幂次取１０，而图２
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（ｃ）的幂次取 ３，得到非常好的结果．其中 Ｔｏｙ和 Ｃｒｉｓｓ
ｃｒｏｓｓ图的去噪结果高于 ＢＬＳＧＳＭ算法 １０个 ｄＢ以上，

算法的去噪性能非常高．

对奇异特征的鲁棒性：我们以图４为例，该图是截取图
１（ａ）的一部分．为了计算 Ｉ３框中的像素灰度，需要计算
Ｉ１和 Ｉ２块，然后融合重叠部分以生成最终 Ｉ３中的像素．
由公式（１２）计算出与 Ｉ１和 Ｉ２块对应的 ＭＳＣＩ值分别为
０１８７１、０４１０７，融合时的权比例分别为：０３１３和
０６８７．显然 Ｉ１块包含图像的奇异特征，因而其权是低
的，而 Ｉ２块是稀疏区域，因而其权是高的．如要加强稀
疏区域的权重，如幂次为 １０，则融合时的权比例为
００００４、０９９９６，因而ＤＣＴ变换后系数分解越稀疏，该块
图像在融合中的比例就越高，反之则低．因此图３的去
噪结果远高于图２的结果．

图２（ａ）、（ｂ）中逐块相同部分具有许多相似奇异几
何特征，但也显示出不一样的地方，因而几何奇异性也

是有差异的．如图５所示，图５（ａ）中的边是简单的边，而
图５（ｂ）的边就复杂得多．相比而言，为图５（ａ）中边的奇
异特征设计变换系数的模型是容易的，而对 Ｃｒｉｓｓｃｒｏｓｓ
图中的边设计模型就非常困难．而本文设计的算法因只
依赖图像的稀疏性，因此对上述奇异特征是鲁棒的．这
也是该算法性能优于ＢＬＳＧＳＭ算法的原因．

５ 实验

为了验证上述算法的性能，本文给出了实验验证，

使用的工具是ＭａｔｌａｂＲ２０１０ａ．直到目前我们所使用的阈
值技术都是是非常简单的硬阈值技术．在算法实现过
程中，我们采用了更巧妙的系数截断规则：

ｃ^ｉ＝
０ ｄｉ（ｋ）≤ ｃｉ（ｋ）－ｄｉ（ｋ）
ｃｉ（ｋ）{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１３）

其中 ｄｉ（ｋ）表示理想原图像经第 ｉ个变换的第ｋ个系
数．该式表示如果保持噪音图像分解系数不变所引起
的图像变形小于设置其为零所引起的变形，则保持系

数不变；否则将其系数设置为零．但 ｄｉ（ｋ）是未知的，因
此我们设置一个近似量 ａｉ（ｋ）来近似．其取值如下：首
先用硬阈值方式结合 ＭＳＣＩ来去除图像噪音，得到一个
图像 ｙ１，然后再应用第 ｉ个变换到新图像ｙ１，即得第 ｋ
个系数ａｉ（ｋ）．我们采用Ｇｕｌｅｒｙｕｚ的启发式去噪规则［１３］：

ｃ^ｉ＝

０ ｃｉ（ｋ）≥０，ａｉ（ｋ）≤φ
０ ｃｉ（ｋ）≤０，ａｉ（ｋ）≥－φ
０ ｃｉ（ｋ）≤τ，ａｉ（ｋ）≤τ／２
ｃｉ（ｋ）










ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

（１４）

其含义是若 ａｉ（ｋ）的绝对值小于一个较小阈值，则变换
后的系数设置为零；然后结合（１３）式构成启发式去噪规
则（１４）．其中τ和ф被看作为噪音标准方差的函数，该
函数由一组图像训练学习而来（不是本文的模拟测试

图像）．完整的图像去噪算应用两次 ＭＳＣＩ算法，第一次
采用统一的硬阈值τ，得到一个图像 ｙ１，然后再使用启
发式去噪规则（１４）式获得最终的去噪结果．

测试图像为图像处理中常用的标准图像如图６所
示．每幅图像叠加了不同标准方差的高斯噪声，图像尺
寸为５１２×５１２或 ２５６×２５６．我们使用了一组过完备集
合块ＤＣＴ（８×８）变换，它们是一组移不变变换，如 Ｄｉ，ｉ
＝１，…，６４，表示一个８×８块 ＤＣＴ完全平移的结果．其
中幂次取１．为了验证算法的性能，我们使用了具有较
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高去噪性能的算法 ＢＬＳＧＳＭ［５］进行了比较．表１列出了
各种噪音下不同方法的ＰＳＮＲ值．由表可知在各种噪声
强度下，在低于３０ｄＢ噪音情况下，对于有较高对比度和
奇异特征突出的图像，如 Ｐｅｐｐｅｒｓ和 Ｂａｒｂａｒａ图像，本文
方法有较强的去噪能力．而 ＢＬＳＧＳＭ算法对类似 Ｌｅｎａ
图像和较高噪音情况下有比较高的去噪性能，而这类

图像拥有较大光滑块．对于图像中含有奇异特征

表１ 不同去噪方法性能比较

方差σｗ 去噪方法 ＢａｒｂａｒａＰｅｐｐｅｒｓＬｅｎａＣａｍｅｒａｍａｎ Ｂｏａｔ Ｈｏｕｓｅ

σｗ＝５
（３４．１２ｄＢ）

本文算法 ３８．５１３９．２６３８．４８ ３８．３６ ３７．１９３９．０７

ＢＬＳＧＳＭ ３７．７９３７．１２３８．４９ ３７．４１ ３６．９７３８．６５

σｗ＝１０
（２８．１２ｄＢ）

本文算法 ３４．３９３６．２１３５．３６ ３３．８９ ３３．６１３５．６３

ＢＬＳＧＳＭ ３４．０３３４．５７３５．６１ ３３．０４ ３３．５８３５．３５

σｗ＝１５
（２４．６０ｄＢ）

本文算法 ３２．０７３４．４１３３．５６ ３１．３６ ３１．７１３３．８１

ＢＬＳＧＳＭ ３１．８６３３．１３３３．９０ ３０．７３ ３１．７０３３．６４

σｗ＝２０
（２２．１０ｄＢ）

本文算法 ３０．４０３３．０４３２．２５ ２９．６７ ３０．３２３２．４４

ＢＬＳＧＳＭ ３０．３２３２．０８３２．６６ ２９．２９ ３０．３８３２．３９

σｗ＝２５
（２０．１４ｄＢ）

本文算法 ２９．２０３１．９５３１．２４ ２８．２５ ２９．２８３１．５２

ＢＬＳＧＳＭ ２９．１３３１．２１３１．６９ ２８．２２ ２９．３７３１．４０

σｗ＝３０
（１８．５７ｄＢ）

本文算法 ２８．１５３０．７８３０．４０ ２７．１９ ２８．３４３０．４４

ＢＬＳＧＳＭ ２８．１５３０．４５３０．８５ ２７．３８ ２８．．５５３０．５５

图像，本文的方法提供较佳的可视效果，如图７所示．其
中三幅图像了叠加方差为２０的白高斯噪音，结果显示
含有较少的残余噪音和“振铃”现象．

６ 结论

本文提出一种基于过完备变换集合的图像去噪算

法，采用加权平均来融合每一种变换所计算的去噪估

计．权是依据变换系数的稀疏集中度来计算．权重依赖
变换的稀疏分解程度，图像区域越稀疏，其权重就越

大．该方法不需要图像的统计属性，而其它很多方法需
要设计巧妙变换系数的统计模型以描述图像奇异特

征．本文提出的方法允许盲奇异变换，如次优化 ＤＣＴ块
变换，变换集合是由ＤＣＴ块经空间移不变产生．我们的
方法与使用复杂的有向变换和图像统计模型方法相

比，具有较高的去噪性能，尤其是对包含奇异特征的图

像得到了较好的去噪结果．实验结果证实了本文的结
论．如何依据图像稀疏程度来自动选择稀疏集中度的
幂次是未来的研究课题．
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