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摘 要： 针对欠驱动系统 ＴＯＲＡ，通过部分反馈线性化和全局坐标变换，得到系统的非线性反馈级联模型．为
ＴＯＲＡ系统提出了一种两步递推反步设计方法，得到系统的非线性控制器．设计过程中利用李雅普诺夫稳定理论保证
了系统的稳定性．仿真结果表明系统在任何初始状态下均能渐进稳定于其原点．
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１ 引言

具有旋转激励的平移振荡器（Ｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎａｌｏｓｃｉｌｌａｔｏｒｓ
ｗｉｔｈｒｏｔａｔｉｎｇａｃｔｕａｔｏｒ，ＴＯＲＡ）是典型的欠驱动机械系统，
由一个未驱动的平移振荡器和驱动的球摆组成，源自双

自旋航天器的简化模型［１］．现在学者将其作为研究对象
的主要动因：其一是研究如何利用旋转运动抑制平移振

动；其二是 ＴＯＲＡ已经成为了检验非线性系统控制器设
计的基准模型．目前文献中出现的控制器可以归结为智
能设计方法和非线性设计方法：智能设计方法中常见的

有模糊控制［２］和神经网络［３］，模糊控制的问题在于模糊

规则和参数需要提前设定并且难以证明系统的稳定

性［４］；神经网络的问题在于需要学习过程［５］．非线性设
计方法中常用的无源方法［６，７］、反步设计方法［７～９］和滑

模控制方法［１０］，这三类方法设计过程都能够保证系统

的稳定性，但设计过程和得到的控制器均相对繁琐．

２ ＴＯＲＡ模型描述及模型处理

ＴＯＲＡ系统由电机驱动球摆和一个与弹簧连接的

移动车构成，如图 １所示，其中 ｍ１为移动车的等效质
量，ｍ２为球摆的等效质量，ｑ１为车移动距离，ｑ２为球摆
转动角度，ｋ为弹簧弹性系数，τ为电机输出转矩，ｒ为
球摆等效转动半径，Ｉ为球摆转动惯量．移动车与弹簧
连接，在电机转动反作用力和弹簧弹性力的作用下在水

平面内作一维运动．ＴＯＲＡ系统是一个由单输入τ和两
自由度（ｑ１，ｑ２）构成的欠驱动系统，其动态欧拉方程为：
（ｍ１＋ｍ２）̈ｑ１＋ｍ２ｒｃｏｓ（ｑ２）̈ｑ２－ｍ２ｒｓｉｎ（ｑ２）ｑ２２＋ｋｑ１＝０

ｍ２ｒｃｏｓ（ｑ２）̈ｑ１＋（ｍ２ｒ２＋Ｉ）̈ｑ２＋ｍ２ｇｒｓｉｎ（ｑ２）＝
{

τ

（１）
通过配置部分反馈线性化［１１］

τ＝ （ｍ２ｒ２＋Ｉ）－
（ｍ２ｒｃｏｓ（ｑ２））２

ｍ１＋ｍ( )
２

ｕ

＋
（ｍ２ｒ）２ｓｉｎ（ｑ２）ｃｏｓ（ｑ２）

ｍ１＋ｍ２
ｑ２１ （２）

－ｋｍ２ｒｑ１ｃｏｓ（ｑ２）＋ｍ２ｇｒｓｉｎ（ｑ２）
自由度 ｑ２的动态可以简化为 ｑ̈２＝ｕ
通过如下的可逆全局坐标变换［１２］
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把系统动态转换为如下的非线性系统

ｘ１＝
ｘ３

ｍ１＋ｍ２
ｘ２＝ｘ４

ｘ３＝－ｋｘ１＋
ｋｍ２ｒｓｉｎｘ２
ｍ１＋ｍ２

ｘ４＝













ｕ

（４）

这样，ＴＯＲＡ系统动态模型可以表示为如下非线性反馈
级联系统：

ｘ̈１＝－
ｋｘ１

ｍ１＋ｍ２
＋

ｋｍ２ｒ
（ｍ１＋ｍ２）２

ｓｉｎｘ２

ｘ̈２＝
{

ｕ
（５）

３ 递推反步非线性控制器设计

既然ＴＯＲＡ系统能够通过部分反馈线性化和全局
坐标变换转化为式（５）所示的非线性反馈级联系统，那
么非线性控制器就能够通过递推反步技术进行设计．
具体设计步骤如下：

步骤１ 从ＴＯＲＡ数学模型（５）中的状态 ｘ１的动态
方程

ｘ̈１＝－
ｋ

ｍ１＋ｍ２
ｘ１＋

ｋｍ２ｒ
（ｍ１＋ｍ２）２

ｓｉｎｘ２ （６）

对于式（６），首先把状态 ｘ２看做控制输入，定义 ｘ２的参
考轨迹 ｘ２ｒ为

ｘ２ｒ＝
ｋ

ｍ１＋ｍ２
ｘ１－

ｋｍ２ｒ
（ｍ１＋ｍ２）２

ｓｉｎｘ２＋ｘ２－ｋ１ｘ１－ｋ２ｘ１

于是可以得到 ｘ２的跟踪误差 ｅ２
ｅ２＝ｘ２－ｘ２ｒ

＝－ ｋ
ｍ１＋ｍ２

ｘ１＋
ｋｍ２ｒ

（ｍ１＋ｍ２）２
ｓｉｎｘ２＋ｋ１ｘ１＋ｋ２ｘ１（７）

其中 ｋ１和 ｋ２为正常数，数值的选择应使式 ｘ̈１＋ｋ２ｘ１＋
ｋ１ｘ１＝０在状态（ｘ１，ｘ１）＝（０，０）处是渐进稳定的．
这样，状态 ｘ１的动态方程（６）可以表达为

ｘ１
ｘ̈[ ]
１
＝
０ １
－ｋ１ －ｋ[ ]

２

ｘ１
ｘ[ ]
１
＋[ ]０１ｅ２ （８）

定义：珔ｘ＝
ｘ１
ｘ[ ]
１
，Ａ＝

０ １
－ｋ１ －ｋ[ ]

２
，Ｂ＝[ ]０１，于是式

（８）可以写作 珔ｘ
·

＝Ａ珔ｘ＋Ｂｅ２
按照前面 ｋ１和 ｋ２的选择原则，能够保证存在一正定矩
阵 Ｐ和Ｑ使得 ＡＴＰ＋ＰＡ＝－Ｑ＜０

定义如下的标量正定李雅普诺夫函数

Ｖ１＝
１
２
珔ｘＴＰ珔ｘ＋ｅ( )２２ ≥０

则其时间微分 Ｖ１为

Ｖ１＝－
１
２
珔ｘＴＱ珔ｘ＋ｅ２（ｅ２＋珔ｘＴＰＢ）

＝－１２
珔ｘＴＱ珔ｘ＋ｅ２ －

ｋ
ｍ１＋ｍ２

ｘ( １＋
ｋｍ２ｒｘ２

（ｍ１＋ｍ２）２
ｃｏｓｘ２

＋ｋ１ｘ１＋ｋ２̈ｘ１＋珔ｘＴ )ＰＢ （９）
注意到状态变量 ｘ２出现在了式（９）中．为了保证 Ｖ１的
负定，下一步将会把 ｘ２作为控制输入，并定义其参考轨

迹ｘ
＾

２ｒ，以实现式（９）右侧第二项也应当小于或等于零．
步骤２ 在步骤 １中，得到了李雅普诺夫函数 Ｖ１

的时间微分式（９）．为了使式（９）为负定，把 ｘ２作为等效

控制输入，定义其参考轨迹ｘ
＾

２ｒ为

ｘ
＾

２ｒ＝
ｋ

ｍ１＋ｍ２
ｘ１－

ｋｍ２ｒｘ２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｃｏｓｘ２

－ｋ１ｘ１－ｋ２̈ｘ１－珋ｘＴＰＢ＋ｘ２－ｋ３ｅ２
ｘ２的跟踪误差 ｅ^２为

ｅ^２＝ｘ２－ｘ
＾

２ｒ

＝－ ｋ
ｍ１＋ｍ２

ｘ１＋
ｋｍ２ｒｘ２

（ｍ１＋ｍ２）２
ｃｏｓｘ２

＋ｋ１ｘ１＋ｋ２̈ｘ１＋珔ｘＴＰＢ＋ｋ３ｅ２ （１０）
这样

Ｖ１＝－
１
２
珔ｘＴＱ珔ｘ－ｋ３ｅ２２＋ｅ２^ｅ２

现在改进标量正定李雅普诺夫函数 Ｖ１≥０为

Ｖ２＝Ｖ１＋
１
２ｅ^

２
２≥０，则 Ｖ２的时间微分为

Ｖ２＝－
１
２
珔ｘＴＱ珔ｘ－ｋ３ｅ２２＋ｅ^２（ｅ２＋ｅ^

·

２）

＝－１２
珔ｘＴＱ珔ｘ－ｋ３ｅ２２＋ｅ^２（ｅ２－

ｋ
ｍ１＋ｍ２

ｘ̈１

＋
ｋｍ２ｒ̈ｘ２

（ｍ１＋ｍ２）２
ｃｏｓｘ２－

ｋｍ２ｒｘ２２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｓｉｎｘ２

＋ｋ１̈ｘ１－
ｋｋ２

ｍ１＋ｍ２
ｘ１＋

ｋ２ｋｍ２ｒｘ２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｃｏｓｘ２

＋珔ｘ
·
ＴＰＢ＋ｋ３ｅ２） （１１）

系统控制量 ｕ＝ｘ̈２已经出现在了式（１１）的右侧第
三项中．为了保证 Ｖ２负定，选择适合的控制输入可以
使下式成立：
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ｅ２－
ｋ

ｍ１＋ｍ２
ｘ̈１＋

ｋｍ２ｒ̈ｘ２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｃｏｓｘ２＋ｋ１̈ｘ１

－
ｋｍ２ｒｘ２２

（ｍ１＋ｍ２）２
ｓｉｎｘ２－

ｋｋ２
ｍ１＋ｍ２

ｘ１＋珔ｘ
·
ＴＰＢ

＋
ｋ２ｋｍ２ｒｘ２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｃｏｓｘ２＋ｋ３ｅ２＝－ｋ４^ｅ２ （１２）

这样

Ｖ２＝－
１
２
珔ｘＴＱ珔ｘ－ｋ３ｅ２２－ｋ４^ｅ２２≤０ （１３）

由式（１２）可以得到系统控制量为

ｕ＝－
（ｍ１＋ｍ２）２

ｋｍ２ｒｃｏｓｘ２
ｅ２－

ｋ
ｍ１＋ｍ２

ｘ̈１＋ｋ１̈ｘ１－
ｋｍ２ｒｘ２２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｓｉｎｘ{ ２

＋
ｋ２ｋｍ２ｒｘ２
（ｍ１＋ｍ２）２

ｃｏｓｘ２－
ｋｋ２

ｍ１＋ｍ２
ｘ１

＋珔ｘ
·
ＴＰＢ＋ｋ３ｅ２＋ｋ４^ｅ}２ （１４）

定理１ 由式（１）描述的ＴＯＲＡ系统，通过部分反馈
线性化（２）和全局坐标变换（３）得到系统模型（５），在控
制器（１４）的作用下，系统渐进稳定到原点．

证明：递推设计过程证明了：选取的正定的李雅普

诺夫函数 Ｖ２，其时间微分 Ｖ２负定，即式（１３）中右侧三

项必然渐进趋近于０，第一项－１２
珔ｘＴＱ珔ｘ渐进趋近于０，

意味着（ｘ１，ｘ１）渐进趋近于（０，０）；第二项趋近于０，由式
（７）可知，ｘ２渐进趋近于０；第三项趋近于０，由式（１０）可
知，ｘ２渐进趋近于 ０．即式（５）描述的系统状态（ｘ１，ｘ１，
ｘ２，ｘ２）渐进趋近于（０，０，０，０）．
注１：ＴＯＲＡ系统模型处理部分做过的部分反馈线

性化变化和全局坐标变换均为可逆变换，其逆变换为

ｑ１＝ｘ１－
ｍ２ｒｓｉｎｘ２
ｍ１＋ｍ２

ｑ１＝ｘ１－
ｍ２ｒｃｏｓｘ２
ｍ１＋ｍ２

ｘ２

ｑ２＝ｘ２
ｑ２＝ｘ













２

（１５）

由式（１５）可知：（ｘ１，ｘ１，ｘ２，ｘ２）渐进趋近于（０，０，０，
０）意味着（ｑ１，ｑ１，ｑ２，ｑ２）渐进趋近于（０，０，０，０），此时实
际系统控制输入τ可以通过式（２）和（１４）以及全局坐标

系变换矩阵（１５）获得．
注：２：当 ｘ２＝π／２时控制器（１４）存在奇异，处理方

式是：对于非线性系统（４）ｘ２∈（π／２－Δ，π／２＋Δ）在邻
域内线性化，然后按照线性系统的 ＬＱＲ方法设计出线
性控制器：

ｕ＝－１．４１４２ｘ１－１．５５２５ｘ２＋７．９７７５ｘ３＋４．１１７６ｘ４ （１６）
实际控制采用根据状态 ｘ２进行控制器（１４）和控制器
（１６）的自动切换．

注３：本文针对 ＴＯＲＡ，采用递推反步技术只需两步
就得到了稳定控制器，相对其他文献［７～９］在设计过程和

得到的控制器均简单了很多．
注４：本文控制算法是针对非线性反馈级联系统

（５）提出的，所有能够通过坐标变换转换为反馈级联模
型的欠驱动系统均可以采用此设计方法，故本设计方

法适用于一类欠驱动系统控制器设计．

４ 仿真实验研究

为了检验提出的非线性控制算法，采用文献［１３］的

系统参数 ｍ１＝１０，ｍ２＝１，ｋ＝５，ｒ＝１，Ｉ＝１．控制器参数
选为 Ｐ＝［５．５ １； １ ０．３７５］，Ｑ＝［８ ０； ０ １］，ｋ１
＝４，ｋ２＝４，ｋ３＝０．４，ｋ４＝０．３，Δ＝０．１．系统仿真结果如
图２和图３所示．图２是系统初始条件（ｑ１，ｑ１，ｑ２，ｑ２）＝
（１００，０，０，０）即（ｘ１，ｘ１，ｘ２，ｘ２）＝（１００，０，０，０），图３是在
系统初始条件（ｑ１，ｑ１，ｑ２，ｑ２）＝（－９０．９，０，９０，０）即（ｘ１，
ｘ１，ｘ２，ｘ２）＝（０，０，９０，０）情况下得到的仿真结果，仿真
结果说明提出的控制器能够使系统在任何状态下渐进

稳定，同时说明球摆的转动能够消除平面内的振动．

５ 结论

本文针对ＴＯＲＡ，进行了部分反馈线性化和全局坐
标变换，将其转换为一非线性反馈级联系统，然后采用

递推设计－递推反步设计了系统的非线性控制算法．
设计过程中以系统状态作为虚拟控制输入，为其设计

了跟踪路径，控制算法实现了跟踪误差趋近于零的目

标，最终实现了系统全部状态的控制．ＴＯＲＡ属于欠驱
动机械系统，所提出的控制算法是针对非线性反馈级
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联系统进行设计的．这样，对于所有能够通过部分反馈
线性化和全局坐标变换转换为非线性反馈级联模型的

欠驱动系统，均可以采用本文提出的控制器设计方案，

从而推广为一类欠驱动系统控制器设计系统化方案．
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