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摘 要： 周期性是自然现象和工程现象的基本特性之一，从复杂多变的、含有噪声的观测数据中发现周期性并

测量其参数是信号处理的重要主题．谱相关是分析循环平稳信号二阶周期性的有力工具，本文研究谱相关的周期性解
析功能的缘由、过程与特点．首先，梳理了谱相关理论体系中诸多重要概念之间的内在联系，建立了相互之间转换或映
射的数学关系图；然后提出了按定义和转换关系逐步求解谱相关的方法．通过单周期信号的分析和每步操作效果与周
期的对应关系，诠释了循环自相关、谱相关、无限循环谱和循环频率等重要概念的物理意义．
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１ 引言

在通信和雷达等领域，天线的扫描，信号的调制、复

用、编码和采样等都将导致信号的周期性，有容易观察

的显性周期，有难于发现的隐性周期，还有不严格的近

似周期性，周期性规律与信号的其他规律、噪声叠加在

一起，甚至被较强的噪声和干扰淹没，信号处理的任务

就是要发现这些复杂多变的周期性规律，并应用于信号

的检测、估计、识别和预测等方面．傅立叶变换是发现信
号周期性规律的重要方法，该变换以完备的正交集，从

信号的所有持续时间上解析出所有可能的信号频率成

分（即周期性）．信号分为确定信号与随机信号，随机信
号又包含平稳过程和非平稳过程．傅立叶变换是对确定
性信号的分析，需满足狄里赫利的三个条件，而功率谱

的方法也只能用于平稳过程．许多工程信号的模型是一
种特殊的非平稳信号———循环平稳信号，这种信号的波

形虽然没有直接的周期性，但其统计参数具有周期性，

对这类信号需要采用不同的信号处理方法．按文献［１］
的分析，大部分受噪声污染的含有周期性或近似周期性

的信号都是循环平稳信号，本文研究这种信号的周期性

解析问题．
Ｇａｒｄｎｅｒ在三十年前提出了用于研究循环平稳信号

的循环自相关、谱相关等概念，在随后的研究中建立了

谱相关的理论体系［２～６］，该理论在检测、估计、识别、频

谱感知、机械振动分析和医学信号处理等领域得到广泛

应用［７～１２］．谱相关理论涉及统计信号处理和非统计方
法的诸多概念与定理，由于各种概念和结论出现在较多

文献中，相互之间的关联复杂，没有建立总体的联系．
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本文梳理了谱相关理论中主要概念之间的关系，建立

了各概念之间的数学关系图．根据各概念之间的联系，
从瞬时自相关、循环自相关或无限周期谱，一步一步计

算出谱相关函数，结合数据分析与求解过程，剖析了循

环自相关、谱相关、谱相关平面、循环频率等概念的内

在含义与作用．

２ 谱相关的数学关系

２１ 确定信号的周期性度量

确定信号的傅立叶变换定义为

Ｘ（ｆ）＝∫
∞

－∞
ｘ（ｔ）ｅ－ｊ２πｆｔｄｔ （１）

当 ｆ取特定值ｆ０时，积分部分计算的是信号 ｘ（ｔ）中频
率为 ｆ０的成分，Ｘ（ｆ０）在（－∞，＋∞）的所有时间上充
分积累了频率 ｆ０的能量；由于 ｆ取值不同的 ｅ－ｊ２πｆｔ两两
正交，积分结果为零，因此 Ｘ（ｆ０）仅包含了信号中频率
为 ｆ０的成分，它的幅度表明了信号中所含该频率成分
的功率大小；对 ｆ的遍历相当于对信号ｘ（ｔ）进行扫频，
提取出信号的所有频率成分，Ｘ（ｆ）的所有取值形成对
信号 ｘ（ｔ）的解析分析；ｅ－ｊ２πｆｔ的集合构成完备正交集，
因此信号的傅立叶解析是唯一的．ｅ－ｊ２πｆ０ｔ为单频信号，
在频域该信号对应单一谱线，所有的谱线构成信号的

频谱，频谱就是对信号的周期性度量．在时域无论多长
时间的正弦波形，其频谱都为两根谱线，可见频域表达

比时域更加简洁．同时，对谱线的操作等价于对信号的
时域波形的处理，如滤波保留了一些谱线的强度，削弱

了一些谱线的强度，使得信号的某些频率成分被去除．
因此，傅立叶变换不仅获得了确定信号的周期性度量，

也获得了另一种形式的信号处理方法．
２２ 循环平稳信号的二阶周期性［２～６］

均值和自相关具有周期性的信号称为循环平稳信

号（ｃｙｃｌｏｓｔａｔｉｏｎａｒｙｓｉｇｎａｌｓ），即信号满足如下充要条件：
ｍｘ（ｔ）＝ｍｘ（ｔ＋Ｔ０）
Ｒｘ（ｔ，τ）＝Ｒｘ（ｔ＋Ｔ０，τ{ ）

（２）

其中 Ｔ０为周期，ｔ∈（－∞，∞），ｍｘ（ｔ）为均值，Ｒｘ（ｔ，τ）
为瞬时自相关，可按下式估算［２］：

Ｒ^ｘ（ｔ，τ）＝ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
２Ｎ＋１∑

Ｎ

ｎ＝－Ｎ
ｘ（ｔ＋ｎＴ０＋τ２）

·ｘ（ｔ＋ｎＴ０－τ２）

＝Ｒ^ｘ（ｔ＋Ｔ０，τ）

（３）

由于周期函数可展开为傅立叶级数，得到

Ｒ^ｘ（ｔ，τ）＝∑
α

Ｒ^αｘ（τ）ｅｊ２παｔ （４）

其中傅立叶系数 Ｒ^αｘ（τ）表明了瞬时自相关 Ｒ^ｘ（ｔ，τ）在
频率α的幅度大小，且

Ｒ^αｘ（τ）
１
Ｔ０∫

Ｔ０

０
Ｒ^ｘ（ｔ，τ）ｅ－ｊ２παｔｄｔ （５）

α是瞬时自相关对应的频率，是对瞬时时刻积累的结

果，为与信号 ｘ（ｔ）的频率相区分，称α为循环频率
（ｃｙｃｌｉｃｆｒｅｑｕｅｎｃｙ），^Ｒαｘ（τ）则定义为循环自相关（ｃｙｃｌｉｃａｕ
ｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ）．可以证明，上式等价于

Ｒ^αｘ（τ） ｌｉｍ
Δｔ→∞

１
Δｔ∫

Δｔ／２

－Δｔ／２
ｘ（ｔ＋τ２）ｘ（ｔ－

τ
２）ｅ

－ｊ２παｔｄｔ

（６）
定义 ｘ（ｔ）的两个频移信号为

ｕ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｅ－ｊπαｔ

ｖ（ｔ）＝ｘ（ｔ）ｅ＋ｊπα{ ｔ
（７）

则 Ｒ^αｘ（τ）是上述频移信号的互相关．

Ｒ^αｘ（τ）＝ｌｉｍ
Δｔ→∞

１
Δｔ∫

Δｔ／２

－Δｔ／２
ｕ（ｔ＋１２τ）ｖ

（ｔ－１２τ）ｄｔ （８）

对循环自相关做傅立叶变换，得到

Ｓ^αｘ（ｆ）＝∫
∞

－∞
Ｒ^αｘ（τ）ｅ－ｊ２πｆτｄτ （９）

Ｓ^αｘ（ｆ）称为谱相关（ｓｐｅｃｔｒａｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ），或谱相关函数
（ｓｐｅｃｔｒａｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ），或循环谱密度（ｃｙｃｌｉｃｓｐｅｃ
ｔｒａｌｄｅｎｓｉｔｙ），它是关于频率 ｆ和循环频率α的双频平面
函数．

信号具有二阶周期性的充要条件是，存在一种正

交时不变变换（ＱｕａｄｒａｔｉｃＴｉｍｅＩｎｖａｒｉａｎｔ，ＱＴＩ），使得变换
后的信号具有一阶周期性，而具有一阶周期性的信号

做傅立叶变换后表现为频域的谱线．因此，谱相关平面
上若有 ｆ＝α≠０的谱线，则循环自相关 Ｒ^αｘ（τ）具有一阶
周期性，而对应的信号 ｘ（ｔ）具有二阶周期性．当α＝０
时，^Ｒ０ｘ（τ）就是信号的自相关 Ｒｘ（τ），^Ｓ０ｘ（ｆ）则是信号的
功率谱密度 Ｓｘ（ｆ）．
２３ 内在联系［２，３，７］

对有限时长为Δｔ的信号，可按下式估算信号的谱
相关：

Ｓ^αｘ（ｆ）＝ｌｉｍ
Δｆ→０
ｌｉｍ
Δｔ→∞

１
Δｔ∫

Δｔ／２

－Δｔ／２
ΔｆＸ１／Δｆ（ｔ，ｆ＋α／２）

·Ｘ１／Δｆ（ｔ，ｆ－α／２）ｄｔ

（１０）

其中

Ｘ１／Δｆ（ｔ，ｖ）＝∫
ｔ＋１／２Δｆ

ｔ－１／２Δｆ
ｘ（ｕ）ｅ－ｊ２πｖｕｄｕ （１１）

Ｘ１／Δｆ（ｔ，ｖ）是信号 ｘ（ｔ）在时长Δｆ＝
１
Ｔ上的短时傅立叶

变换．式（１０）中积分部分
Ｓαｘ１／Δｆ（ｔ，ｆ）＝ΔｆＸ１／Δｆ（ｔ，ｆ＋α／２）·Ｘ１／Δｆ（ｔ，ｆ－α／２）

（１２）
就是信号的循环周期图（ｃｙｃｌｉｃｐｅｒｉｏｄｏｇｒａｍ）．在时间 Ｔ
内做短时傅立叶变换，再在Δｔ上按式（１０）对循环周期
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图进行平滑，由此形成谱相关的时域平滑计算方法．式
（１０）的另一种等效计算为

Ｓ^αｘ（ｆ）＝ｌｉｍ
Δｆ→０
ｌｉｍ
Δｔ→∞

１
Δｆ∫

ｆ＋Δｆ／２

ｆ－Δｆ／２

１
Δｔ
Ｘ１／Δｔ（ｔ，ｖ＋α／２）

·Ｘ１／Δｔ（ｔ，ｖ－α／２）ｄｖ （１３）

式（１３）对时长Δｔ的信号做傅立叶变换，再在 ｆ±Δ
ｆ
２内

平滑，由此形成计算谱相关的频域平滑方法．值得注意
到是式（１３）中积分部分与式（１０）积分部分相同，都是循
环周期图，但所代表的时间长度不同，之后的平滑方式

不同．
以 Ｔ代替式（１２）中的１／Δｆ，可以得到另一组傅立

叶变换关系

ＳαｘＴ（ｔ，ｆ）＝∫
Ｔ

－Ｔ
ＲαｘＴ（ｔ，τ）ｅ－ｊ２πｆτｄτ （１４）

其中

ＲαｘＴ（ｔ，τ）＝
１
Ｔ∫

ｔ＋（Ｔ－｜τ｜）／２

ｔ－（Ｔ－｜τ｜）／２
ｘ（ｕ＋τ２）ｘ（ｕ－

τ
２）ｅ

－ｊ２παｕｄｕ

ＲαｘＴ（ｔ，τ）称为循环相关图（ｃｙｃｌｉｃｃｏｒｒｅｌｏｇｒａｍ），与雷
达的模糊函数相对应，后者定义为

χ（τ，ｆｄ）＝∫
∞

－∞
ｘ（ｔ）ｘ（ｔ－τ）ｅｊ２πｆｄｔｄｔ （１５）

ｆｄ是多普勒频率．两者的积分区间和信号时延不同，且
雷达模糊函数对应复信号，但计算方法十分相似，循环

相关图是循环频率、相关时延和瞬时时刻的函数，雷达

模糊函数只是多普勒频移和相关时延的函数．

两个频点 ｆ＋α２和 ｆ－
α
２的谱相关的互相关称为谱

相关系数

Ｃ^αｘ（ｆ）＝
Ｓ^αｘ（ｆ）

［^Ｓ０ｘ（ｆ＋α２）^Ｓ
０
ｘ（ｆ－α２）］

１／２
（１６）

谱相关系数小于等于１，时带积ΔｔΔｆ和 Ｃ^αｘ（ｆ）是衡量谱
相关估计误差的主要参数．

循环自相关是对瞬时自相关的瞬时时刻 ｔ的积分，
若对瞬时自相关的时延τ积分，得到无限周期谱（ｌｉｍｉｔ
ｐｅｒｉｏｄｉｃｓｐｅｃｔｒｕｍ）^Ｓｘ（ｔ，ｆ），且满足

Ｓ^ｘ（ｔ，ｆ）＝∫
∞

－∞
Ｒ^ｘ（ｔ，τ）ｅ－ｊ２πｆτｄτ （１７）

Ｓ^ｘ（ｔ，ｆ）与谱相关的关系为

Ｓ^αｘ（ｆ）＝
１
Ｔ０∫

Ｔ０

０
Ｓ^ｘ（ｔ，ｆ）ｅ－ｊ２παｔｄｔ （１８）

Ｓ^ｘ（ｔ，ｆ）与维格纳威利分布（ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ）
Ｗｘ（ｔ，ｆ）具有对应关系，后者是一种典型的信号时频分
析表示，其定义如下：

Ｗｘ（ｔ，ｆ）＝∫
∞

－∞
ｘ（ｔ＋τ２）ｘ（ｔ－

τ
２）ｅ

－ｊ２πｆτｄτ （１９）

比较式（１９）和式（１７）、式（３），可看出两者的相似性和差

异．
谱相关的离散表示式如下，其中 Ｔｓ为采样间隔，ｎ

和τ表示离散的时刻和时延
［８］．

Ｓ^αｘ（ｆ）＝
１
Ｔ２ｓ∑

∞

ｎ＝－∞
∑
∞

τ＝－∞
Ｒ^ｘ（ｎ，τ）ｅ－ｊ２παｎＴｓｅ－ｊ２πｆτＴｓ （２０）

其中 Ｒ^ｘ（ｎ，τ）为离散瞬时自相关，它与特定循环频率
截面的离散循环自相关 Ｒ^ｘ（τ，αｉ）的关系为

Ｒ^ｘ（ｎ，τ）＝∑
αｉ∈Α
Ｒ^ｘ（τ，αｉ）ｅｊ２παｉｎＴｓ （２１）

特定循环频率αｉ截面的谱相关记为 Ｓ^ｘ（ｆ，αｉ），可由式
（２２）计算得到

Ｓ^ｘ（ｆ，αｉ）＝
１
Ｔｓ∑

∞

τ＝－∞
Ｒ^ｘ（τ，αｉ）ｅ－ｊ２πｆτＴｓ （２２）

它与谱相关的关系为

Ｓ^αｘ（ｆ）＝∑
αｉ∈Ａ
Ｓ^ｘ（ｆ，αｉ）δ（α－αｉ） （２３）

Ｓ^ｘ（ｆ，αｉ）是线性的功率谱密度，为频率 ｆ的函数，称为
循环功率谱密度（ｃｙｃｌｉｃｐｏｗｅｒｓｐｅｃｔｒｕｍ）．

综上所述，将谱相关理论主要概念的数学关系如

图１所示．从信号的瞬时自相关出发有三条路径可以计
算出谱相关，一是按式（５）求出循环自相关，再按式（９）
计算谱相关；二是按式（１７）计算无限周期谱，再计算谱
相关；三是直接按式（２０）顺序求和得到谱相关．Ｇａｒｄｎｅｒ
等人提出了时域平滑和频域平滑的方法，分别对应式

（１０）和式（１３）．式（１０）是对信号的短时傅立叶变换作

±α２频移，再对频移信号互相关，然后在较长时间上平

滑；式（８）和式（９）表明，对时域频移的信号 ｕ（ｔ），ｖ（ｔ）
互相关，再做傅立叶变换，结果与式（１０）等效．

图１还表明特定截面的谱相关就是循环功率谱密
度，而α＝０的截面就是传统的功率谱密度，它与信号
自相关之间是傅立叶变换和反变换关系，即维纳辛欣
定理，而式（９）也被称为循环维纳辛欣定理．循环相关
图和无限周期谱分别与雷达模糊函数和 ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅ分
布对应，但更侧重信号的周期性发现．

３ 谱相关的物理意义

下面按定义的第一条路径，计算信号的瞬时自相

关和循环自相关，再计算谱相关，讨论中以 ＡＭ（Ａｍｐｌｉ
ｔｕｄｅＭｏｄｕｌａｔｉｏｎ）幅度调制信号为例，阐述主要概念的物
理意义．ＡＭ调制信号载波频率 ｆｃ＝１００Ｈｚ，幅度服从 ０
～１之间的均匀分布，即调制信号源为均匀分布的随机
变量．采样频率２ＫＨｚ，则每个载波周期内有 ２０个采样
点，图２所示为１０个载波周期的信号．ＡＭ信号是载波
与幅度相乘的结果，可看作包含乘性噪声的正弦波，该

正弦波是信号中的单一周期性成分，调制后的信号不

满足 ｘ（ｎ）＝ｘ（ｎ＋Ｔ０）的显性周期条件，但从波形上仍
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能看出隐含的周期性轮廓，载波的周期性成为调制信 号的准周期．

瞬时自相关如图３所示，沿瞬时时刻 ｔ方向和相关
时延τ方向的截面呈现明显的周期性，这是多个周期平

滑的结果，平滑的积累作用将信号的隐藏周期性挖掘

出来．从图２可以理解这一点，在时刻 ｔ和ｔ＋Ｔ０，若相
关时间足够长，相关的结果近似相等．同样，时延τ和τ
＋Ｔ０的相关结果也近似相等．图３中，τ的每个截面为
正弦波，所有截面的峰峰值近似相等，但各截面按正弦

波的规律在幅度方向滑动，就像一排固定宽度的栅栏，

其顶部沿着正弦波滑动，形成瞬时自相关的三维图．从
图３可见，^Ｒｘ（ｔ，τ）对τ的周期与载波相同，为２０个采
样点；但对 ｔ的周期为１０个采样点，即瞬时自相关对 ｔ

的周期为载波周期的两倍．式（３）中 ｘ（ｔ＋τ２）ｘ（ｔ－
τ
２）

相乘时，对固定时延τ，就是信号 ｘ（ｔ）的延时自乘，和
正弦信号的自乘导致频率加倍的原因一样，其乘积的

频率增加一倍．若固定 ｔ，τ只有变化周期Ｔ０整数倍时，

ｘ（ｔ＋τ２）ｘ（ｔ－
τ
２）才表现出周期性．

循环自相关 Ｒ^αｘ（τ）为瞬时自相关对 ｔ的短时傅立

叶变换，当循环频率取值为特定值αｉ时，式（５）积分的
结果是提取信号中频率为αｉ的分量，由于单频信号

ｅ－ｊ２παｔ之间的正交性，与之不同的频率被过滤．α在０～
ｆｓ之间以１Ｈｚ为间隔取值，得到的循环自相关如图４所
示 ．^Ｒαｘ（τ）是α和τ的函数，每次计算时，先固定τ（即图
３中的一个τ截面），然后在αｉ的取值范围内遍历，然
后改变τ值．当α＝０时，式（５）中 ｅ－ｊ２παｔ为常数１，相当
对 Ｒ^ｘ（ｔ，τ）求平均，根据图 ３中的特征，其幅度值表现
为正弦信号求绝对值的形式．当α＝２ｆｃ时，由于τ截面
的波形周期为２ｆｃ，式（５）积分的结果近似常数．根据实
信号频谱的共轭对称性，当α＝ｆｓ和α＝ｆｓ－２ｆｃ时，结
果分别与α＝０和α＝２ｆｃ时相同．而α取其它值时，由
于单频信号的正交性，积分结果为零．

当时延τ固定时，从式（５）可以看出，^Ｒαｘ（τ）积累了
瞬时自相关在一个周期内所有时刻 ｔ的频率α的能量，
充分表征了信号延迟时间τ的相关性，消除了相关随

时刻 ｔ变化的影响，而只与时延τ和频率α有关．式（５）
中频率α是瞬时相关对应的频率，为与信号 ｘ（ｔ）的频
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率相区分，称其为循环频率，它是图３中τ截面信号的
频率，仍然来自信号自身，但频率值已翻倍．

根据式（９），^Ｒαｘ（τ）对τ做傅立叶变换，得到谱相关
Ｓ^αｘ（ｆ），它在所有时延τ上积累了 Ｒ^αｘ（τ）的频率为 ｆ的
能量，结果如图５所示．这里将零频移至中心，α＝０的
截面为信号的功率谱，谱峰位置在 ｆ＝±ｆｃ处，证明了α
＝０时谱相关函数退化为功率谱密度．当α＝±２ｆｃ时，
Ｒ^αｘ（τ）近似为常数（见图４），因此，谱峰位置在 ｆ＝０处．

按照定义的另两条途径，同样可以求出谱相关，限

于篇幅，不再给出结果．由于计算谱相关的过程中，涉
及信号的自乘，当信号有多个周期时，不仅表现出频率

的倍频，还将出现频率的交调．例如，若调制信号 ｘ（ｔ）
包含两个载频，分别为１００Ｈｚ和６０Ｈｚ，则谱相关的等高
线图如图６所示．谱峰位置出现在１６处：α＝０截面上
的±１００Ｈｚ和 ±６０Ｈｚ处，α＝±４０Ｈｚ截面上的 ±８０Ｈｚ
处，ｆ＝０截面上的±２００Ｈｚ和±１２０Ｈｚ处，ｆ＝±２０Ｈｚ截
面上的±１６０Ｈｚ处．谱峰的位置反映了倍频和交调的效
果．

ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅ分布与循环谱相关的结果有相似性，
但前者是时间和频率的函数，并且频谱和时间之间的

函数关系反映了信号的特有属性，ＡＭ信号的 Ｗｉｇｎｅｒ
Ｖｉｌｌｅ分布如图 ７所示，信号的频谱特性主要出现在零
频和±２ｆｃ处（图中示出为 ｆｃ和ｆｓ－ｆｃ），幅度随时间变
化但频率不变．对 ＷｉｇｎｅｒＶｉｌｌｅ分布沿时间做傅立叶变
换，并将零频移至中间，得到的结果如图８所示，可见结

果与谱相关十分相似，但谱峰的位置在两个方向均为

±２ｆｃ．

综上分析，可得出如下结论：

（１）循环平稳信号的隐藏周期性，通过瞬时自相关
函数在瞬时时刻和相关时延上的平滑积累作用，表现

出周期性，瞬时自相关的周期性是谱相关能够解析出

二阶周期性的基础；

（２）循环自相关沿瞬时时刻方向（即τ截面）对频
率为α的单频信号内积，利用不同频率信号 ｅ－ｊ２παｔ的正
交性，解析出周期性分量，并表现为循环频域α上的谱

线；循环自相关就是信号的 ＱＴＩ变换，若循环自相关对
时延τ具有一阶周期，则原信号具有二阶周期性；

（３）谱相关再沿着循环自相关的τ方向（即α截
面）做傅立叶变换，解析出该方向的周期性分量．谱相
关平面有非零值就意味着信号具有二阶周期性，时域

的单一周期表现为双频平面的四个谱峰；由于信号的
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自乘，使得多周期信号的频率在双频平面上同时出现

倍频和交调分量．噪声信号的非周期性，使得谱相关对
噪声有较强的适应性，低信噪比下的谱相关图非常稳

定；

（４）循环频率不是一种新的频率，仍然是一般的频
率概念，并非一种新的物理量，且双频平面上的变量α
和ｆ不存在函数关系，都是信号原始频率的变换结果；

（５）从信号计算谱相关具有单向性，不能从谱相关
反推出信号，无法在双频平面上处理信号后得到对应

的时域信号，使其应用受到限制．

４ 结论

信号的周期性解析就是发现信号中的周期性分

量，并能估计出相应的频率值，反映出各频点的功率分

布．瞬时自相关将信号隐藏周期性的能量积累起来，谱
相关以循环自相关或无限周期谱为桥梁，经过两次傅

立叶变换，将瞬时自相关的二维周期性逐步汇聚为峰，

谱相关图中的谱峰就是信号周期性的表现，谱峰的属

性反映了周期性的特征，这些特征是谱相关应用的基

础．本文从谱相关的数学关系出发，按照定义计算谱相
关，以简单信号的过程分析，阐明了谱相关中主要概念

的物理意义．
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