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摘 要： 隐式多项式曲线对目标形状的线性描述算法需要构造隐式多项式曲线的代数残差和梯度残差，但是如

何加权平衡这两种残差是一个困难问题．提出了一种平衡这两种残差的自适应权重确定算法．根据隐式多项式曲线稳
定性要求，构造了隐式多项式曲线系数向量范数和权重的关系式，进而计算出极小值点并作为最优权重，实现了隐式

多项式曲线的自适应描述．从ＭＰＥＧ７标准测试集中选取不同形状的图形进行描述，实验结果表明，根据自适应权重
获取的隐式多项式曲线不仅保证了描述的精确性，而且十分稳定，没有出现多余的曲线．
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１ 引言

隐式多项式曲线是一种平面曲线，在直角坐标系

（Ｏ－ＸＹ）中，ｋ次隐式多项式曲线方程可表示为

ｆ（ｘ，ｙ）＝ ∑
ｉ＋ｊｋ，ｉ，ｊ０

ａｉｊｘｉｙｊ＝ａ００＋ａ１０ｘ＋ａ０１ｙ

＋ａ２０ｘ２＋ａ１１ｘｙ＋ａ０２ｙ２＋…＋ａｋ０ｘｋ

＋ａｋ－１，１ｘｋ－１ｙ＋…＋ａ０ｋｙｋ＝０
为了研究的方便，隐式多项式 ｆ（ｘ，ｙ）也常常改写

成系数和项的向量积形式

ｆ（ｘ，ｙ）＝ＸＴＡ （１）
其中 ＡＴ＝（ａ１ ａ２…ａｍ－１ ａｍ）

ＸＴ＝［１ ｘ ｙ … ｘｋ ｘｋ－１ｙ … ｙｋ］，ｍ是ｆ（ｘ，ｙ）
中单项式的数目，即系数向量 Ａ的元素个数，并且有 ｍ
＝（ｋ＋１）（ｋ＋２）／２．
隐式多项式曲线用来描述目标形状要求具有有界性

和封闭性两个特性，也就是使用隐式多项式曲线描述目标

形状的时候，最为理想的状况是没有多余的曲线．使用隐
式多项式曲线描述目标形状明显优于其它方法，这主要由

于隐式多项式曲线精确的表达能力，描述的参数完全取决

于隐式多项式曲线的次数和系数，有明确的解析式，便于

操纵和使用，更重要的是它具有天然的数据噪声过滤能力

和修补能力［１］．隐式多项式曲线已经广泛应用到许多领
域，例如目标识别［２］和图像数据库索引［３］等等．
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对于平面数据点集合 Ｓ，寻找隐式多项式曲线
ｆ（ｘ，ｙ）＝０，使它尽可能通过这些数据点，这是基于隐
式多项式曲线进行形状描述的基本问题，其实质就是

求解隐式多项式的系数．目前国内外大量文献提出了
很多算法实现隐式多项式曲线的形状描述，总体上可

以分为两类，一类是非线性方法，就是建立非线性目标

函数，采用优化的方法，寻找最优的隐式多项式函数系

数．文献［４～６］提出的算法都属于这一类．这些基于非
线性目标函数的优化拟合算法都需要迭代求解，很可

能陷入局部极小，使获得的隐式多项式曲线不能精确

的描述数据点集合特征，更为困难的是这类算法严重

依赖初始值的选取，也就是怎样选取恰当的初始值是

一个困难的问题．另外，这类拟合算法和其它通过迭代
寻优的算法一样都面临优化的速度慢，收敛不确定等

问题．
鉴于非线性目标函数优化有十分明显的缺点，而

且很难克服，因而许多学者又转而寻求改进线性最小

二乘算法，以期望快速获得描述结果，这就是线性方

法．文献［７］提出了３Ｌ算法，文献［８］提出了针对３Ｌ算
法的改进措施，其基本思想是根据每一个数据点的具

体位置，计算其梯度值，使隐式多项式函数的梯度在数

据点上等于这些梯度值，从而获取一组线性方程，它们

和过零点的线性方程组合成新的线性方程组，然后使

用线性最小二乘算法求解隐式多项式曲线的系数．很
明显，这种算法需要计算离散点的差分替代偏导数值，

因而特别受数据点的影响，如果噪声很大，将造成隐式

多项式曲线很不稳定．文献［９］提出了 ＭｉｎＭａｘ算法对
此又作了进一步的改进，即对隐式多项式的偏导函数

进行规范化，这种算法由于引入了统一的标准化手段，

使得计算的偏导函数值得到均值化处理，相对而言算

法较为稳定．但是这类线性算法中，存在如何加权平衡
隐式多项式曲线的代数残差和梯度残差问题．

本文的主要贡献是提出了平衡隐式多项式曲线的

代数残差和目标形状梯度残差的权重计算公式，给出

了具体的自适应权重选择算法，使基于隐式多项式曲

线的目标形状描述更加稳定可靠．

２ 相关工作

由于非线性方法的不稳定性，目前线性算法已经

成为隐式多项式曲线描述目标形状的主要方法，其中

典型的有文献［８］提出的ＧｒａｄｉｅｎｔＯｎｅ算法和文献［９］提
出的ＭｉｎＭａｘ算法．这两种算法的实质就是构造三个残
差，然后对这三个残差之和关于隐式多项式系数求极

小值．在形状数据集合中点的分布和密度以及部分点
缺失的情况下，线性算法的稳定性和精确性等问题可

以参考文献［８］和文献［９］的相关研究内容．下面我们以

ＭｉｎＭａｘ算法为例介绍线性算法的基本思想．
将目标形状上各点坐标（ｘｉ，ｙｉ）（ｉ＝１，２，…，ｎ）代

入隐式多项式 ｆ（ｘ，ｙ），然后将所有获得的隐式多项式
值进行相加，即可以获得第一个残差，我们称之为代数

残差，并记作 Ｅｆ．

Ｅｆ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｆ（ｘｉ，ｙｉ）２ （２）

计算隐式多项式函数在 ｘ方向关于形状曲线上每
一点的偏导函数值，然后将该值减去形状曲线上对应

点梯度方向关于 ｘ轴的夹角正弦（ｓｉｎαｉ），求出所有点
对应的差值后相加，即可构造第二个残差，记为 Ｅｘ．同
样关于 ｘ轴的夹角余弦（ｃｏｓαｉ）可以构造第三个残差，
记为 Ｅｙ，我们称这两个残差为梯度残差．为了方便，根
据式（１），可以将这两个残差写成向量的形式

Ｅｘ＝‖ＭｘＡ－Ｂ１‖２２，Ｅｙ＝‖ＭｙＡ－Ｂ２‖
２
２

将式（２）的 Ｅｆ也写成向量形式并和以上两个残差
相加，同时增加权重因子μ，即可获得隐式多项式的总

残差．
Ｅ＝‖Ｍ０Ａ－Ｂ０‖２２＋μ‖ＭｘＡ－Ｂ１‖

２
２

＋μ‖ＭｙＡ－Ｂ２‖
２
２ （３）

其中：

Ｍ０＝ Ｘ（ｘ１，ｙ１） Ｘ（ｘ２，ｙ２） … Ｘ（ｘｎ，ｙｎ[ ]）Ｔ，

Ｂ０为具有 ｎ个０元素的向量，

Ｍｘ＝
Ｘｘ（ｘ１，ｙ１）

‖Ｘ（ｘ１，ｙ１）‖１
Ｘｘ（ｘ２，ｙ２）

‖Ｘ（ｘ２，ｙ２）‖１
…

Ｘｘ（ｘｎ，ｙｎ）
‖Ｘ（ｘｎ，ｙｎ）‖[ ]

１

Ｔ
，

Ｂ１＝ ｃｏｓα１ … ｃｏｓαｉ …ｃｏｓαｎ－１ ｃｏｓα[ ]ｎ Ｔ，

Ｍｙ＝
Ｘｙ（ｘ１，ｙ１）

‖Ｘ（ｘ１，ｙ１）‖１
Ｘｙ（ｘ２，ｙ２）

‖Ｘ（ｘ２，ｙ２）‖１
…

Ｘｙ（ｘｎ，ｙｎ）
‖Ｘ（ｘｎ，ｙｎ）‖[ ]

１

Ｔ
，

Ｂ２＝ ｓｉｎα１ … ｓｉｎαｉ …ｓｉｎαｎ－１ ｓｉｎα[ ]ｎ Ｔ．
参数μ是式（１）和式（２）相比较的权重，其作用主

要是：如果式（２）的残差太大，可以通过调整μ值，使得
基于形状的梯度残差在最小二乘运算时获得平衡．μ
值一般选取大于０的实数．

对式（３）关于 Ａ求导并令其为０，则得到下面的方程
ＭＴ０Ｍ０＋μＭ

Ｔ
１Ｍ１＋μＭ

Ｔ
２Ｍ( )２ Ａ

＝Ｍ０Ｂ０＋μＭ１Ｂ１＋μＭ２Ｂ２ （４）
应该指出矩阵 ＭＴ０Ｍ０＋μＭ

Ｔ
１Ｍ１＋μＭ

Ｔ
２Ｍ２可能是奇异

的，或者是条件数很大，造成求解的隐式多项式系数非

常不稳定，为了解决这个问题，需要将这个矩阵加上一

个单位矩阵 Ｅ［８］，于是式（４）可改写为
ＭＴ０Ｍ０＋μＭ

Ｔ
１Ｍ１＋μＭ

Ｔ
２Ｍ２＋μ( )ＥＡ

＝Ｍ０Ｂ０＋μＭ１Ｂ１＋μＭ２Ｂ２ （５）
式（５）求解的系数向量 Ａ是否稳定严重依赖于权

重μ的选取．图 １是使用 ＭｉｎＭａｘ算法，对于汽车形状
的图形选取６次隐式多项式曲线，在权重μ取不同值
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时描述的结果．可以观察到，随着权重μ值的增加，隐
式多项式曲线对物体形状的描述越来越精确，但是大

于某一值后，描述效果却越来越差．具体原因是：权重μ
取值过小时，式（２）代数残差在形状描述中的作用较
大，造成了隐式多项式曲线极不稳定，具体表现就是描

述曲线发散，有很多分支曲线．另一方面，当权重μ取
值过大时，突出了曲线形状的梯度残差作用，这样的结

果就是描述的曲线过多的考虑了梯度信息，虽然没有

了多余的曲线，但是物体形状上的点和描述曲线的距

离很远，造成了描述失败．

上面的分析可以发现，选取合适的权重μ值十分

重要．文献［８～１０］都没有解决这个问题，这些文献提出
的替代方法就是通过人机交互，选取不同权重μ值，然

后观察描述效果，从而最终确定μ的取值．这显然是不
科学的，不仅仅实时性不强，最重要的是μ值是一个实

数，无法通过多次试验唯一地确定最优μ值．这极大地
限制了隐式多项式曲线在目标形状描述中的应用．

本文通过对线性描述算法的分析，建立权重μ取

值的数学模型，进而给出一种自适应确定μ值的算法，

理论和实验表明，这种自适应μ值选取是十分有效的．

３ 线性描述算法的权重自适应确定

本节以ＭｉｎＭａｘ算法为例，给出具体自适应确定权
值的方法．对于 ＧｒａｄｉｅｎｔＯｎｅ等其它线性算法，可以和
采用ＭｉｎＭａｘ算法一样方法做简单推广即可．

定理１ 对于式（５），假设权重 ｘ取值为ｘｋ，根据权
重的值 ｘｋ求得的隐式多项式曲线系数向量为Ａｋ，则权
重取 ｘ时，对应的隐式多项式曲线的系数满足下面的
函数形式

Ａ（ｘ）＝
ｘｋ
ｘ（Ａｋ－Ｂ）＋Ｂ （６）

其中

Ｂ＝ ＭＴ１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ －１ Ｍ１Ｂ１＋Ｍ２Ｂ( )２
证明：将式（５）中μ取值为ｘｋ，则有
ＭＴ０Ｍ０＋ｘｋＭＴ１Ｍ１＋ｘｋＭＴ２Ｍ２＋ｘｋ( )ＥＡｋ

＝Ｍ０Ｂ０＋ｘｋＭ１Ｂ１＋ｘｋＭ２Ｂ２ （７）
将μ取值为ｘ时，则有
ＭＴ０Ｍ０＋ｘＭＴ１Ｍ１＋ｘＭＴ２Ｍ２＋ｘ( )ＥＡ

＝Ｍ０Ｂ０＋ｘＭ１Ｂ１＋ｘＭ２Ｂ２

将以上两个方程的左右两边分别相减，并考虑

ＭＴ０Ｍ０ Ａ－Ａ( )ｋ 近似为０，Ｍ０Ｂ０＝０，于是有
ＭＴ１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ Ａｘ－Ａｋｘ( )ｋ

＝ ｘ－ｘ( )ｋ Ｍ１Ｂ１＋Ｍ２Ｂ( )２
解该方程组有

Ａ＝
ｘｋ
ｘＡｋ＋

ｘ－ｘｋ
ｘ Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ －１

· Ｍ１Ｂ１＋Ｍ２Ｂ( )２
显然隐式多项式系数向量 Ａ是关于 ｘ的向量函

数，上式即可写成式（６）的形式．证毕．
上面的定理１指出：确定 ｘｋ并根据式（５）求出 Ａｋ

以后，在 ｘｋ附近，隐式多项式曲线的系数向量满足式
（６）的函数关系．事实上 Ａ的稳定性就是要求‖Ａ‖在
ｘ取某一值时，其变化最小，因此需要讨论式（６）的函数
性质，并给出 ｘ的取值，本文讨论的向量范数都是２范
数．于是我们有下面的定理．

定理 ２ 式（６）确定的向量函数范数 ｙ＝
‖Ａ（ｘ）‖２２如果存在极小值，则极小值点 ｘ的取值为

ｘ＝ｘｋ
Ａｋ－( )Ｂ Ｔ Ａｋ－( )Ｂ
ＢＴ Ｂ－Ａ( )ｋ

（８）

证明：

‖Ａ（ｘ）‖２２
ｘ

＝

ｘｋ
ｘ（Ａｋ－Ｂ）＋







Ｂ
２

２

ｘ

＝－２ ｘｋ
Ａｋ－( )Ｂ Ｔ

ｘ ＋Ｂ( )Ｔ ｘｋ Ａｋ－( )Ｂ
ｘ２

＝－２
ｘ２ｋ Ａｋ－( )Ｂ Ｔ Ａｋ－( )Ｂ

ｘ３
－２
ｘｋＢＴ Ａｋ－( )Ｂ

ｘ２
令上式为 ０，求出‖Ａ（ｘ）‖２取极小值时 ｘ的取

值，于是有

ｘｋＢＴ（Ａｋ－Ｂ）ｘ＋ｘ２ｋ（Ａｋ－Ｂ）Ｔ（Ａｋ－Ｂ）＝０解
这个方程即得式（８）． 证毕．

定理３ 根据式（８）确定的权重 ｘ的值一定存在并
且是正实数

证明：因为

Ｂ＝ ＭＴ１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ －１ Ｍ１Ｂ１＋Ｍ２Ｂ( )２
故有

ＭＴ１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )ＥｘｋＢ＝ ｘｋＭ１Ｂ１＋ｘｋＭ２Ｂ( )２
将式（７）和上式左右两边分别做减法运算有

ｘｋ Ｍ
Ｔ
１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ Ｂ－Ａ( )ｋ －ＭＴ０Ｍ０Ａｋ＝０

因而有

ｘｋ Ｍ
Ｔ
１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ Ｂ－Ａ( )ｋ ＝ＭＴ０Ｍ０Ａｋ

即有

ｘｋ Ｂ－Ａ( )ｋ ＝ ＭＴ１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ －１ＭＴ０Ｍ０Ａｋ
上式两边同时乘以 ＢＴ，并且注意 Ｂ的取值，即有

ｘｋＢＴ Ｂ－Ａ( )ｋ ＝ Ｍ１Ｂ１＋Ｍ２Ｂ( )２ Ｔ
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· ＭＴ１Ｍ１＋ＭＴ２Ｍ２＋( )Ｅ[ ]－１ ２ＭＴ０Ｍ０Ａｋ
由ＭｉｎＭａｘ算法的几何意义可知，Ｍ１Ｂ１的每一个

元素是隐式多项式函数梯度正弦和目标形状梯度正弦

的乘积，而 Ｍ２Ｂ２的每一个元素是隐式多项式函数梯度
余弦和目标形状梯度余弦的乘积，因而这两个向量都

是非负实数向量．ＭＴ０Ｍ０Ａ的每一个元素表示形状曲线
上每一个点到隐式多项式函数曲线的代数距离，另外，

权重 ｘｋ为非负数，由此可知 ＢＴ Ｂ－Ａ( )ｋ ＞０．故式（８）
的权重 ｘ一定存在，并且是大于０的实数． 证毕．

定理３实际上说明式（６）一定存在极小值，而且极
小值点为正实数并是唯一的．这就确保了 ＭｉｎＭａｘ算法
可以自适应确定权重，以平衡代数残差和梯度残差在

最小二乘运算时造成的不稳定现象．
以上自适应确定权重的方法可以完全应用于 Ｇｒａ

ｄｉｅｎｔＯｎｅ算法、３Ｌ算法以及改进的 ３Ｌ算法，对这些线
性算法只要做简单推广就可以，没有任何实质差别．由
于篇幅所限，本文不重复演算．

我们在分析隐式多项式曲线的系数稳定时，最重

要的依据就是当权重发生变化的时候，要求系数向量

的范数变化率最小．但是，当根据式（８）获得极小值点
时，并不能完全确定在权重取该极小值点的时候，隐式

多项式曲线是最优描述，这是因为极小值点及其领域

点对应的系数向量范数变化率十分微小，取极小值点

作为权重可能放大了形状梯度残差的作用，我们通过

一个例子说明这个问题．图 ２（ａ）中的曲线是 ｙ＝
‖Ａ（ｘ）‖２的函数曲线，此时的 ｘｋ＝１．“”是该函数
的极小值点，其值为 １０３１２９，很明显，ｘ在［１，∞］区间
取值时，‖Ａ（ｘ）‖２的对应值变化很小，相差不到１个
单位，也就是该极值点对应的曲线曲率非常小，如果权

重取极小值１０３１２９，反而造成曲线描述过度的考虑了
梯度残差的影响，致使曲线描述效果下降．这种情况，
只需要取曲率极大值对应的极值点作为权重即可，如

图２（ａ）中的正方形点，其值为２００３４．图２（ｂ）是 ｘ取
极小值１０３１２９时，６次隐式多项式曲线描述的结果，图
２（ｃ）是曲率极大值点２００３４作为权重描述的结果．其
中虚线为物体形状曲线，实粗线为描述的６次隐式多项
式曲线．可以很明显的观察到 ｘ取极小值 １０３１２９时，
帽子的中间边缘描述存在较大误差，而取曲率极大值

点２００３４作为权重，达到了非常好的描述效果．

以上分析表明当权重取值为 ｘｋ，并且系数向量范数
已经十分稳定的时候，可以取曲率的极大值点作为权

重，而不能直接选取 ｙ＝‖Ａ（ｘ）‖２的极小值点作为权
重，其理论依据是在这个曲率极大值点，隐式多项式曲

线系数向量的范数衰减的最快．极小值点是否为最优权
重可以通过计算其曲线曲率来确定，如果其曲率小于

０１，说明极小值点附件的曲线几乎为直线．下面我们推
导出 ｙ＝‖Ａ（ｘ）‖２函数曲线在点 ｘ处的曲率公式．

由 Ａ（ｘ）＝
ｘｋ
ｘ（Ａｋ－Ｂ）＋Ｂ，可以写出 ｙ＝

‖Ａ（ｘ）‖２的函数形式如下：

ｙ＝ ｘｋ
ｘ（Ａ

Ｔ
ｋ－ＢＴ）＋Ｂ( )Ｔ ｘｋ

ｘ（Ａｋ－Ｂ）＋( )槡 Ｂ

对上式关于 ｘ求一阶和二阶导数，即得

ｙ′＝ ｚ′
２槡ｚ
，ｙ″＝－ １

４ｚ３／２
( )ｚ′２＋ １

２槡ｚ
ｚ″

其中 ｚ＝
ｘ２ｋ
ｘ２
ＡＴｋＡｋ＋２ｘｋ

ＡＴｋＢ
ｘ ＋Ｂ

ＴＢ，

ｚ′＝－２
ｘ２ｋ
ｘ３
ＡＴｋＡｋ－２ｘｋ

ＡＴｋＢ
ｘ２
，

ｚ″＝６
ｘ２ｋ
ｘ４
ＡＴｋＡｋ＋４ｘｋ

ＡＴｋＢ
ｘ３
．

ｉｎｐｕｔ：ｄａｔａｓｅｔ，ｄｅｇｒｅｅ ／ 输入形状数据集点和拟合的隐式多项式曲
线次数．／
ｏｕｔｐｕｔ：ｗｅｉｇｈｔＶａｌｕｅ／输出计算获得的权值．／
ｃｏｅｆｆ＝ｆｉｔＭｉｎＭａｘ（ｄａｔａｓｅｔ，ｄｅｇｒｅｅ） ／使用 ＭｉｎＭａｘ算法拟合 ｄａｔａｓｅｔ，
获取ｃｏｅｆｆ．／
ｍｉｎＰｏｉｎｔ＝ｃｏｍｐｕｔｅＭｉｎｉｍｕｍ（ｃｏｅｆｆ） ／基于该隐式多项式曲线，根据
公式（８）计算最小值点．／
ｃｕｒｖａｔｕｒｅＶａｌｕｅ＝ｃｏｍｐｕｔｅＣｕｒｖａｔｕｒｅ（ｍｉｎＰｏｉｎｔ）／根据式（９）计算式（６）在
ｍｉｎＰｏｉｎｔ点的曲率 ／
ｉｆｃｕｒｖａｔｕｒｅＶａｌｕｅ＞＝０．１／如果该曲率值大于等于０．１，则 ／
ｒｅｔｕｒｎｍｉｎＰｏｉｎｔ ／ 返回ｍｉｎＰｏｉｎｔ，即是残差平衡权值 ／
ｅｌｓｅ
ｍａｘＰｏｉｎｔ＝ｃｏｍｐｕｔｅＭａｘＣｕｒｖａｔｕｒｅ／如果曲率小于０．１，计算式（６）的最
大曲率值点获得ｍａｘＰｏｉｎｔ／
ｒｅｔｕｒｎｍａｘＰｏｉｎｔ／返回计算获得最大曲率值对应点 ｍａｘＰｏｉｎｔ即为残
差平衡权值 ／
ｅｎｄ

图３ 自适应确定权值算法

根据以上公式，我们很容易写出点 ｘ的曲率公式
即有

ｋ＝ ｙ″
１＋( )ｙ′( )２ ２ （９）

由于 Ａｋ和Ｂ都是一维向量，因而只要给出 ｘ值，
可以很快计算出 ｘ对应的曲线曲率．图２（ａ）中极值点
的曲率使用式（９）计算的结果为００００６，这表明在该点
附近曲线段几乎是直线．这样就很容易将该点作为权
重排除掉，从而直接计算曲率极大值点．图２（ｃ）就是计
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算出最优权重为 ２００３４时隐式多项式曲线描述的结
果．曲率极大值可以根据式（９）求导或者使用数值方法
给出．根据以上分析，我们很容易得出自适应确定权值
的算法．图３是实现该算法的伪代码．

４ 实验结果和讨论

本节选取常用 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ测试集中的形状图形检
验本文提出的自适应权值确定的有效性．在目前线性
隐式多项式曲线的描述算法中，由于经典最小二乘算

法效果太差，因此本节只和最为有效的 Ｍ３Ｌ算法以及
没有加权的 ＧｒａｄｉｅｎｔＯｎｅ算法以及 ＭｉｎＭａｘ算法做比较
实验．另外需要特别说明的是，隐式多项式曲线不适合
描述非常复杂的形状［１０］，因此本文只讨论能够为线性

算法充分描述的形状图形．
４１ 形状测试数据

我们选用的标准测试集是常用的 ＭＰＥＧ７图像数
据库［１１］．从这些图形中，我们选取不同形状的１５类图
形，如图４所示．由于隐式多项式曲线精确描述形状曲
线不仅仅取决于隐式多项式的系数，而且取决于其次

数，因此为了便于做比较实验，我们选取的图形都可以

为６次或者８次隐式多项式曲线描述．更为复杂的图形
可以通过提高隐式多项式曲线的次数来获得更为精确

的形状描述模型．

４２ 形状描述效果

对于图４所示的图形，究竟需要用多少次隐式多项
式曲线进行描述，文献［１２］提出了具体的次数确定算
法，根据该文献的方法，对图４中的１５个图形确定的次
数如表１所示．也就是Ｂｏｎｅ，Ｆｉｓｈ和Ｔｕｒｔｌｅ使用８次隐式
多项式曲线进行描述，其它图形使用６次隐式多项式曲
线进行描述．

根据式（８）和式（９）计算图４中１５个形状图形的极
值点和对应的曲率，如表 １所示．观察该表可以发现，
Ｂｏｏｔ，Ｂｏｔｔｌｅ，Ｂｉｒｄ，Ｒａｂｂｉｔ，Ｓｐｏｏｎ，Ｃａｒ，Ｇｕｉｔａｒ和 Ｈｅｘａｇｏｎ这８
个图形在 ｘｋ＝１时计算的极小值点对应的曲率小于

０１，这说明该极小值点不能作为权重，需要根据式（６）
计算这８个图形对应的曲率极大值，计算的结果如表１
的最后一列．图 ５是根据表 １中自适应确定的权重以
后，使用隐式多项式曲线描述的图形，其中粗实线为隐

式多项式曲线，细虚线为原始形状．图 ６为分别使用
Ｍ３Ｌ，没有加权的 ＧｒａｄｉｅｎｔＯｎｅ和 ＭｉｎＭａｘ三种算法获得
的隐式多项式曲线．可以观察到本文提出的自适应权
重获得隐式多项式曲线，十分精确地描述了各种目标

形状，而且没有多余的曲线，但是用其它三种描述算

法，都没有很好的描述形状曲线，主要问题是除了描述

形状曲线以外，出现了多余的曲线部分．图６中，Ｂｏｎｅ，
Ｃａｒ，Ｆｉｓｈ和 Ｔｕｒｔｌｅ等图形不仅在图形外边有多余曲线，
而且内部和边缘也出现多余曲线，除了 Ｈｅｘａｇｏｎ以外，
其它图形描述的隐式多项式曲线都不够稳定．

表１ 自适应权重及其对应的曲率

图形

编号

实验图

形名称

拟合

次数

极小值点

作为权值

极小值

点曲率

曲率

极大值

１ Ｂｅｌｌ ６ １．４５２５ ０．３１０９ —

２ Ｂｏｏｔ ６ ９．４３２４ ０．０００４ １．５３４９

３ Ｂｏｔｔｌｅ ６ ３．４２０５ ０．０１６１ １．３７１９

４ Ｂｏｎｅ ８ １．５３０１ １．４２０４ —

５ Ｂｕｔｔｅｒｆｌｙ ６ ０．７４８７ １．９２２１ —

６ Ｆｉｓｈ ８ １．４０９２ ０．７４８６ —

７ Ｈａｍｍｅｒ ６ １．２１８２ １．０７６８ —

８ Ｂｉｒｄ ６ ２．１７０７ ０．０９８１ １．３０５５

９ Ｆｉｇｈｔｅｒ ６ ０．７８８０ １．７８１４ —

１０ Ｒａｂｂｉｔ ６ ４．５０７３ ０．００４４ １．４４２９

１１ Ｓｐｏｏｎ ６ ２．４０５９ ０．０９３１ １．４１４５

１２ Ｃａｒ ６ １８．９９３１ ０．０００１ １．６０６３

１３ Ｇｕｉｔａｒ ６ ８．３８０４ ０．０００５ １．５８５１

１４ Ｔｕｒｔｌｅ ８ ２．６６３１ ０．１１７９ —

１５ Ｈｅｘａｇｏｎ ６ ２５．６７６８ ０．０００１ １．５６７８
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４３ 目标形状描述的性能评价

为了确定隐式多项式曲线是否精确、稳定地描述了

数据点集合，文献［１０］给出了两种度量标准，一个是距离
度量函数，另一个是光滑度量函数，具体度量函数公式

可以参阅该文献．距离度量函数值越小，则隐式多项式
曲线描述效果越好，因为目标形状曲线上的点到隐式多

项式曲线的距离越小，表明这些点近似落在了隐式多项

式曲线上；和距离度量相反，光滑度量函数值越小，则表

明隐式多项式曲线描述越差，这是因为光滑度量表示隐

式多项式函数的法矢量和目标形状曲线法矢量的内积．
显然内积越小，法矢量夹角则越大，即隐式多项式曲线

和目标形状曲线的形状不一致．但是我们通过图１的分
析可知，即使距离度量很小，光滑度量很大，仍然不能说

明隐式多项式曲线有效的描述了目标形状曲线，这是因

为隐式多项式曲线在描述目标形状时，我们要求其稳

定，也就是目标形状上点的微小变化，对隐式多项式曲

线的系数影响不大，但是图１中权重取０．３和权重取１．６
时候，虽然前者和后者相比较距离度量较小，光滑度量

较大，但是后者更好的描述了Ｃａｒ的形状，因为后者没有
多余曲线分支，这说明它较为稳定．因此评价一个隐式
多项式曲线的系数不仅仅要依据其距离度量和光滑度

量，更重要的是依据其系数是否稳定可靠，也就是描述

的隐式多项式曲线没有分支，即没有多余曲线．
文献［１～８］等都讨论了隐式多项式曲线的稳定性

问题，这个问题的重要意义在于只有稳定的隐式多项

式曲线才能在目标识别和其它图像处理中获得应用．
而稳定性的一个重要指标就是系数的范数变化率较

小，或者系数的范数较小，也就是隐式多项式曲线的各

项系数的值较小．这是因为目标形状上数据点的微小
变化，不会被对应项的系数放大．

图７是使用以上４种描述算法计算出来的１５幅图
形的距离度量柱状图，图８是相应的光滑度量柱状图．
柱状图横坐标和表１中图形的编号相对应．每一幅图形
的柱状图对应的描述算法分别是 Ｍ３Ｌ，ＧｒａｄｉｅｎｔＯｎｅ，Ｍｉｎ

Ｍａｘ以及本文提出的自适应权重算法．观察图 ７，除了
第２幅和第１４幅图形，也就是 Ｂｏｏｔ和 Ｔｕｒｔｌｅ以外，其它
图形的自适应权重算法描述的距离度量和其它三种描

述方法比较差距不大．图８中的自适应权重算法和另外
三种算法的光滑度量也相差不大．但是，我们观察图 ９
的隐式多项式曲线的系数范数，可以明显的发现自适

应权重描述方法系数范数最小，除了第４幅图形（Ｂｏｎｅ）
比ＧｒａｄｉｅｎｔＯｎｅ算法稍大，其它各个图形的自适应权重
算法计算的隐式多项式曲线系数向量范数十分小，甚

至小于１０个单位，这说明自适应权重确定的隐式多项
式曲线十分稳定，事实上我们从图５观察到，它们对应
的拟合曲线没有多余分支曲线，而且比较精确地描述

了目标形状．这说明自适应权重描述方法在保证和其
它描述算法在距离度量和光滑度量变化不大的情况

下，最大程度的降低了隐式多项式曲线系数的数值，保

证了描述的隐式多项式曲线更加稳定．

５ 结论

本文对目前最新的一些线性隐式多项式曲线描述

算法进行了分析，指出平衡代数残差和形状梯度残差

的权重是基于隐式多项式曲线进行目标形状描述的关

键，进而从理论上给出了确定权重的公式，提出了自适

应确定权重的算法，给出了确定权重的依据，克服目前

基于隐式多项式曲线进行数据建模只能通过人工交互

主观选择权重的问题．实验表明，这种自适应权重的选
择十分有效，获取的隐式多项式曲线对目标形状的描
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述没有出现发散或者多余曲线分支，而且在目标形状

的描述中，隐式多项式曲线没有出现退化现象，这为隐

式多项式曲线的应用提供了可靠的保证．
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