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摘 要： 针对一种新型的六自由度的正交并联机构动平台，设计一种应用于此运动平台的以闭环系统的鲁棒性

作为目标的控制算法，当平台在运动过程中受到一定程度的干扰时，它可以使平台自主达到动态平衡，并且该算法具

有一定的实时性．运用该控制算法对此运动平台的轨迹进行跟踪控制，仿真实验结果证明，所设计的这种控制算法对
模型不精确或者外部干扰对该动平台产生最坏的影响有很好的抑制作用，对ＰＳＳ３２１正交并联机构动平台轨迹跟踪
具有响应速度快，鲁棒稳定性好等优点．
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１ 引言

ＰＳＳ３２１正交并联机构动平台，具有较好的刚性和定
位能力，强耦合，非线性，不确定性等特性．而鲁棒控制是
针对一种不确定性而被提出来的现代自动控制理论，其基

本特征是用一个结构和参数都固定不变的控制器，来保证

即使在不确定性对系统的性能品质影响处于最恶劣的状

态时也能够满足设计要求．近２０年来正交并联机构动平
台开始备受人们的关注，越来越多的国内外学者开始从不

同的方向从事动平台技术的研究工作［１，２］．此平台具有灵
活，快捷等特点，可以广泛运用到工业生产、医疗保健和文

体娱乐等多个领域，应用前景广阔．
本文以ＰＳＳ３２１正交并联机构动平台作为研究对

象，此机构已经建立了移动平台广义坐标 Ｘ，Ｙ，Ｚ，α，

β，γ与相应广义力之间的动力学模型，并且给出了广义

力与螺杆型运动转换机构驱动力之间的函数关系［３～６］，

从工程应用角度出发，设计一种鲁棒控制器，对动平台

的运动过程进行跟踪，提高动态跟踪精度．
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２ 动力学模型

图１为正交并联平台为 ＰＳＳ３２１型平台．平台中
的每个ＰＳＳ运动链都构成一个分支，六个分支按照平台
结构运动链数量３，２，１分为第一，第二，第三组，分别于
动平台的３个相互垂直的平面相连．

平台结构如图 ２所示，第一组支链的球铰中心
（Ｂ１）位于平面的中心，第二组支链的球铰中心（Ｂ２，Ｂ３）
分布在过平面中心，以平面上下两边平行的线段端点

上．第三组支链的球铰中心（Ｂ４，Ｂ５，Ｂ６）分布在以平面
中心为中心的等腰三角形的三个顶点上．

基于拉格朗日动力学所建立的运动平台的动态模

型一般可以改写成如下形式：

Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｖ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＝τ （１）
其中，ｑ，ｑ，̈ｑ∈Ｒｎ为机器人各关节的位置、速度和加速
度向量；τ为广义力矩向量；Ｍ（ｑ）∈Ｒｎ×ｎ为惯性矩阵；
Ｖ（ｑ，ｑ）∈Ｒｎ×ｎ为离心力和哥氏力矩阵；Ｇ（ｑ）∈Ｒｎ为
重力项矩阵．

在位于上平台质心的坐标系 Ｃｘｙｚ中将原点Ｃ的相
对于基座标 ＸＣ，ＹＣ，ＺＣ和绕各坐标轴转动的角度γ，β，

α，定义为广义坐标，即：

ｑ１＝ＸＣ，ｑ２＝ＹＣ，ｑ３＝ＺＣ，

ｑ４＝γ，ｑ５＝β，ｑ６＝α （２）

第二类拉格朗日方程［４］：

ｄ
ｄｔ
Ｔ
ｑ( )

ｉ
－Ｔ
ｑｉ
＝Ｑｉ （ｉ＝１，…，ｓ） （３）

式中，Ｔ为系统的动能，ｑｉ和ｑｉ分别为广义坐标和速
度，Ｑｉ为广义力．

动能表达式为：

Ｔ＝１２（Ｍ
Ｘ２Ｃ＋ＭＹ２Ｃ＋ＭＺ２Ｃ＋Ｊｘｗ２ｘ＋Ｊｙｗ２ｙ＋Ｊｚｗ２ｚ） （４）

根据动平台动能和势能表达式，可以确定方程中

的系数．

Ｍ（ｑ）＝

ｍ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ｍ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ｍ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｍ４４ Ｍ４５ Ｍ４６
０ ０ ０ Ｍ５４ Ｍ５５ Ｍ５６
０ ０ ０ Ｍ６４ Ｍ６５ Ｍ

















６６

其中：

Ｍ４４＝Ｊｘｃｏｓβｓｉｎα
Ｍ４５＝－Ｊｙｃｏｓβｓｉｎα
Ｍ４６＝Ｊｚｓｉｎβ
Ｍ５４＝－Ｊｘｓｉｎα
Ｍ５５＝Ｊｙｃｏｓα
Ｍ５６＝０
Ｍ６４＝０
Ｍ６５＝０
Ｍ６６＝Ｊｚ

Ｖ（ｑ，ｑ）＝

０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ Ｖ４４ Ｖ４５ Ｖ４６
０ ０ ０ Ｖ５４ Ｖ５５ Ｖ５６
０ ０ ０ Ｖ６４ Ｖ６５ Ｖ















６６

其中：

Ｖ４４＝（Ｊｚ－Ｊｘ）ｃｏｓβｓｉｎαα
Ｖ４５＝－（Ｊｙ－Ｊｚ）ｃｏｓαα
Ｖ４６＝０
Ｖ５４＝－（Ｊｚ－Ｊｙ）ｃｏｓαα
Ｖ５５＝－（Ｊｙ－Ｊｘ）ｓｉｎαα
Ｖ５６＝０
Ｖ６４＝０
Ｖ６５＝－（Ｊｘ－Ｊｙ）γ
Ｖ６６＝０

Ｇ（ｑ）＝［００Ｍｇ０００］Ｔ

３ 鲁棒控制器设计与稳定性分析

３１ 鲁棒控制器的设计

运动平台的动态模型如式（１），一般具有以下物理
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特征［７，８］：

（１）正定性
对于任意的 ｑ，惯性矩阵 Ｍ都是正定的．
（２）有界性
Ｍ和Ｖ对于所有的ｑ、ｑ都是一致有界的，就是说

存在正数λｍ、λＭ和正定函数ξ（
ｑ），使得：

０＜λｍＩ≤Ｍ（ｑ）≤λＭＩ （５）
ＶＴ（ｑ，ｑ）Ｖ（ｑ，ｑ）≤ξ（ｑ）Ｉ （６）

对于任意的 ｑ、ｑ成立．
（３）斜对称性
矩阵函数 Ｍ（ｑ）－２Ｖ（ｑ，ｑ）对于任意的 ｑ和ｑ是

斜对称的，即对于任意向量ζ，有

ζ
Ｔ｛Ｍ（ｑ）－２Ｖ（ｑ，ｑ）｝ζ＝０ （７）

（４）线性特征
机器人的数学模型对于物理参数是线性的，即如

果将矩阵函数 Ｍ、Ｖ、Ｇ中的定常系数表示为一个向量

Θ，那么可以定义适当的矩阵φ（ｑ，ｑ，ｖ，ａ），使得：
Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｖ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＝φ（ｑ，ｑ，ｖ，ａ）Θ （８）
设计运动平台的期望运动轨迹由时间函数 ｑ̈ｄ、ｑｄ、

ｑｄ描述．机器人的轨迹跟踪控制问题要求设计反馈控
制器，使得机器人的运动渐进的趋近于期望轨迹，即

ｌｉｍ
ｔ→∞
｛ｑ（ｔ）－ｑｄ（ｔ）｝＝０

ｌｉｍ
ｔ→∞
｛ｑ（ｔ）－ｑｄ（ｔ）｝＝０

（９）

考虑机器人系统中的模型误差和外部干扰来设计

机器人的鲁棒轨迹跟踪控制器［９］．考虑了模型误差和
外部干扰的机器人的动态模型为

Ｍ（ｑ）̈ｑ＋Ｖ（ｑ，ｑ）ｑ＋Ｇ（ｑ）＋Δ（ｑ，ｑ）＋ｄ＝τ
（１０）

式中，ｄ表示外界干扰信号，未知非线性函数向量Δ（ｑ，
ｑ）表示模型误差［１０］．
定义跟踪误差为 ｅ＝ｑ－ｑｄ．首先进行非线性补

偿，令

τ＝ｕ＋Ｍ（ｑ）̈ｑｄ＋Ｖ（ｑ，ｑ）ｑｄ＋Ｇ（ｑ） （１１）
式中，ｕ为控制器的输出．

将式（１０）代入式（１１）可得到系统的误差动态方程
为

Ｍ（ｑ）̈ｅ＋Ｖ（ｑ，ｑ）ｅ＋Δ（ｑ，ｑ）＋ｄ＝ｕ （１２）
鲁棒控制方法采用如图３所示的控制系统结构：

由于机器人的内部模型误差和受到的外界干扰一

般都是有界的，因此可以将它们统一看作一个有界的

不确定性因素Δｆ，然后设计控制器 ｕ来消除其影
响［１１～１３］．

对于式（１２）中描述机器人误差动态方程，令

Δｆ（ｑ，ｑ）＝Δ（ｑ，ｑ）＋ｄ，则式（１２）可改写成

Ｍ（ｑ）̈ｅ＋Ｖ（ｑ，ｑ）ｅ＋Δｆ（ｑ，ｑ）＝ｕ （１３）
则机器人的鲁棒跟踪控制器问题可以描述为通过设计

反馈控制器

ｕ＝α（ｑｄ，ｑｄ，ｅ，ｅ） （１４）
使式（１３）和式（１４）构成的误差反馈闭环系统满足稳定
性要求．
３２ 系统稳定性分析

定理１ 设存在正定函数υ（ｑ，ｑ），使得对于任意
Δｆ（ｑ，ｑ）下式成立：

‖Δｆ（ｑ，ｑ）‖≤υ（ｑ，ｑ） （１５）

令反馈控制器为

ｕ＝－Ｋξ－ω－ν （１６）
其中：

ξ＝ｅ＋ ｅ（ ＞０为给定常数）
ω＝Ｍ（ｑ） ｅ＋Ｖ（ｑ，ｑ） ｅ

ν＝ ξυ
２（ｑ，ｑ）

‖ξ‖υ（ｑ，ｑ）＋
（＞０为给定常数）

Ｋ＝

ｋ１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ｋ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ｋ３ ０ ０ ０
０ ０ ０ ｋ４ ０ ０
０ ０ ０ ０ ｋ５ ０
０ ０ ０ ０ ０ ｋ

















６

（ｋ１＞０，ｋ２＞０，ｋ３＞０，ｋ４＞０，ｋ５＞０，ｋ６＞０为给定
常数）

则对任意初始误差 ｅ（０），闭环系统式（１３）、式（１６）
的解 ｅ（ｔ）是一致终值有界的，即该系统是稳定的．

证明：令ξ＝ｅ＋ ｅ，ξ＝ｅ̈＋ ｅ，则式（１３）可描述
为

Ｍ（ｑ）（ξ－ ｅ）＋Ｖ（ｑ，ｑ）（ξ－ ｅ）＋Δｆ（ｑ，ｑ）＝ｕ
令ω＝Ｍ（ｑ） ｅ＋Ｖ（ｑ，ｑ） ｅ，则

Ｍ（ｑ）ξ＝－Ｖ（ｑ，ｑ）ξ＋ω－Δｆ（ｑ，ｑ）＋ｕ （１７）
定义正定函数

Ｈ（ｔ，ξ）＝
１
２ξ

ＴＭ（ｑ）ξ （１８）

由惯性矩阵的有界性，可知

０＜λｍＪ≤Ｍ（ｑ）≤λＭＪ
则
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λｍ
２‖ξ‖

２≤
１
２ξ

ＴＭ（ｑ）ξ≤
λＭ
２‖ξ‖

２

令λａ＝
λｍ
２，λｂ＝

λＭ
２，有

λａ‖ξ‖２≤Ｈ（ξ）≤λｂ‖ξ‖
２ （１９）

沿方程式（１８）求 Ｈ（ｔ，ξ）对时间 ｔ的微分，得

Ｈ（ｔ，ξ）＝ξＴＭξ＋
１
２ξ

ＴＭξ

＝ξＴω－Δｆ（ｑ，ｑ）＋{ }ｕ ＋１２ξ
Ｔ Ｍ－２Ｖ（ｑ，ｑ{ }）ξ

由机器人动态特性的斜对称性，式（７）可知：

ξ
Ｔ｛Ｍ－２Ｖ（ｑ，ｑ）｝ξ＝０

因此

Ｈ（ｔ，ξ）＝ξＴ｛ω＋ｕ｝－ξＴΔｆ（ｑ，ｑ）
≤ξＴ｛ω＋ｕ｝＋ξＴΔｆ（ｑ，ｑ）

由式（９）和柯西不等式
｜ｘＴｙ｜≤‖ｘ‖·‖ｙ‖

可得

Ｈ（ｔ，ξ）≤ξＴ｛ω＋ｕ｝＋‖ξ‖·‖Δｆ（ｑ，ｑ）‖
≤ξＴ｛ω＋ｕ｝＋‖ξ‖υ（ｑ，ｑ）

将式（１０）代入上式，则
Ｈ（ｔ，ξ）≤－ξＴＫξ－ξＴυ＋‖ξ‖·υ（ｑ，ｑ）

＝－ξＴＫξ＋ ξυ（ｑ，ｑ）
‖ξ‖·υ（ｑ，ｑ）＋σ

·σ

令λｃ＝ｍｉｎ（ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，ｋ５，ｋ６）
Ｈ（ｔ，ξ）≤－λｃ‖ξ‖２＋σ （２０）

根据式（１９）和式（２０）可知，系统式（１６）、式（１７）满足

‖ξ（ｔ）‖２≤
λｂ
λａ
‖ξ（０）‖２ｅ－λｔ＋σλａλ

（１－ｅλｔ）（２１）

其中

λ＝
λｃ
λｂ

下面由式（２１）证明跟踪误差的终值有界性．因为ξ
＝ｅ＋ ｅ，所以

ｅ（ｔ）＝ｅ（０）ｅ－ ｔ＋∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）ξ（ｓ）ｄｓ

假设 ｅ（ｔ）的各分量为 ｅｉ（ｔ）ｉ∈ １，[ ]６，则上式等价
于

ｅｉ（ｔ）＝ｅｉ（０）ｅ－ ｔ＋∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）ξｉ（ｓ）ｄｓ

上式两边取绝对值，得

｜ｅｉ（ｔ）｜＝｜ｅｉ（０）｜ｅ－ ｔ＋∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）｜ξｉ（ｓ）｜ｄｓ

将跟踪误差求和，并利用范数的性质

‖ｅ（ｔ）‖≤∑
６

ｉ＝１
｜ｅｉ（ｔ）｜ （ｉ＝１，２，…，６）

｜ｅｉ（ｔ）｜≤‖ｅ（ｔ）‖ （ｉ＝１，２，…，６）

｜ξｉ（ｔ）｜≤‖ξ（ｔ）‖ （ｉ＝１，２，…，６）
得

‖ｅ（ｔ）‖≤６‖ｅ（ｔ）‖ｅ－ ｔ＋６∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）｜ξ（ｓ）｜ｄｓ

（２２）
根据式（２１）得

‖ξ（ｔ）‖２≤Ａ＋Ｂｅ－λｔ

‖ξ（ｔ）‖≤ Ａ＋Ｂｅ－λ槡 ｔ≤槡Ａ＋ ｜Ｂ槡 ｜ｅ－λ
ｔ
２ （２３）

其中

Ａ＝σ
λａλ

Ｂ＝λｂ
λａ
‖ξ（０）‖２－σλａλ

将式（２３）代入式（２２），得

‖ｅ（ｔ）‖≤‖ｅ（０）‖ｅ－ ｔ

＋６∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）（槡Ａ＋ ｜Ｂ槡 ｜ｅ－λ

ｔ
２）ｄｓ

＝６‖ｅ（０）‖ｅ－ ｔ＋６槡Ａ∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）ｄｓ＋

６ ｜Ｂ槡 ｜∫
ｔ

０
ｅ－（ｔ－ｓ）·ｅ－λ

ｔ
２ｄｓ

＝６‖ｅ（０）‖ｅ－ ｔ＋
６槡Ａ（１－ｅ－ ｔ）＋

１２ ｜Ｂ槡 ｜
２ －λ

（ｅ－λ２ｔ－ｅ－ ｔ）

即

‖ｅ（ｔ）‖≤ｅ－ ｔ＋Ｎｅ－
λ
２ｔ＋Ｃ （２４）

从式（２４）可知，ｔ充分大后，跟踪误差的范数将小于等
于 Ｃ，定理１得证．

在式（２３）中，

Ｃ＝６槡Ａ＝６１ σ
λａ槡λ （２５）

因此，为了获得较好的控制效果，在设计鲁棒控制率式

（１０）时，应选择较大的 ，ｋ１，ｋ２，ｋ３，ｋ４，ｋ５，ｋ６和较小的σ．
另外，由式（２０）的推导过程可知，若系统的不确定

性为零，即υ（ｑ，ｑ）＝０，则ν＝０，此时，式（２０）便成为
Ｈ（ｔ，ξ）≤－λｃ‖ξ‖２ （２６）

而σ＝０，相应的 Ｃ＝０．这意味着对于机器人标称模型，
在控制率式（１０）的作用下，跟踪误差是一致渐进趋近零
的．

４ 仿真研究

为了证明鲁棒控制方法的有效性，对此正交并联

机构动平台进行仿真实验．
令此平台的运动初始条件为：

ｑ（０）＝［０．５０．５０．５０．５０．５０．５］Ｔｒａｄ
ｑ（０）＝［００００００］Ｔｒａｄ／ｓ

０２５ 电 子 学 报 ２０１４年



ｑ̈（０）＝［００００００］Ｔｒａｄ／ｓ２

期望轨迹为：

ｑｄ（ｔ）＝［ｃｏｓπｔ，ｓｉｎπｔ，－ｃｏｓπｔ，－ｓｉｎπｔ，ｃｏｓπｔ，ｓｉｎπｔ，］Ｔ

ｑｄ（ｔ）＝［－πｓｉｎπｔ，πｃｏｓπｔ，πｓｉｎπｔ，
－πｃｏｓπｔ，－πｓｉｎπｔ，πｃｏｓπｔ］Ｔ

ｑ̈ｄ（ｔ）＝［－π２ｃｏｓπｔ，－π２ｓｉｎπｔ，π２ｃｏｓπｔ，

π
２ｓｉｎπｔ，－π２ｃｏｓπｔ，－π２ｓｉｎπｔ］Ｔ

鲁棒控制律增益取 ｋ１＝ｋ２＝ｋ３＝ｋ４＝ｋ５＝ｋ６＝６０
并取 ＝１２０，σ＝０．０１，模型误差的界函数取υ（ｅ，ｅ）＝
２．５ｔａｎｈ（１．８‖ξ‖）．

图４～图９分别为六个轴的轨迹跟踪仿真曲线图．
由图可知，当被控系统受到外部干扰、不确定性影响以

及当自身模型测量存在误差时，采用本文所提方案能

够实现较好的鲁棒控制性能．该方案对提高系统的动
态性能和提高整个控制系统的效率起到了很好的作

用，满足了工程应用的需要．

５ 结论

本文基于ＰＳＳ３２１正交并联机构动平台提出了一
种鲁棒跟踪控制算法，这种算法可以大大降低系统的

不确定性，提高系统的暂态性能，通过对六个轴在任意

时间变化的快速跟踪，证明了该控制算法的有效性．该
控制算法可以广泛应用于飞行模拟器、天文望远镜跟

踪定位系统以及动感娱乐平台等系统．
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