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基于加权割的图像分割
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� � 摘 � 要: � 提出了一个新的图分割模型 � � � 加权割模型, 设计了一个基于加权割的图像分割算法( Image segment�
ation Algorithm Based onWeighted Cut, 简记为 ISAWC) .加权割模型的特点是: ( 1)整合了图像的局部和整体分割信息; ( 2)

在加权意义下最小化加权割能同时达到类间最大相异性和类内最大一致性.本文证明可通过求解一个特征向量问题

来优化加权割.模拟点集和实际图像上的实验验证了 ISAWC 的有效性.
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Abstract: � A novel graph partitioning criterion, weighted cut, is presented, and its application to the image segmentation prob�
lem is demonstrated. An important characteristic of the criterion is that in the course of image segmentation the local and global im�

age segmentation information is fused together. Moreover, optimizing weighted cut can ensure that the inter�cluster similarity is mini�
mized while intra�cluster similarity is maximized. We show that an efficient computational technique based on an eigenvector prob�

lem can be used to optimize this criterion. The experimental results on a number of artificial point sets and real�world images show

the effectiveness of the new criterion.
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1 � 引言

� � 图像分割的目的是将图像分成一些互不相交的具

有某种特征相似性的连通子区域[ 1] .以图像的像素为顶

点构造赋权图,利用图的分割对像素进行聚类,进而实

现图像的分割是一种自然的考虑. 然而,尽管近年来出

现了许多这方面的研究[ 2�5] ,且图论中也有许多相关的

结论[ 6] ,但是利用图的分割进行图像分割并非易事,其

难点是如何进行图的分割. 文献[ 7] 提出在图的最小支

撑树中将具有最大边权的边去掉来得到图的分割,文献

[ 8]提出对每一点的局部变化进行度量,然后根据度量

的结果决定哪一条边应去掉来实现图的分割.这两种方

法在进行图的分割时只考虑了图像的局部特征,其分割

结果有时并不理想. 鉴于此,文献 [ 9 ] 提出了 Minimum

Cut 分割模型.尽管Minimum Cut希望获得具有全局意义

的图的分割,但是点集上的实验表明, 该模型可能会分

割出一些人为的孤立点.为了克服这个缺点,文献[ 10]

提出了 Normalized Cut 分割模型,该模型通过在整个图

上最小化图的割与类内相似度之商来进行图的分割,尽

管这避免了从图中分割出小的孤立点集, 但是最小化

Normalized Cut 倾向于分割出的类具有相同的类内相似

度却影响了该模型的应用.其它分割模型,如 Average�
Cut

[ 11]
,Min�max Cut

[ 12 ]
等,具有类似的问题.

本文提出了一个新的图分割模型 � � � 加权割模型.

该模型通过在图的割中结合图像的整体特征来避免从

图中分割出人为的孤立点集,对它的理论分析表明在加

权意义下最小化加权割可以同时达到类间最大相异性

和类内最大一致性.本文讨论了加权割的优化问题,证

明可通过求解一个特征向量问题来优化最小化加权割.

为了验证加权割的性能, 将其应用于图像分割, 并设
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计了一个基于加权割的图像分割算法 ( Image Segmenta�
tion Algorithm Based onWeighted Cut, ISAWC) ,通过模拟点

集和真实图像上的实验验证了加权割的有效性.

2 � 图的加权割

2�1 � 加权割的定义
设 I 是一幅图像, V= { v 1, v 2, v 3, !, vn}是 I 的像

素点的集合, 其中 vi 表示 I 的第 i 个像素点. 以 V 为顶

点集构造赋权图 G( V, E) ,其中边集 E = V ∀ V,边 ( v i,

vj )上的权记为 w ij ,表示 vi 和vj 之间的相似程度, w ij越

大, vi 和vj 之间越相似, 即 vi 和 vj 越有可能属于同一

类.本文中 w ij # [0, 1] ,特别当 i= j 时, w ii= 1, i= 1, 2,

!, n .构造矩阵 W= ( w ij ) n ∀ n ,并将赋权图 G( V, E)表

示为 G( V, E, W) .

由于图的每一个顶点都是图像 I 的一个像素点,

因此,对图像 I 的分割就是将顶点集V分成不相交子集

的并,即

V= ∃
k

i= 1
Vi , Vi % Vj =  , i & j , i , j = 1, 2, !, k ,

称( V1 , V2 , !, Vk)为 V的一个分割, k 为分类数.

定义 1 � (相似度) [ 10, 12] � 设 V1, V2 ! V, 定义集合

函数

A ( V1, V2) = ∋
v

i
# V

1

vj # V2

wi , j ,

称函数 A ( V1, V2)是 V1和 V2之间的相似度.

若 V1= V2,则称 A ( V1 , V2)为 V1的类内相似度,若

V1 & V2 ,则称 A ( V1 , V2)为 V1和 V2的类间相似度,类间

相似度实际上就是图的割[ 10] ,即

A ( V1 , V2) = Cut ( V1, V2)

显然类内相似度 A ( V1, V1)刻化了 V1中元素的相似程

度, A ( V1, V1)越大, V1中的元素越相似, V1 越紧, 而类

间相似度 A ( V1, V2 )刻化了 V1 和 V2 的相似程度,

A ( V1 , V2) 越小, V1和 V2之间的相似程度越小.若( V1,

V2)是顶点集 V的一个分割,则使得 A ( V1 , V1)和A ( V2,

V2)越大, A ( V1 , V2)越小的分割越好.

定义 2 � (分割向量) 设( V1 , V2)是顶点集 V 的一

个分割,定义

x i=
1, vi # V1,

- 1, vi # V2,
� i= 1, 2, !, n

称列向量 x= ( x1 , x2 , !, xn)
T
为 V 的分割向量.

显然求顶点集 V 的分割( V1 , V2)等价于求分割向

量 x .

定义 3 � (加权割) � 设一元函数 f : R+ ( R+ , ( V1,

V2)是顶点集 V的一个分割,称

Cut ( V1 , V2 , f ) = ∋
vi # V1
v

j
# V

2

f ( A ( v i, V) ) w ij f ( A ( vj , V) ) ( 1)

为图 G( V, E, W)的加权割.

注:

�A ( v , V )反映了 V 中各点和点 v 的相似程度,

A ( v , V)越大, V中各点和点v 的相似程度越大, v 越有

可能是一个类的内点;反之, A ( v , V)越小, v 越有可能

是一个类的边界点或是一个孤立点.本文称一个点是

类的内点,类的边界点或是孤立点为点的类别信息.显

然点的类别信息是图像的整体特征,而 A ( v , V)的大小

则刻化了点 v 的类别信息. 加权割整合了图像的局部

信息 wij和图像的整体特征f (A ( vi , V) )和 f ( A ( vj , V) ) ,

利用加权割进行图像分割可以提高图像的分割精度,

避免分割出人为的孤立点集. 今后将 f ( A ( v , V) )简记

为 f ( v ),于是图的加权割可以表示为

Cut ( V1, V2, f )= ∋
vi # V1

v
j
# V

2

f ( vi ) w ij f ( vj ) ( 2)

�因为

A ( V1, V1, f ) + A ( V2, V2, f )+ 2Cut( V1, V2, f )= ∋
n

i, j = 1

f ( v i) w ij f ( vj)

所以

Cut ( V1 , V2 , f ) =

∋
n

i, j = 1

f ( v i) w ij f ( vj) - ( A ( V1 , V1 , f ) + A ( V2, V2, f ) ) / 2

又因为对固定的一元函数 f ()) , ∋
n

i , j = 1

f ( vi ) w ij f ( vj )是一

个常数, 所以最小化 Cut ( V1, V2, f ) 等价于最大化

A ( V1, V1, f ) + A ( V2, V2 , f ) , 注意到 A ( V1, V1, f ) 和

A ( V2, V2, f )分别表示 V1 和 V2的类内加权相似度, 显

然类内相似度越大,类的一致性越好,所以最小化加权

割在保证类间最大相异性的同时获得了类内的最大一

致性.

2�2 � 加权割与其它图的分割模型之间的关系

Minimum cut 可以表示为

Cut( V1, V2) = ∋
v i # V1
v

j
# V

2

w ij

对比式( 2)可以看到, Minimum cut 实际上就是 f ( v ) ∗ 1

( ∀v # V)的加权割. 显然Minimum cut 未对点进行区

分,在分割时没有利用点的类别信息.

类似的 Normalized Cut可以表示为

Cut ( V1, V2)

A ( V1 , V)
+

Cut( V1, V2)

A ( V2, V)
=

1
A ( V1, V)

+
1

A ( V2 , V)

)Cut ( V1, V2)

显然若取

f ( v ) =
A ( V1, V) + A ( V2, V)

A ( V1, V) A ( V2, V)

1
2

那么 Normalized Cut 也可以看作一种特殊的图的加权割.
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但是和MinimumCut相同, Normalized Cut 也未对点进行区

分,同样在进行图像分割时也未利用点的类别信息.

其他分割模型, 如 Average Cut 和Min�max Cut,也有

类似的结论.

2�3 � 加权割的求解
因为

A ( V1, V2) = ∋
v i # V1
v

j
# V

2

w ij =
e+ x
2

T

W
e- x
2

其中 e= ( 1, 1, !, 1) T,

所以

Cut ( V1, V2, f ) = (diag( f ( v1) , f ( v2) , !, f ( vn ) ) (
e+ x
2

) ) TW

(diag( f ( v1) , f ( v2) , !, f ( vn ) ) (
e- x
2

) )

令

� � W1= diag( f ( v 1) , f ( v 2) , !, f ( vn) ) W

diag( f ( v 1) , f ( v 2) , !, f ( vn) )

则

� � Cut ( V1, V2, f ) =
e+ x
2

T

W1
e- x
2

=
1
4
xT( D1- W1) x

其中 D1= diag( W1e) .

于是最小化加权割就等价于二次整数优化问题

min
1
4
xT( D1- W1) x � s. t. x # { - 1, 1} n

#( i, j ) # { 1, 2, !, n} ∀ {1, 2, !, n} ,使得 x ixj < 0,

( 3)

上述整数优化问题的一般解难以计算, 下面考虑

用松弛方法来求其次优解.

注意到 x
T
x= n,于是

1
4
xT( D1- W1) x=

n
4

xT( D1- W1) x

xTx

=
n
4

( x +x +- 1/ 2
2 )

T
( D1- W1) ( x +x +- 1/ 2

2 )

所以整数优化问题(3)就等价于

min( x +x +- 1/ 2
2 ) T( D1- W1) ( x +x +- 1/ 2

2 )

s. t. x # { - 1, 1}
n

#( i, j ) # { 1, 2, !, n} ∀ {1, 2, !, n} ,得出 x ixj < 0.

现放松对 x 的各个分量的整数约束, 将其视为一

个连续量,于是上述的整数优化问题就变为一个连续

的约束二次优化问题

� �

min xT( D1- W1) x

s. t. x
T
x= 1

#( i , j ) # { 1, 2, !, n} ∀ { 1, 2, !, n},使得 x ix j < 0.

( 4)

构造 Lagrange函数

f ( x , �) = xT( D1- W1) x- �( xTx- 1)

上式分别对 x 和�求导并令其等于零,得

� � � � �
( D1- W1) x= �x ,

xTx= 1,

( 5)

( 6)

由式(5)知 x 是矩阵 D1- W1相应于特征值 �的特征向

量,结合式( 6)知 �是所求的最小值.注意到矩阵 D1-

W1是一个半正定阵, e为 D1- W1特征值为 0的特征向

量,考虑到约束条件# ( i , j ) # { 1, 2, !, n} ∀ { 1, 2, !,

n},使得 x ixj < 0,显然 e不为所求,因此 D1- W1的第二

个最小特征值对应的特征向量是连续约束优化问题的

最优解,第二个最小特征值为满足约束条件的最小值.

根据以上的讨论,本文将以 D1- W1的第二个最小

特征值对应的特征向量作为最小化加权割的次优解.

3 � 基于加权割的图像分割算法

3. 1 � 分割算法
第一步,以图像 I 的像素点为顶点构造赋权图 G

( V, E, W) ;

第二步,对给定的一元函数 f ,计算 W1和 D1;

第三步,计算矩阵 D1- W1 的第二个最小特征值

对应的特征向量 x ;

第四步,将 x 的每一个分量与所给定的阈值T 进

行比较,按如下规则给出分割

if x i ,T � v i # V1 � else � v i # V2

3�2 � 参数的确定

在利用图进行图像分割时边权的取值对分割结果

有明显的影响,鉴于负指数型边权在实际问题中的良

好表现,本文采用文献[ 10]中边权的定义方式,即

wij = e

- F( v
i
)- F( v

j
) 2

2

�
I )e

- X ( v
i
)- X ( v

j
) 2

2

�
X

这里X ( vi)表示像素点 v i 的空间位置, F( vi )是点 vi 关于

亮度、色彩和纹理等特征的特征向量,例如对点集而言

F( vi ) = 1,而对灰度图像而言 F( vi )就是点 i 的灰度值.

阈值 T 的选择有多种方法[ 10] ,本文采用基于学习

的搜索方法来选择合适的阈值 T.

一元函数 f ( A ( v , V) )是对图像整体信息 A ( v , V)

的调制,其大小对加权割起着修正作用,本文通过实验

选取: f ( A ( v , V) ) = ( A ( v , V) )1/ 2

4 � 实验结果

� � 为了验证 ISAWC的分割效果, 本文分别在点集和

实际图像上进行了实验,以下是实验结果.

4. 1 � 点集上的试验

文献[ 10]提出了基于 Normalized Cut的图分割算法

( ISANC) ,该算法通过计算一个广义特征值问题来进行

图的分割, 本文通过点集上的实验对 ISAWC和 ISANC
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的分割效果进行了比较,图 1是两种算法在一个空间点

集上的聚类结果,其中, 图 1( a)是待聚类的空间点集.

该空间点集由两类构成,一类是圆环状的点集, 另一类

是包含在圆环内云状的点集(参看图 1( d) ) .由图可见,

圆环状点集中的点相对比较稀疏,两类点集之间的区

别不明显. 图 1 ( b )和图 1 ( c ) 分别是利用 ISAWC和

ISANC得到的聚类结果,图 1( d)是点集的原始分类.将

图 1( b )和图 1( c )与图 1( d)进行对比可见,此时 ISAWC

将两类点集完全分开了, 而 ISANC却出现了许多误分

点.仔细观察图 1( c )可见, ISANC的误分点全部出现在

两类点集相邻的点上, 即误分点全部是边界点, 这表明

ISANC在处理边界点时存在明显的不足,分析其原因,

主要是 ISANC在进行点的聚类时没有利用点的类别信

息,这正如本文在 2. 2节的分析所示.

4. 2 � 真实图像上的分割结果

为了检验 ISAWC的图像分割效果,本文将 ISAWC

应用于一些真实的图像, 图 2 是 ISAWC 应用于一幅

SAR图像和一幅光学图像的分割结果.由图可见 ISAWC

具有较好的图像分割能力.

在进行图像分割时有时需要将图像分割成多个不

同的区域,利用 ISAWC对图像进行递归分割即可实现

图像的多分, 由于对图像进行递归二分将得到一个二

叉树形式的分割结果,因此本文将图像的递归二分称

为图像的二叉树分割.图 3 是利用 ISAWC对一幅光学

图像进行二叉树分割的结果,其中图 3( h)是示例说明.
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5 � 结论

� � 本文提出了一个新的图分割模型,加权割模型.该

模型通过利用点的类别信息来提高分割的精确性,在加

权意义下最小化加权割可以保证类间最大相异性和类

内最大一致性.为了优化加权割,本文将其转化为一个

特征向量问题.基于加权割本文设计了一个图像分割算

法( ISAWC) ,模拟点集和真实图像上的实验结果证明了

ISAWC的有效性.
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