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� � 摘 � 要: � 针对 UT 变换通过非线性矩近似方程组获得样点的复杂性, 提出了一种基于概率密度特性的高阶 UT

样点设计方法.该方法利用高斯概率密度函数导数的极值点与各种对称 Sigma样点集分布相对应的特性, 采用高斯概

率密度函数高阶导数的极值得到 Sigma样点的分布来进行 Sigma样点设计,提高了估计精度. 理论分析推导和仿真实

验证明了该方法的有效性.
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Abstract: � Due to the complexity of the nonlinear moment approx imation equations, a higher order sigma points design algo�

rithm based on the characteristics of the probability density function is proposed. The correspondence of the extremum of higher or�
der derivatives of the Gaussian density function and the location of the sigma points are exploited. Thus the extremum of higher or�

der derivatives of the Gaussian density function are selected to be the location of the sigma po ints that can improve the estimation

precision. It is corroborated in the theoretical analysis and the simulation that the proposed algorithm can easily derive higher order

unscented filters w ith high efficiency.
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1 � 引言

� � 对非线性高斯系统进行估计具有重要的理论意义
和广阔的应用前景.由于非线性问题的复杂性,其难度

较大.进行非线性估计的的最优方案需要得到其条件后

验概率的完整描述,然而这需要太大的计算量而无法实

际应用[ 1] ,为此人们提出了大量次优近似方法[ 2~ 7] .

近年来,由于 UKF的诸多优点,它在非线性估计领

域得到了广泛的应用[ 3, 7] .

UKF的基础是 UT 变换[ 4] , UT 变换中选择的 Sigma

样点集类型很多
[ 2, 4, 5]

, 这些样点集的设计方法首先假

设样点集的大致分布形状,再通过矩近似准则来得到

Sigma样点集.不同样点分布情况下矩近似方程组类型

各异,而且高阶非线性方程组的求解非常复杂,因此传

统的样点设计方法可扩展性不强,所设计的样点能近似

高阶矩的阶数有限,需要引入更加灵活高效的样点设计

方法.

根据高斯噪声概率密度函数低阶导数的极值点与

各种对称 Sigma样点集的分布相对应的特性,本文提出

了使用高斯概率密度函数高阶导数的极值点得到 Sigma

样点集的设计方法.可以灵活的设计更高阶次的 UT 滤

波器,有效提高强非线性高斯系统的估计精度.

2 � UT变换的样点设计方法

� � UT 变换是一种计算随机变量经过非线性变换后统

计特性的方法,它通过设置 Sigma样点分布和权值来逼

近样本非线性变换参量的矩[ 2, 4, 5] .

为了更好的近似随机变量经过非线性变换后的统

计特性,样点集应尽可能近似更高阶数的中心矩[ 2] . 为

了近似随机变量的二阶以上矩,许多文献假设随机变量

为高斯分布[ 5~ 7] .

对称 Sigma样点集设计方法所采用的约束包括 Sig�
ma样点集能够匹配任意维标准高斯随机变量的前四阶

矩以及样点权重归一化等约束条件.假设任意高斯变量

x 的概率密度函数为px ( x ) ,其 Sigma样点集为 �, 任意

一维标准高斯分布变量为 zj ,其约束方程如下
[ 6]
:

W0+ 2LW1= 1

2W1S
2
1= E( z2j ) = 1

2W1S
4
1= E( z

4
j ) = 3

( 1)

求解式( 1)得到样点集参数为:

W 0= 1- L/ 3; W1= 1/6; S 1= 3 .
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� � 得到标准高斯分布的样点集以后,可以得到任意

高斯随机变量 x 的样点集.

Tenne[ 6]提出了近似一维高斯变量 8 阶矩的约束方

程组,对其稍加扩展可以得到多维标准高斯分布的 Sig�
ma样点集约束方程组.该设计方法假设存在三种样点:

第一种样点是中心点, 权重 W0; 第二种是对称分布的

在各坐标轴上到中心点距离 S 1 的 2L 个第一外层样

点,权重为 W1; 最后一种是对称分布在各坐标轴上到

中心点距离 S 2的 2L 个第二外层样点,权重为 W2 , S 2>

S 1.其二维样点分布示意图如图 1 所示.

同理,可以求得8阶矩近似方程组所得到的样点集

参数为:

W0= 1- 7L /15; W1= ( 7+ 2 10) / 60;

W2= ( 7- 2 10) / 60; S 1= 5- 10;

S 2= 5+ 10 ;

根据 Tenne的多层对称样点分布假设, 可以得到近

似 4k 阶中心矩的非线性方程组[ 6]

W0+ 2L �
k

i= 1

Wi = 1

2�
k

i= 1

WiS
2
i = 1

2�
k

i= 1

WiS
4
i = 3

�

2�
k

i= 1

WiS
4k
i = 1  3  !  ( 4k - 1)

( 2)

当 k较大时,直接求解以 Wi 和S i 为未知数的非线

性方程组非常困难.因此所能近似的矩阶数有限. 目前

最高精度的样点集是 Tenne在一维高斯情况下得到的

12阶矩近似的三层对称样点集,更高精度的通用样点

集有待提出新方法进一步进行设计.

目前最高精度的样点集是 Tenne在一维高斯情况

下得到的 12 阶矩近似三层对称样点集,更高精度的通

用样点集有待提出新方法进一步进行设计.

3 � 基于概率密度函数特性的样点选择方法

3�1 � 高斯分布概率密度函数特性
由于高斯变量的问题都可以转化为多个独立一维

标准高斯分布的问题进行分析,因此考虑一维标准高

斯变量的概率密度函数,忽略常数项:

f ( x ) = e
- x

2
/ 2

( 3)

求解极值点的过程如下

f∀( x ) = 0  x e- x
2
/ 2= 0  x= 0 ( 4)

类推,可以得到 f ( x )的 1阶导数的极值点:

f#( x ) = 0  ( x 2- 1) e- x
2
/ 2= 0  x= ∃ 1 ( 5)

2阶导数的极值点:

f (3) ( x ) = 0  ( x 3- 3x ) e- x
2
/ 2= 0  x= 0, ∃ 3 ( 6)

3阶导数的极值点:

f
(4)
( x) = 0  ( x 4

- 6x
2
+ 3) e

- x
2
/ 2
= 0  x= ∃ 3 ∃ 6

( 7)

4阶导数的极值点:

f (5) ( x ) = 0  x 5- 10x3+ 15x= 0  x= 0, ∃ 5∃ 10

( 8)

从式( 4) ~ (8)可以看出:高斯分布概率密度函数 0

阶导数的极值点只有一个, 这对应于 EKF 中只取一个

样点,在均值附近进行线性展开的情况;高斯分布概率

密度函数 1 阶导数的极值点对应于不含原点的近似高

斯分布 2 阶矩的对称样点集,扩展到 L 维变量其样点

数为 2L 个
[ 2]
; 2阶导数的极值点对应于包含原点的近

似高斯分布 4 阶矩的对称样点集, 扩展到 L 维变量其

样点数为( 2L + 1)个
[ 2]
; 3阶导数的极值点对应于不含

原点的近似高斯分布 6阶矩的双层对称样点集,扩展到

L 维变量其样点数为 4L 个; 4 阶导数的极值点对应于

包含原点的近似高斯分布 8阶矩的双层对称样点集,扩

展到 L 维变量其样点数为(4L + 1)个[ 6] .

由于包含原点的对称样点集只比不包含原点的样

点集多一个样点,而矩近似的精度却高了两阶,因此多

采用包含原点的对称样点集[ 2, 5, 6] . 式( 4) ~ ( 8)中, 包含

原点的对称样点集对应于高斯分布概率密度函数偶数

阶导数的极值点.因此, 容易产生猜想: 高斯分布概率

密度函数 2k 阶导数的极值点对应于近似 4k 阶高斯中

心矩的 Sigma样点的分布.

根据高斯分布的对称性容易知道: 高斯分布概率

密度函数的 2k 阶导数的极值点数目为 ( 2k+ 1)个, 这

些极值点对称分布,包括原点和 k 组对称点.

Tenne提出的高阶 UT样点集的多层分布假设与高

斯概率密度函数导数极值点的分布情况大体一致. 如

果猜想成立,将给 Tenne的多层样点分布假设提供有力

的理论支持.

3�2 基于概率密度函数高阶导数极值点的样点设计方法

基于高斯分布概率密度函数 2k 阶导数的极值点对

应于近似 4k 阶高斯中心矩的 Sigma样点分布的猜想,本
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文提出的样点设计方法如下:

(1)计算高斯分布概率密度函数的2k 阶导数极值点

求解下面的多项式方程

f 2k+ 1( x) = 0 ( 9)

得到的极值点包括原点和距离原点 S 1 , !, S k 的 k

组对称点: { x = 0, ∃ S1 , !, ∃ S k } .将这些极值点作为

标准高斯分布 Sigma样点的位置, 可以得到与文献 [ 6]

相同的多层样点集.

(2)计算样点的权值

得到样点的位置分布以后, 假设各组对称点有各

自的权值 Wk .通过权值归一化准则和矩近似准则可以

得到 Sigma样点的权值,其约束方程如下

S 2
1 S 2

2 ! S2k

S 4
1 S 4

2 ! S4k

! ! ! !

S 2k
1 S 2k

2 ! S 2k
k

W1

W2

!
Wk

=

1/2

3/2

!

1  3 ! ( 2k- 1) / 2

� � � � � � W0 + 2L �
k

i= 1

Wk = 1

( 10)

由于已经从极值点得到了样点位置参数 S 1, !,

Sk ,因此式( 10)中的权值计算只需求解一个线性方程

组,由此可以得到一维标准高斯分布的 Sigma样点集

�1= ( 0, W 0) , ( ∃ S k, W1) , !, ( ∃ Sk , Wk ) ( 11)

(3)对标准高斯分布高阶样点集进行线性变换,得

到普通高斯分布的高阶对称样点集

� � �= ( !x, W0) , !x ∃ S 1 Px i
, W1 , !,

!x ∃ Sk Px i
, Wk | i= 1, !, L ( 12)

和标准 UT相同,可以通过缩放处理保证高维情况

下高阶样点集变换方差的正定性[ 2] .

由于本文的样点设计方法避免了直接求解非线性

方程组(2) ,而是通过求解式( 9)的多项式方程直接得到

样点的分布,这大大简化了问题,从而可以很容易的设

计出更高阶UT 样点集.

3�3 � 样点设计方法的有效性验证
根据本文猜想,高斯分布概率密度函数 2k 阶导数

的极值点包含了近似 4k阶高斯中心矩的信息,式( 10)中

使用的 2k 阶矩近似方程组只是为了获得样点的权值,

本文算法设计的样点能够满足 4k 阶矩近似方程组(2) .

直接求解以 Wi 和S i 为未知数的非线性方程组( 2)

非常困难,但将式 ( 11)得到的样点集参数带入式 ( 2)进

行验证则相对简单.

本文提出的算法只需求解一个多项式方程( 9 )和

一个线性方程组 ( 10) ,与直接求解非线性方程组 ( 2)相

比非常简单,不会出现无法求解的情况. 可以轻松得到

近似更高阶矩(包括 12阶矩以上)的 Sigma样点集.

考虑到自然界中非线性系统近似的阶数有限[ 6] ,

本文采用了一种相对简单的枚举法证明了在前 100 阶

(还可以更高 )矩近似的情况下, 使用本文方法设计的

样点集与直接求解式 ( 10)中非线性方程组得到的样点

集是一致的.

证明过程使用了符号运算软件Mathematica,具体证

明步骤如下:

首先,设置标志变量为 1.

接下来进行循环判断:

* FOR k= 1: 25

( 1)求解式(9) ,得到样点位置参数 S 1, !, S k ;

( 2)将 S 1 , !, Sk 带入式( 10) , 求得相应样点权值
W0, !, Wk;

(3)将 S 1 , !, Sk 和 W0, !, Wk 带入式 ( 2)进行验

证,如果不满足方程则退出循环,更改标志变量为 0.

* END

最后,通过判断标志变量确定本文方法设计的样

点集是否能够近似 4k 阶中心矩.

实验结果证明,本文提出的猜想成立.

4 � 仿真实验

� � 为了验证本文算法所设计的高阶 UT 样点集具有

更高的精度, 本文将对其与标准 UT 样点集进行比较,

仿真比较的实例采用一维粒子碰壁反弹模型[ 2, 6, 7] .

� � 某粒子在初始位置 x 0以速度 v 0向位于原点的屏

障运动,碰撞到屏障后发生弹性形变,以相反的速度运

动,该粒子与屏障的距离为 y= | x0+ v 0t | .

假设初始时刻粒子距离屏障的距离 x0为标准正态

高斯分布,则可以通过理论分析得到

∀y = E( y) =%
v0t

- &
( v0t - z)

e- z
2
/ 2

2 
dz +%

- &

v0 t
( z - v0t )

e- z
2
/ 2

2 
dz

� � � � = v 0terf
v 0t

2
+

2
 e

- v
2

0
t
2
/ 2

( 13)

表 1� 各种 UT 样点集参数

UT 样点集 样点位置参数 样点权重参数 样点总数

标准UT S1= 3 W 0= 2/ 3; W 1= 1/ 6 3

8阶矩近似UT
S 1= 5- 10;

S 2= 5- 10;

W 0= 8/ 15;

W1= ( 7+ 2 10/ 60;

W2= ( 7- 2 10/ 60;

5

20阶矩近似 UT

S 1= 0. 9289;

S 2= 1. 8760;

S 3= 2. 8651;

S 4= 3. 9362;

S 5= 5. 1880

�

W0= 0.3694;

W1= 0.2422;

W2= 0.0661;

W3= 0.0067;

W4= 1.9567e�4;

W5= 8.1218e�7

11
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Py = E[ ( y- ∀y ) 2]

= 1+ v 20t
2- ∀y 2 ( 14)

� � 采用标准UT 样点

集和本文算法设计的8

阶矩近似 UT 样点集、

20 阶矩近似 UT 样点

集分别进行UT 变换滤

波,得到的均值和方差

估计的曲线以及估计

误差曲线如图 2所示.

各种 UT 样点集

的参数如表 1所示.

� � 从图 2 可以看出:

在非线性较强的区域,

高阶 UT 样点集能够

近似更高阶矩,因而对

非线性变换后的距离

均值和方差的估计与

真实值更接近.这与文

献[ 2, 6] 的结论一致,

但文献 [ 6]的样点设计

方法所设计的最高精

度的样点集只能近似

12阶中心矩,而本文方

法可以轻松出设计近似 20 阶甚至更高阶中心矩的样点

集.

5 � 结论

� � 本文提出了一种基于概率密度函数高阶导数极值

点的高阶样点设计方法.该方法只需要求解一个多项

式方程和一个低阶线性方程组, 比传统的矩近似方法

简单许多,可以设计传统非线性矩近似方法难以设计

的更高阶矩近似样点集.

本文算法所设计的高阶 UT 样点集精度更高,可以

应用到强非线性高斯系统的估计领域.
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