
ＭＩＭＯ单载波分数阶傅里叶域均衡系统及
最优阶次选择方法

陈恩庆，楚彩虹，王忠勇
（郑州大学信息工程学院，河南郑州 ４５０００１）

摘 要： 单载波频域均衡（ＳＣＦＤＥ）技术可以有效地克服无线传输中的多径衰落，而多输入多输出（ＭＩＭＯ）能大
大提高频谱利用率．两者的结合已成为下一代无线通信系统上行链路的传输方案．然而，当无线信道是快速时变时，
ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统的频域信道矩阵将为非对角矩阵，形成严重的频域子信道间干扰，使系统性能急剧下降．针对这一
问题，本文采用在分数阶傅里叶域均衡代替传统频域均衡，提出 ＭＩＭＯ单载波分数阶傅里叶域均衡（ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ）
系统．通过选择合适的分数阶傅里叶变换阶次，实现分数阶傅里叶域信道矩阵的近似对角化．仿真结果表明，在快速时
变信道下，本文提出的ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统比传统ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ具有更好的误码率性能．

关键词： 分数阶傅里叶变换；ＭＩＭＯ单载波；最优分数阶傅里叶变换阶次
中图分类号： ＴＮ９１１２３ 文献标识码： Ａ 文章编号： ０３７２２１１２（２０１４）１１２２５３０７
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１４．１１．０１９

ＭＩＭＯＳｉｎｇｌｅＣａｒｒｉｅｒＦｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒＤｏｍａｉｎＥｑｕａｌｉｚａｔｉｏｎＳｙｓｔｅｍａｎｄ
ＯｐｔｉｍａｌＯｒｄｅｒＳｅｌｅｃｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍ

ＣＨＥＮＥｎｑｉｎｇ，ＣＨＵＣａｉｈｏｎｇ，ＷＡＮＧＺｈｏｎｇｙｏｎｇ
（ＳｃｈｏｏｌｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＺｈｅｎｇｚｈｏｕＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｚｈｅｎｇｚｈｏｕ，Ｈｅｎａｎ４５０００１，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ： Ｓｉｎｇｌｅｃａｒｒｉｅｒｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｅｑｕａｌｉｚａｔｉｏｎ（ＳＣＦＤＥ）ｉｓａｎｅｆｆｅｃｔｉｖｅｔｅｃｈｎｉｑｕｅｔｏｃｏｐｅｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐａｔｈｆａｄｉｎｇ．
ＭｕｌｔｉｉｎｐｕｔＭｕｌｔｉｏｕｔｐｕｔ（ＭＩＭＯ）ｃａｎｇｒｅａｔｌｙｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｓｐｅｃｔｒｕｍｕｔｉｌｉｚａｔｉｏｎ．Ｔｈｅｃｏｍｂｉｎａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｔｗｏｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓｈａｓｂｅ
ｃｏｍｅｔｈｅｕｐｌｉｎｋｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅｆｏｒｔｈｅｎｅｘｔｇｅｎｅｒａｔｉｏｎｗｉｒｅｌｅｓｓｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ．Ｗｈｅｒｅａｓ，ｔｈｅｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｏｆＭＩＭＯＳＣＦＤＥ
ｓｙｓｔｅｍｗｏｕｌｄｄｅｇｒａｄｅａｌｏｔｕｎｄｅｒｆａｓｔｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｃｈａｎｎｅｌｓｂｅｃａｕｓｅｏｆｓｅｖｅｒｅｓｕｂｃｈａｎｎｅｌｉｎｔｅｒｆｅｒｅｎｃｅ．Ｔｏｓｏｌｖｅｔｈｉｓｐｒｏｂｌｅｍ，ｗｅ
ｐｒｏｐｏｓｅｔｈｅＭＩＭＯｓｉｎｇｌｅｃａｒｒｉｅｒｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒｄｏｍａｉｎｅｑｕａｌｉｚａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ（ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ）．Ｔｈｅｅｑｕａｌｉｚａｔｉｏｎｉｓｄｏｎｅｉｎｔｈｅ
ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒｄｏｍａｉｎｉｎｓｔｅａｄｏｆＦｏｕｒｉｅｒｄｏｍａｉｎ．ＴｈｒｏｕｇｈｓｅｌｅｃｔｉｎｇｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｒｄｅｒ，ｔｈｅｆｒａｃｔｉｏｎａｌ
Ｆｏｕｒｉｅｒｄｏｍａｉｎｃｈａｎｎｅｌｍａｔｒｉｘｃａｎｂｅａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙｄｉａｇｏｎａｌｉｚｅｄ．Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｓｈｏｗｔｈａｔｏｕｒｐｒｏｐｏｓｅｄｓｙｓｔｅｍｃａｎｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅ
ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅＭＩＭＯＳＣＦＤＥｓｙｓｔｅｍｉｎｆａｓｔｔｉｍｅｖａｒｙｉｎｇｃｈａｎｎｅｌｓ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ： ｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍ；ＭＩＭＯｓｉｎｇｌｅｃａｒｒｉｅｒ；ｏｐｔｉｍａｌｆｒａｃｔｉｏｎａｌＦｏｕｒｉｅｒｔｒａｎｓｆｏｒｍｏｒｄｅｒ

１ 引言

ＭＩＭＯ技术采用多根发射和接收天线，可以充分利
用空域信道资源，在不提高发射功率和带宽的前提下，

极大地提高系统的信道容量和频谱利用率［１～３］．此外，
单载波频域均衡（ＳＣＦＤＥ）系统可以很好地消除多径传
输影响，而且具有比正交频分复用（ＯＦＤＭ）系统更低的
峰均功率比［４］．因此，ＳＣＦＤＥ和 ＭＩＭＯ的结合已被采纳
为新一代无线通信 ＬＴＥａｄｖａｎｃｅｄ系统的上行链路传输
标准．然而在未来的城市智能交通系统、高速列车通信

系统及卫星通信系统等应用场合，通信收发双方的相对

移动速度非常快，将产生较大的多普勒频移，给接收端

性能带来很大影响．因此，研究高速移动情况下的无线
通信技术具有较大的实用价值．

目前的 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统接收端在频域进行均
衡．当信道在一个块周期内是不变的或者是慢时变，频
移均衡可以获得良好的性能．但是，当信道在一个块周
期内具有时变性，其频域信道矩阵不再是对角阵［５］，非

对角部分会产生严重的子信道间干扰［６］，系统的性能下

降．文献［７］首次将分数阶傅里叶变换应用到多载波系
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统中．文献［８］将分数阶傅里叶变换应用到单载波系
统，但并未对时变信道下的单载波分数阶傅里叶域均

衡系统（ＳＣＦｒＦＤＥ）进行讨论．针对快速时变信道，本文
在接收端采取分数阶傅里叶变换代替傅里叶变换实现

分数阶傅里叶域均衡，并对均衡的复杂度进行了分析，

给出了与时变信道相匹配的最优分数阶傅里叶变换阶

次，通过选择最优分数阶傅里叶变换阶次，可以有效地

减少子信道间干扰的影响，从而提高系统误码率性能．
分数阶傅里叶变换是一种新兴时频分析工具［９］，

并且其可以采用快速算法实现，运算量与普通的快速

傅里叶变换相近［１０］，因此近年来在光学、通信、雷达信

号处理等领域受到越来越多的关注和广泛应用［１１，１２］．
如果将信号的傅里叶变换看成是信号在从时间轴逆时

针旋转９０度得到的频率轴上的表示，那么分数阶傅里
叶变换可以看做是信号在从时间轴逆时针旋转任意角

度得到的 ｕ轴上的表示，因此它是傅里叶变换的一种
广义形式［１３］，具有比傅里叶变换更加适合处理时变信

号和系统的特性．

２ 离散分数阶傅里叶变换

２１ 分数阶傅里叶变换

ｘ（ｔ）是时域信号，ｐ阶的分数阶傅里叶变换定义
为：

Ｘｐ（ｕ）＝｛Ｆｐ［ｘ（ｔ）］｝（ｕ）＝∫
＋∞

－∞
ｘ（ｔ）Ｋｐ（ｕ，ｔ）ｄｔ

（１）
其中

Ｋｐ（ｕ，ｔ）＝

δ（ｔ－ｕ）， ｐ＝４ｎ

Ａｐ·ｅｘｐｊπ

ｕ２ｃｏｔπ２( )ｐ
－２ｕｔｃｓｃπ２( )ｐ
＋ｔ２ｃｏｔπ２( )



























ｐ

， ｐ≠２ｎ

δ（ｔ＋ｕ）， ｐ＝４ｎ















±２
（２）

在这个表达式中，Ａｐ＝ １－ｊｃｏｔ（πｐ／２槡 ）．分数阶傅里叶变
换是周期性的，周期为４，所以分数阶傅里叶变换阶次限定
为［－２，２］，在本文中，不考虑 ｐ＝２ｎ．另外，Ｆｐ［ｘ（ｔ）］（ｕ）
＝Ｆｐ＋２［ｘ（ｔ）］（－ｕ），所以可假设 ｐ∈（０，２）［１４］．
２２ 离散时间分数阶傅里叶变换（ＤＴＦｒＦＴ）

假设信号 ｘ（ｔ）是模拟信号，那么时域采样信号

ｘｓ（ｔ）＝ｘ（ｔ）∑
∞

ｎ＝－∞
δ（ｔ－ｎΔｔ） （３）

其中，Δｔ是时域的采样间隔．本文中Δｔ＝２×１０－６ｓ．
根据文献［１５］中的式（２０），采样信号 ｘｓ（ｔ）的 ＤＴ

ＦｒＦＴ可以表示为：
Ｘｓｐ（ｕ）＝

１
Δｔ
·ｅｊ（ｃｏｔａ／２）ｕ

２

· ∑
∞

ｎ＝－∞
Ｘｐ ｕ－ｎ

２πｓｉｎａ
Δ

( )ｔ ·ｅ－ｊ（ｃｏｔａ／２） ｕ－ｎ２πｓｉｎａ
Δ

( )ｔ[ ]２
（４）

ａ＝π２ｐ，时域采样信号 ｘｓ（ｔ）的 ＤＴＦｒＦＴ是 Ｘｐ（ｕ）的

ｃｈｉｒｐ周期延拓．周期为 ２π｜ｓｉｎａ｜／Δｔ．ｃｈｉｒｐ周期延拓不
同于传统意义上的周期延拓．它不仅在幅度上进行周
期延拓，还包含了相位的变化．为了得到离散分数阶傅
里叶变换，需要在分数阶傅里叶域进行采样．
２３ 离散分数阶傅里叶变换（ＤＦｒＦＴ）

假设在时域和分数阶傅里叶变换域的采样点数分

别为 Ｎ和Ｍ．一般来讲 Ｍ＝Ｎ．分数阶傅里叶域的采样
间隔为Δｕ＝２πｓｉｎａ／（Δｔ·Ｎ）．

设 Ｆ为离散分数阶傅里叶变换矩阵，它的第（ｍ，
ｎ）个元素表示为：

Ｆ（ｍ，ｎ）＝ｅｊｃｏｔα·Δｕ
２
·ｍ２／２·ｅ－ｊ２π／Ｎ·（ｍｎ）·ｅｊｃｏｔα·Δｔ

２
·ｎ２／２ （５）

离散分数阶傅里叶变换的定义式为：

Ｘｐ＝Ｆ·ｘ （６）

Ｘｐ和ｘ分别是分数阶傅里叶域和时域信号．根据分数
阶傅里叶变换的采样理论，信号在时域和分数阶傅里

叶域的离散分别造成分数阶傅里叶域和时域的ｃｈｉｒｐ周
期性延拓．这个过程可以表示为：

Ｘｐ（ｍ－Ｎ）ｅ－ｊ
１
２ｃｏｔα（ｍ－Ｎ）

２
Δｕ

２

＝Ｘｐ（ｍ）ｅ－ｊ
１
２ｃｏｔαｍ

２
Δｕ

２

（７）

ｘ（ｎ－Ｎ）ｅｊ
１
２ｃｏｔα（ｎ－Ｎ）

２
Δｔ
２

＝ｘ（ｎ）ｅｊ
１
２ｃｏｔαｎ

２
Δｔ
２

（８）

３ ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统

基于分数阶傅里叶变换的 ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统框
图如图１所示．发送端和接收端的天线数分别为 ＮＴ和
ＮＲ，假设 ＮＴ≤ＮＲ［１６，１７］．不失一般性，本文 ＮＴ＝ＮＲ＝２．
发送天线的数据组成的向量为 ｘ＝［ｘ０（０），…，
ｘＮＴ－１（０），…，ｘ０（Ｎ－１），…，ｘＮＴ－１（Ｎ－１）］

Ｔ，ｘｋ（ｍ）为

第 ｋ个天线的第ｍ个发送数据．序列 ｘ的总长度为ＮＴ
×Ｎ．在本文中，｛·｝Ｔ，｛·｝Ｈ表示转置和共轭转置．为减
小符号间干扰，需在发送的两个数据块之间加入一定

长度的数据作为保护间隔．在 ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统中，
由式（７）、（８）可知，分数阶傅里叶域数据的离散化将造
成ｃｈｉｒｐ周期性延拓．记加入的循环前缀为 ｃｈｉｒｐ循环前
缀．ｃｈｉｒｐ循环前缀部分的数据可以写为：

ｘｋ（－Ｎｃ＋ｎ）＝ｘｋ（Ｎ－Ｎｃ＋ｎ）·ｅｊ
１
２ｃｏｔα［（Ｎ－Ｎｃ＋ｎ）

２－（－Ｎｃ＋ｎ）
２
］Δｔ

２

（９）
加入ｃｈｉｒｐ循环前缀之后的数据为：
ｘｃｐ＝［ｘ０（－Ｎｃ），…，ｘ０（０），…，ｘＮＴ－１（０），…，
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ｘ０（Ｎ－１），…，ｘＮＴ－１（Ｎ－１）］
Ｔ （１０） Ｎｃ是 ｃｈｉｒｐ循环前缀的长度．

将加入ｃｈｉｒｐ循环前缀的过程用矩阵表示为：
ｘｃｐ＝Ｔ（ＮＴ）ｃｐ·ｘ （１１）

其中，Ｔｃｐ（ＮＴ）＝ＴｃｐＩＮＴ
［１８］，表示Ｋｒｏｎｅｃｈｅｒ积，ＩＮＴ是一

个ＮＴ×ＮＴ维的单位矩阵．
Ｔｃｐ＝［０Ｎｃ×（Ｎ－Ｎｃ）ＣＮｃ×Ｎｃ；ＩＮ×Ｎ］ （１２）

０Ｎｃ×（Ｎ－Ｎｃ）是一个 Ｎｃ×（Ｎ－Ｎｃ）维元素为０的矩阵，且

ＣＮｃ×Ｎｃ＝ｄｉａｇ［ｅ
ｊ１２ｃｏｔα［（Ｎ－Ｎｃ＋Ｎ）

２－（－Ｎｃ＋ｎ）
２
］Δｔ

２

］ （１３）

加入ｃｈｉｒｐ循环前缀后，信号发送到无线信道中．假
设不同的发射天线和接收天线之间的信道是相互独立

的且为快速时变信道，信道的长度为 Ｌ．令 ｈｉｊ（ｎ，ｌ）表
示发送天线 ｊ和接收天线ｉ之间的信道在ｎ时刻的第ｌ
个延迟抽头的冲激响应．则可得到所有天线 ｎ时刻的
第 ｌ个 延 迟 抽 头 的 冲 激 响 应 ｈ（ｎ，ｌ）＝
ｈ００（ｎ，ｌ） … ｈ０（ＮＴ－１）（ｎ，ｌ）

  

ｈ（ＮＲ－１）０（ｎ，ｌ） … ｈ（ＮＲ－１）（ＮＴ－１）（ｎ，ｌ









）
．因此，发送

天线和接收天线之间的时域信道转移矩阵可以写为：

Ｈ＝

ｈ（－Ｎｃ，０） ０ … ０
  … ０

｛ｈ（－Ｎｃ＋Ｌ－１，Ｌ－１）｝   

０ ｛ｈ（－Ｎｃ＋Ｌ，Ｌ－１）｝  

 ０ … ０
０ … ０ ｈ（Ｎ－１，０















）
（１４）

信号经过信道的过程可以表示为：

ｙｃｐ＝Ｈ·ｘｃｐ＋γｃｐ （１５）
其中，γｃｐ是均值为０，方差为１的高斯白噪声．为了消除
ＩＳＩ，在接收端需去除 ｃｈｉｒｐ循环前缀，去除的方法和传
统的ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统是一样，该过程可以表示为：

ｙ＝Ｒｃｐ（ＮＲ）·Ｈ·Ｔｃｐ（ＮＴ）·ｘ＋γ＝珚Ｈ·ｘ＋γ （１６）
其中 Ｒｃｐ（ＮＴ）＝ＲｃｐＩＮＲ，Ｒｃｐ＝［０Ｎ×Ｎｃ ＩＮ］．

在接收端，假设信道状态信息已知，并且通过分数

阶傅里叶阶次选择算法计算出了最优的分数阶傅里叶

变换阶次．那么类似于传统的ＳＣＦＤＥ，对 ｙ进行离散分

数阶傅里叶变换，可将信号由时域转换到分数阶傅里

叶域．这一过程可表示为式（１７）：
Ｙ＝Ｆ（ＮＲ）·ｙ＋珘γ＝Ｈｐ·Ｘ＋Γ

＝

Ｈｐ（０，０） … Ｈｐ（０，Ｎ－１）

Ｈｐ（１，０） … Ｈｐ（１，Ｎ－１）
  

Ｈｐ（Ｎ－１，０） … Ｈｐ（Ｎ－１，Ｎ－１











）

·

Ｘ（０）
Ｘ（１）


Ｘ（Ｎ－１











） Ｎ·ＮＴ×１

＋Γ
（１７）

Ｆ（ＮＲ）＝ＦＩＮＲ，Ｆ－１
（ＮＴ）＝Ｆ－１ＩＮＴ （１８）

根据离散分数阶傅里叶变换的性质有：

Ｆ－１＝ＦＨ，式中，Ｙ、Ｘ和Γ 分别是 ｙ、ｘ和噪声Υ 的

ＤＦｒＦＴ．Ｈｐ是分数阶傅里叶域的信道矩阵．Ｈｐ（ｋ，ｋ）＝

Ｈ００ｐ（ｋ，ｋ） … Ｈ０（ＮＴ－１）ｐ （ｋ，ｋ）
  

Ｈ（ＮＲ－１）０ｐ （ｋ，ｋ） … Ｈ（ＮＲ－１）（ＮＴ－１）ｐ （ｋ，ｋ









）
它的任意

元素 Ｈｉｊｐ（ｋ，ｋ）表示发送天线 ｊ和接收天线ｉ之间的时
变信道在第ｋ个子信道处的响应．将式（１７）式展开，第
ｋ个子信道的接收信号写为：

Ｙ（ｋ）＝Ｈｐ（ｋ，ｋ）·Ｘ（ｋ）＋ ∑
ｍ＝Ｎ－１

ｍ＝０，ｍ≠ｋ
Ｈｐ（ｋ，ｍ）·Ｘ（ｍ）＋Γ（ｋ）

（１９）
通过选择最优分数阶傅里叶变换阶次，可将 Ｈｐ近似为
块对角矩阵，即 Ｈｐ（ｍ，ｍ）≠０，而 Ｈｐ（ｍ，ｎ）≈０，（ｍ≠
ｎ）．
因此，接收端在最优分数阶傅里叶域有 Ｙ（ｋ）≈

Ｈｐ（ｋ，ｋ）·Ｘ（ｋ）．根据ＭＩＭＯ系统中线性迫零均衡（ＺＦ）
准则［１９］，通过如下分数阶傅里叶域均衡

Ｘ^（ｋ）＝［Ｈｐ（ｋ，ｋ）Ｈ·Ｈｐ（ｋ，ｋ）］－１·Ｈｐ（ｋ，ｋ）Ｈ·Ｙ（ｋ）
（２０）

可以获得分数阶傅里叶域的估计信号 Ｘ^．注意 Ｈｐ（ｋ，

ｋ）需要是列满秩矩阵［２０］．
最后，对 Ｘ^进行 ＩＤＦｒＦＴ，将信号由分数阶傅里叶域

转换到时域，得到发送信号：

５５２２第 １１ 期 陈恩庆：ＭＩＭＯ单载波分数阶傅里叶域均衡系统及最优阶次选择方法



ｘ^＝Ｆ－１（ＮＴ）·Ｘ^ （２１）

４ 最优分数阶傅里叶变换阶次选择方法

４１ 最优分数阶傅里叶变换阶次选择的准则

当信道是快速时变时，珚Ｈ无法被传统的傅里叶变
换矩阵对角化，Ｈｐ对角线外的元素是子信道间的干
扰．若将 Ｎ·ＮＲ×Ｎ·ＮＴ维Ｈｕｐ定义为

Ｈｕｐ＝
Ｈｐ（０，０） … ０
  

０ … Ｈｐ（Ｎ－１，Ｎ－１









）
（２２）

那么式（１７）中的 Ｈｐ就可以写为：
Ｈｐ＝Ｈｕｐ＋ＨＩＣＩｐ （２３）

将上式代入式（１７）可得：
Ｙ＝ｓｕ＋ｓＩＣＩ＋Γ （２４）

其中，ｓｕ＝Ｈｕｐ·Ｆ（ＮＴ）·ｘ，ｓＩＣＩ＝ＨＩＣＩｐ·Ｆ（ＮＴ）·ｘ分别对应有
用信号和干扰信号．为了达到最优的均衡效果，应尽量
增加有用信号的能量而减小干扰信号的能量．因此最
优分数阶傅里叶域应选择为使有用信号和干扰信号具

有最大能量比值的分数阶傅里叶域．即目标函数为：
ｆｔａｒｇｅｒ（ｐ）＝Ｅ［ｓＨｕｓｕ］／Ｅ［ｓＨＩＣＩｓＩＣＩ］ （２５）

因为所传输的数据间是相互独立的并且具有相同的

统计特性，所以 Ｅ［ｘＨｘ］＝Ｉ，那么目标函数可以简化为：
ｆｔａｒｇｅｔ（ｐ）＝ Ｈ

 ｕ
ｐ
２／ＨＩＣＩ

 

ｐ
２ （２６） 

其中，· 表示 Ｆｒｏｂｅｎｉｕｓ范数．最优分数阶傅里叶变换
阶次应使目标函数具有最大的值．即

｛ｐｏｐｔ｝＝ａｒｇｍａｘ
ｐ
ｆｔａｒｇｅｔ（ｐ） （２７）

式（２７）就是选择最优分数阶傅里叶变换阶次的准
则．下面给出其具体计算方法．
４２ 最优阶次 ｐ的计算
４．２．１ 最优阶次的粗搜索

为了简化分析，在本小节不妨设 ＮＲ＝ＮＴ＝１．观察
式（５），可以看出离散分数阶傅里叶变换和传统的离散
傅里叶变换相比增加了两个 ｃｈｉｒｐ信号．这两个信号的
大小将直接影响系统的性能．
Ｈｐ（ｋ，ｍ）

＝∑
Ｌ－１

ｌ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
ｈ（ｎ，ｌ）·Ｆｐ（ｋ，ｎ）·Ｆ－ｐ（－ｌ＋ｎ，ｍ）

＝ｅｊｃｏｔａ·Δｕ
２
·（ｋ２－ｍ２）／２·∑

Ｌ－１

ｌ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０

ｈ（ｎ，ｌ）·（ｅ－ｊ·２π·ｋｎ／Ｎ·ｅｊ·２π·（－ｌ＋ｎ）ｍ／Ｎ）

·（ｅｊｃｏｔａ·Δｔ
２
·ｎ２／２·ｅ－ｊｃｏｔａ·Δｔ

２
·（－ｌ＋ｎ）２／２{ }

）

（２８）

当１０－６≤ｐ＜２时，Δｔ２＝４×１０－１２，此时 ｅｊｃｏｔａ·Δｔ
２
·ｎ２／２

·ｅ－ｊｃｏｔａ·Δｔ
２
·（Ｎ－ｌ＋ｎ）２／２≈１．Ｈｐ（ｋ，ｍ）·Ｈｐ（ｋ，ｍ）Ｈ的结果

不包含 ａ．因此式（２６）的计算结果与频域的计算结果相
同．所以１０－６≤ｐ＜２的阶次不能体现分数阶傅里叶变

换的优势．至此可将分数阶傅里叶变换的阶次范围缩
小至 ｐ＜１０－６．当｜ｐ｜很小时，Δｔ、Δｕ也必须很小，采样
点数增加，这将增加ＤＦｒＦＴ的运算量［２１］．因此 ｐ的取值
不能过小．

最大多普勒频移 ｆｄｍａｘ＝１０００Ｈｚ，表１给出了目标函
数随分数阶傅里叶变换阶次的变换．

表１ 目标函数随分数阶傅里叶变换阶次的变化

阶次 ｐ １０－１５ １０－１４ １０－１３ １０－１２ １０－１１

ｆｔａｒｇｅｔ（ｐ） ２．２ ２．２ ２．２ ２．２ ２．３

阶次 ｐ １０－１０ １０－９ １０－８ １０－７ １０－６

ｆｔａｒｇｅｔ（ｐ） ４．０ ５２８．６ １５３．１ １２９．８ １２７．７

从表 １可以看出当分数阶傅里叶变换阶次 ｐ＜
１０－９时，目标函数的值急剧减小并且，当 ｐ＝１０－９时，目
标函数的值最大．因此最优的分数阶傅里叶变换所在
的区间可以设为［１０－１０，１０－８］．
４．２．２ 最优阶次的精搜索

（１）初始化阶段
将最优分数阶傅里叶变换阶次存在的区间设为

Ｑ（０）＝［１０－１０，１０－８］．对区间 Ｑ（０）划分：Ｓ（０）ｉ＝
Ｑ（０）ｍｉｎ＋［（Ｑ（０）ｍａｘ－Ｑ（０）ｍｉｎ）·ｉ］／ｌ，ｉ＝０，１，…，ｌ，ｌ表
示将区间Ｑ（０）划分的段数．Ｓ（０）ｉ表示区间Ｑ（０）的第 ｉ
个点的坐标．初始时刻的最优阶次 ｐｏｐｔ（０）＝１０－９．

（２）递归阶段
（ａ）Ｉ＝１
（ｂ）对于｛Ｓ（Ｉ－１）０，Ｓ（Ｉ－１）１，…，Ｓ（Ｉ－１）ｌ｝，按照

式（３０）计算｛ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ（Ｉ－１）０），ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ（Ｉ－１）１），…，
ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ（Ｉ－１）ｌ）｝．
（ｃ）ｐｏｐｔ（Ｉ）＝ａｒｇｍａｘ

Ｓ（Ｉ－１）ｉ

｛ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ（Ｉ－１）ｉ｝．最优阶次

ｐｏｐｔ（Ｉ）是第 Ｉ次迭代过程中，｛ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ（Ｉ－１）０），ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ
（Ｉ－１）１），…，ｆｔａｒｇｅｔ（Ｓ（Ｉ－１）ｌ）｝中的最大值对应的 Ｓ（Ｉ
－１）ｋ．
（ｄ）若 ｐｏｐｔ（Ｉ）＝ｐｏｐｔ（Ｉ－１），算法结束；若 ｐｏｐｔ（Ｉ）≠

ｐｏｐｔ（Ｉ－１），算法继续．
（ｅ）更新 Ｑ（Ｉ）＝［Ｑ（Ｉ）ｍｉｎ，Ｑ（Ｉ）ｍａｘ］，Ｑ（Ｉ）ｍｉｎ＝Ｓ（Ｉ

－１）ｋ－１，Ｑ（Ｉ）ｍａｘ＝Ｓ（Ｉ－１）ｋ＋１．
（ｆ）对于 Ｑ（Ｉ）所表示的区间，Ｓ（Ｉ）ｉ＝Ｑ（Ｉ）ｍｉｎ＋

（Ｑ（Ｉ）ｍａｘ－Ｑ（Ｉ）ｍｉｎ）·ｉ
ｌ ，ｉ＝０，１，…，ｌ．

（ｇ）Ｉ＝Ｉ＋１，返回步骤（ｂ）．

５ 仿真结果

５１ 计算复杂度及收敛性分析

５．１．１ 计算复杂度

信号和信道矩阵均为复值，因此本节的乘法和加
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法次数均指复运算．ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统在加入循环前
缀、经过信道、去掉循环前缀的计算复杂度和 ＭＩＭＯＳＣ
ＦＤＥ系统是相同的．不同之处在于进行 ＤＦｒＦＴ、分数阶
傅里叶域均衡及 ＩＤＦｒＦＴ三个步骤．具体计算如下：

步骤１ 离散分数阶傅里叶变换．本文采用的离散
分数阶傅里叶变换是Ｐｅｉ采样型算法．该方法有一个重
要的优点就是计算速度很快，它所需要的乘积运算量

为 ＮＲ·［２Ｎ＋（Ｎ／２）ｌｏｇ２（Ｎ）］［２２］，加法次数为 ＮＲ·
［Ｎｌｏｇ２（Ｎ）］．因此它的运算速度与ＦＦＴ相当［２１］．

步骤２ 分数阶傅里叶域ＺＦ均衡．第 ｋ个接收数据
的加权矩阵为 ＷＺＦ（ｋ）＝［Ｈｐ（ｋ，ｋ）Ｈ·Ｈｐ（ｋ，ｋ）］－１·
Ｈｐ（ｋ，ｋ）Ｈ．计算 Ｈｐ（ｋ，ｋ）Ｈ·Ｈｐ（ｋ，ｋ）、其逆及［Ｈｐ（ｋ，
ｋ）Ｈ·Ｈｐ（ｋ，ｋ）］－１·Ｈｐ（ｋ，ｋ）Ｈ需要的乘积次数分别为
Ｎ２Ｔ·ＮＲ、Ｎ３Ｔ、Ｎ２Ｔ·ＮＲ，加法次数分别是 Ｎ２Ｔ·（ＮＲ－１）、Ｎ３Ｔ
－２Ｎ２Ｔ＋ＮＴ、（ＮＴ－１）·ＮＴ·ＮＲ．最后，均衡过程 Ｘ^（ｋ）＝
ＷＺＦ（ｋ）·Ｙ（ｋ）的乘法次数 ＮＴ·ＮＲ，加法次数 ＮＴ·（ＮＲ－
１）．

以上只是第 ｋ个接收数据均衡所需要的计算量，
因数据长度为 Ｎ，所以对于所有接收数据的均衡，共需
Ｎ·（Ｎ３Ｔ＋２·Ｎ２Ｔ·ＮＲ＋ＮＴ·ＮＲ）次乘法和 Ｎ·（Ｎ３Ｔ＋２Ｎ２ＴＮＲ
－３Ｎ２Ｔ－ＮＴ）次加法．
步骤３ 离散逆分数阶傅里叶变换的计算量和离

散分数阶傅里叶变换的计算量相同，这里不再赘述．
表２ 分数阶傅里叶域均衡和频域均衡的计算量比较

复数乘法 复数加法

分数阶

傅里叶

域均衡

步骤１ ＮＲ×［２Ｎ＋（Ｎ／２）ｌｏｇ２Ｎ］ ＮＲ×Ｎ×ｌｏｇ２Ｎ

步骤２Ｎ×（Ｎ３Ｔ＋２Ｎ２Ｔ×ＮＲ＋ＮＴ×ＮＲ）Ｎ×（Ｎ３Ｔ＋２Ｎ２Ｔ×ＮＲ－３Ｎ２Ｔ－ＮＴ）

步骤３ ＮＲ×［２Ｎ＋（Ｎ／２）ｌｏｇ２Ｎ］ ＮＲ×Ｎ×ｌｏｇ２Ｎ

频域

均衡

步骤１ ＮＲ×（Ｎ／２）ｌｏｇ２Ｎ ＮＲ×Ｎ×ｌｏｇ２Ｎ

步骤２Ｎ×（Ｎ３Ｔ＋２Ｎ２Ｔ×ＮＲ＋ＮＴ×ＮＲ）Ｎ×（Ｎ３Ｔ＋２Ｎ２Ｔ×ＮＲ－３Ｎ２Ｔ－ＮＴ）

步骤３ ＮＲ×（Ｎ／２）ｌｏｇ２Ｎ ＮＲ×Ｎ×ｌｏｇ２Ｎ

从表２可以看出，对于步骤１～３，分数阶傅里叶域
和频域所需的加法次数相同．乘法次数的运算量都在
ＮＲ·Ｎｌｏｇ２Ｎ的级别上，因此，针对某一固定分数阶傅里
叶变换阶次，ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统的计算复杂度相对于
ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统并没有明显增加．
５．１．２ 收敛性仿真分析

和传统的 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统相比，本文所研究的
系统增加了最优分数阶傅里叶变换阶次选择模块，下

面对搜索的收敛性进行仿真分析．根据第 ４．２．２节所
述，ｌ是将第Ｉ次迭代后的最优分数阶傅里叶变换区间
Ｑ（Ｉ）划分的段数，因此，不同的 ｌ取值会影响算法的迭
代次数．

图２显示，当 ｌ＝３时，４．２．２的算法迭代大约１０次

就可以稳定．当 ｌ＝５时仅需迭代６次就可以比较精确
地选择出最优分数阶傅里叶变换阶次．

５２ 系统的误码率性能仿真

为了验证ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统以及最优阶次选择
算法的有效性，本文进行了 ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真．离散分数
阶傅里叶变换的长度为 Ｎ＝６４．为消除符号间干扰，加
入的ｃｈｉｒｐ循环前缀长度为 Ｎｃ＝１６，它大于信道的最大
时延扩展．仿真中所使用的信道参数如表 ３．信道 １只
是２×２发送和接收天线之间的一个信道．

表３ 信道１的仿真参数

Ｐａｔｈ Ｄｅｌａｙ（μｓ） Ｐｏｗｅｒ（ｄＢ）

１ ０ ０

２ ５ －３

３ ９ －６

４ １２ －９

图 ３表示在时变信道下，目标函数随阶次 ｐ的变
化曲线．最大多普勒频移分别为１０００Ｈｚ、５００Ｈｚ．最优的
分数阶傅里叶变换阶次，是曲线的峰值所对应的位置．
对于不同的多普勒频移，计算出的最优的分数阶傅里

叶变换阶次是不同的．并且，当最大多普勒频移降低
时，信道变化相对缓慢，子信道间的干扰变小，有用信

号的能量增加．体现在图中就是，５００Ｈｚ对应的曲线的
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峰值大于１０００Ｈｚ的曲线对应的峰值．
图４给出了 ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统和 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ

系统在不同的多普勒频移下的误码率曲线．从图中可
以看出，当多普勒频移较大时，ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统性
能比传统的 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统性能改善明显．当多普
勒频移为５０Ｈｚ时，两个系统的性能基本上一致．此时信
道趋于慢时变，信道在一个块周期内近似不变，通过最

优阶次选择算法得到的分数阶傅里叶变换阶次趋于１，
单载波分数阶变换系统退化为传统的单载波傅里叶域

变换系统，故两者的性能基本一致．

当信道的时延扩展小于信号的符号周期的时候，

信道是平坦衰落信道．此时信道只有一条路径．图５画
的是最大多普勒频移为１０００Ｈｚ时，平坦衰落信道的目
标函数曲线．从图中可以看出，对于不同的分数阶傅里
叶变换阶次，目标函数曲线的值是一样的，即采用任何

分数阶傅里叶域均衡的结果都是一样的．当多普勒频
移为５００Ｈｚ和５０Ｈｚ时，目标函数曲线仍为一水平直线，
这里不再画出．

６ 结论

在快速时变信道下，传统的 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统的
频域信道矩阵的块对角性受到破坏，子信道间存在严

重的干扰．为解决这一问题，本文提出用分数阶傅里叶
变换域代替传统的频域进行均衡．为了选择与时变信
道最匹配的分数阶傅里叶变换阶次，本文给出了 ＭＩＭＯ
ＳＣＦｒＦＤＥ系统的最优分数阶傅里叶变换阶次选择方
法．仿真结果分析了系统的复杂度和算法的收敛性、系
统误码率以及不同多普勒频移下的分数阶变换阶次的

目标函数曲线．仿真结果表明，在选出最优分数阶傅里
叶变换阶次后，基于某一阶次分数阶傅里叶变换的 ＭＩ
ＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统的计算复杂度和 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统
的相当，但是其时变信道下的误码率性能明显优于传

统的ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系统．综上，由于传统傅里叶变换是
分数阶傅里叶变换的一个特例，因此基于分数阶傅里

叶变换的ＭＩＭＯＳＣＦｒＦＤＥ系统比传统 ＭＩＭＯＳＣＦＤＥ系
统具有更多的应用灵活性．
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