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摘 要： 信息率是衡量量子秘密共享方案性能的一个重要指标．在本文中，我们利用超图的相关理论刻画了量
子存取结构．然后，利用超图和量子存取结构间的关系给出了参与者人数至多为４的所有１３个量子存取结构，并基于
量子信息论研究了其最优信息率及所对应的完善的量子秘密共享方案．对其中的５种存取结构的最优信息率的准确
值进行了计算，并讨论了达到此信息率的方案的具体构造；对余下的８种存取结构的最优信息率的上界进行了计算．
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１ 引言

量子秘密共享方案是参与者利用量子资源共享一

个秘密（经典或量子）的密码协议．对于经典或量子态的
秘密，参与者集合中只有那些事先授权的子集中的参与

者，利用他们持有的依据秘密所分配的份额量子态（共

享）才能恢复秘密，这些子集组成的集合称为存取结构，

其中的子集叫授权子集．如果一个授权子集的任意真子
集均不能恢复秘密，称这个授权子集为极小授权子集，

极小授权子集组成的集合称作极小存取结构［１，２］．１９９９
年，Ｈｉｌｌｅｒｙ等人［１］利用ＧＨＺ三重态提出了第一个量子秘
密共享方案，首次将秘密共享引入到量子密码领域，此

后各类量子秘密共享方案层出不穷，相关研究在理论和

实验上均取得了诸多重要的成果［３～１２］．
量子秘密共享方案的效率可以由信息率来衡量．信

息率可以认为是秘密份额大小与最长共享的大小之比．

由于大的份额将会破坏协议的安全性，并影响方案的存

储复杂性和通信复杂性，所以设计信息率较高的量子秘

密共享方案具有重要的意义．目前，与量子秘密共享方案
信息率相关的两个重要问题分别是：如何构造实现给定

存取结构的高效的量子秘密共享方案以及寻找所有实

现给定存取结构的方案的最优信息率［１２］．就有关如何得
到给定存取结构的最优信息率这个问题，文献［３，４］针对
一般存取结构给出了相应的量子秘密共享方案的构造，

这些方案间接地提供了所研究的存取结构的最优信息

率下界．文献［１２］研究了一类特殊存取结构的信息率的
上界，并指出其份额大小至少是秘密的Ο（ｎ／ｌｏｇ２ｎ）倍．
但有关针对基于含较少参与者集合上的所有可能的量

子存取结构的最优信息率的计算问题仍然有待讨论．而
在现实生活中，考虑实现具有较少参与者的存取结构的

秘密共享方案，又是很必要的，如导弹的控制与发射，遗

嘱的生效等均是需要较少人参与的秘密管理．
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本文讨论了含至多四个参与者的所有量子存取结

构的最优信息率．在一个量子秘密共享方案中，如果任
意非授权子集均得不到秘密的任何信息，就称该方案

是完善的．一个完善的量子秘密共享方案的共享大小
至少等于秘密大小［３］．由此可知，一个完善的量子秘密
共享方案的信息率的上界为 １，当信息率等于 １时，称
该方案是理想的．然而，对于任意给定的存取结构，不
会总是存在实现该存取结构的理想的方案，此时，我们

希望求得其所有方案的信息率上界．文中所研究的量
子秘密共享方案均是完善的，且其所共享的秘密是量

子态．我们借助超图的有关思想刻画了量子存取结构，
并依据相关结论给出全部１３个所要研究的存取结构．
然后，利用量子熵的相关理论，对其中５个存取结构的
最优信息率能达到 １的情况，构造出对应的理想的方
案；对余下的８个存取结构，利用存取结构的纯化这一
方法讨论了其最优信息率的上界并给出相应的证明．

２ 预备知识

２１ 量子信息论

首先给出本文用到的一些有关量子信息的知识．
定义１［１３］ 设有一个量子系统 Ａ，且ρＡ是Ａ的ｍ

阶密度矩阵，则量子系统 Ａ的量子熵定义为

Ｓ（ρ）＝－Ｔｒ（ρＡｌｏｇ２ρＡ）＝－∑
１≤ｊ≤ｍ
λｊｌｏｇ２λｊ （１）

其中，λ１，…，λｍ是ρＡ的特征值．
定义２［１３］ 设 Ａ和Ｂ是两个量子系统，用 Ｉ（Ａ：Ｂ）

表示 Ａ和Ｂ间的互信息，则有
Ｉ（Ａ：Ｂ）＝Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｂ）－Ｓ（Ａ，Ｂ） （２）

特别地，Ｉ（Ａ：Ｂ）＝０当且仅当复合系统 ＡＢ所处的态是
一个直积态，即ρ

ＡＢ＝ρ
Ａρ

Ｂ．
文中需要对复合量子系统进行分析，而约化密度

算子是重要的工具［１３］，因此以下我们对这一概念进行

叙述．
定义３［１３］ 设 Ａ和Ｂ是两个量子系统，其复合量

子态由密度算子ρ
ＡＢ描述，针对系统 Ａ的约化密度算子

定义为ρ
Ａ＝ｔｒＢ（ρ

ＡＢ），其中ｔｒＢ是一个算子映射，称为在
系统 Ｂ上的偏迹．偏迹定义为
ｔｒＢ（｜ａ１〉〈ａ２｜）（｜ｂ１〉〈ｂ２｜）＝〈ｂ２｜ｂ１〉｜ａ１〉〈ａ２｜（３）

其中，｜ａ１〉和｜ａ２〉是状态空间 Ａ中的两个向量，｜ｂ１〉和
｜ｂ２〉是状态空间 Ｂ中的两个向量．
以下给出几个比较重要的不等式：

（ⅰ）量子熵的次可加性

Ｓ（Ａ，Ｂ）≤Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｂ） （４）
（ⅱ）ＡｒａｋｉＬｉｅｂ不等式

Ｓ（Ａ，Ｂ）｜Ｓ（Ａ）－Ｓ（Ｂ）｜ （５）
其中，｜·｜表示绝对值．

（ⅲ）熵的强次可加性不等式为：

Ｓ（Ａ，Ｃ）＋Ｓ（Ｂ，Ｃ）Ｓ（Ａ，Ｂ，Ｃ）＋Ｓ（Ｃ） （６）
２２ 量子秘密共享方案的信息率

文献［５］提出了一个量子秘密共享方案的信息论
模型．由于在本文中我们会利用这个模型，下面给出这
一方案模型的描述．

一个系统 Ａ的Ｈｉｌｂｅｒｔ空间记为 ＨＡ．令 Ｓ是参与者
共享的秘密，且令 ＨＳ是相应 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间．设 ρＳ
＝∑ｉ∈Ｆｑ

αｉ｜ｉ〉〈ｉ｜，其中 Ｆｑ是有限域，利用辅助系统

Ｒ可将秘密Ｓ纯化为纯态｜ＲＳ〉∈ＨＲＨＳ，故有Ｓ（Ｒ）＝
Ｓ（Ｓ）．设 Ｐ＝｛１，２，…，ｎ｝为参与者集合．量子秘密共享
方案中参与者份额的分发是由一个完全正映射Λ给出

Λ：ＨＲＳ→ＨＲＨＰ （７）

Λ满足对每一个授权集ＡＰ，存在一个恢复秘密的映
射 ＩＲＲＡ：ＨＲＨＡ→ＨＲＳ，使得ρＲＡ→｜ＲＳ〉〈ＲＳ｜．

定义４［５］ 设 Ｐ是参与者集合，Γ是Ｐ上的一个存
取结构，Ｓ是秘密量子态．则一个量子秘密共享方案的

信息率定义为ε＝
Ｓ（Ｓ）

ｍａｘＸ∈ＰＳ（Ｘ）
．

定义５ 设 Ｐ是参与者集合，Γ是Ｐ上的一个存取
结构，Ｓ是秘密量子态．则存取结构Γ的最优信息率定
义为ε＝ｓｕｐ｛ε｝．

引理１［５］ 实现存取结构Γ的完善量子秘密共享
方案满足：

（ⅰ）对于所有的 Ａ∈Γ
Ｉ（Ａ：Ｒ）＝Ｉ（Ａ：Ｓ）＝２Ｓ（Ｓ） （８）

（ⅱ）对于所有的 Ａ Γ

Ｉ（Ａ：Ｒ）＝Ｉ（Ａ：Ｓ）＝０ （９）

３ 量子存取结构与超图

一个存取结构如果能由一个量子秘密共享方案实

现，则这个存取结构就是量子存取结构．在参与者共享
一个秘密量子态时，为了满足不可克隆原理，一个存取

结构是量子存取结构当且仅当其中的任意两个授权集

都有交集［３］．为了通过研究超图与量子存取结构间的
关系来刻画量子存取结构，首先引入超图的相关理论．

一个超图 ＧＨ，其中 Ｖ是非空顶点集，Ｅ是超边集，
Ｅ＝｛Ｅ１，…，Ｅｍ｝２Ｖ．超图 ＧＨ是连通的如果其任意两
个顶点ｕ，ｖ∈Ｖ，都存在从 ｕ到ｖ的一条超径．两个超图
ＧＨ１＝（Ｖ１，Ｅ１）与 ＧＨ２＝（Ｖ２，Ｅ２）同构当且仅当在 Ｖ１与

Ｖ２及 Ｅ１与 Ｅ２之间，各存在一一映射Ψ：Ｖ１→Ｖ２及Φ：
Ｅ１→Ｅ２，且有Φ（Ｅ１）＝Ψ（ｖ１１）Ψ（ｖ１２）…Ψ（ｖ１ｎ），对于
任何 Ｅ１＝ｖ１１ｖ１２…ｖ１ｎ．本文研究的是连通的非同构的情
况．那么，令每个参与者为超图的一个顶点，即 Ｐ＝
Ｖ（ＧＨ）；每个授权集为超边，即Γ＝Ｅ（ＧＨ），则每个量子
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存取结构Γ２ｐ都对应一个超图ＧＨ，这时将 Ｐ上的量
子存取结构Γ称为超图存取结构，记为Γ（ＧＨ）．首先介
绍与量子存取结构有重要联系的两类超图，即超星和

超圈．
定义６［１４］ 超图 ＧＨ＝（Ｖ，Ｅ）称为超星，如果其满

足以下两个条件：

（ⅰ）Ａ＝∩Ｅｉ∈Ｅ
Ｅｉ≠ ．

（ⅱ）ｉ，ｖ∈Ｖ使ｖ∈Ｅｉ且ｖ Ｅｊ，对所有 ｊ≠
ｉ．
定义７［１４］ 超图 ＧＨ＝（Ｖ，Ｅ）称为超圈，如果其满

足以下条件：在 Ｅ中存在一个超边序列（Ｅ０，…，Ｅｍ－１）
使 Ｅｉ∩Ｅ（ｉ＋１）ｍｏｄｍ≠ （ｉ＝０，１，…，ｍ－１）且对任意的
ｉ，有 Ｅｉ∩Ｅｊ＝ 如果 ｊ ｛（ｉ－１）ｍｏｄｍ，ｉ，（ｉ＋１）
ｍｏｄｍ｝．

定义８ 令 ＧＨ＝（Ｖ，Ｅ）是一个超图．如果 Ｖ′Ｖ

且Ｅ′２Ｖ
′

∩Ｅ，则 Ｇ′Ｈ＝（Ｖ′，Ｅ′）是 ＧＨ的一个子超图．
定义９ 令 ＧＨ＝（Ｖ，Ｅ）是一个超图且 ＷＶ．如果

其子超图 Ｇ′Ｈ＝（Ｖ′，Ｅ′）满足 Ｖ′＝Ｖ＼Ｗ且Ｅ′＝２Ｖ
′

∩Ｅ，
则 Ｇ′Ｈ是ＧＨ的一个Ｗ－诱导子图．

我们将子超图中不含超圈的这类超图记为超树．
定理１ 设 Ａ２Ｐ．如果 Ａ对应的超图ＧＨＡ＝（ＶＡ，

ＥＡ）是超树，则 Ａ是一个量子存取结构当且仅当ＧＨＡ是
一个超星．

证明 充分性：如果 ＧＨＡ是一个超星，则由定义 ６

知，∩Ｅｉ∈Ｅ
Ｅｉ≠ ，即 Ａ中任意两个授权集都有交集，

故 Ａ是量子存取结构．
必要性：如果 Ａ对应的超图ＧＨＡ＝（ＶＡ，ＥＡ）是超树，

且 Ａ是一个量子存取结构．假设 ＧＨＡ不是一个超星，即
对某个 ｉ，ｖ∈Ｖ且ｖ∈Ｅｉ，必存在一个 Ｅｊ，使 ｖ∈Ｅｊ（ｊ
≠ｉ），不难验证这将导致有三边会形成一个超圈．如 ＶＡ
＝｛ｖ１，ｖ２，ｖ３，ｖ４，ｖ５｝，Ｅ１＝｛ｖ１，ｖ２｝，Ｅ２＝｛ｖ１，ｖ３，ｖ５｝，Ｅ３
＝｛ｖ２，ｖ４，ｖ５｝，Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３是一个超圈，这与 ＧＨＡ是超树
矛盾． 证毕

定理２ 设 Ａ２Ｐ．如果 Ａ对应的超图ＧＨＡ＝（ＶＡ，
ＥＡ）不是超树，则 Ａ是一个量子存取结构当且仅当ＧＨＡ
中任意三边形成的子超图均是超圈．

证明 因为 Ａ对应的超图ＧＨＡ＝（ＶＡ，ＥＡ）不是超
树，即 ＧＨＡ中含有超圈子图．如果 ＧＨＡ中任意三边形成的
子超图均是超圈，根据定义７，ＧＨＡ中任意两边形成的子
超图均是超星，即满足 Ａ中任意两个授权集交集非空．
故 Ａ是一个量子存取结构．反过来，如果 Ａ是一个量子
存取结构，则 ＧＨＡ中任意两边形成的子超图均为超星．
设 ＥＡ＝｛Ｅ１，…，Ｅｎ｝，不妨设所取三边为 Ｅ１，Ｅ２，Ｅ３，则
有 Ｅ１∩Ｅ２≠ ，Ｅ２∩Ｅ３≠ ，Ｅ３∩Ｅ１≠ ，那么，Ｅ１，
Ｅ２，Ｅ３所形成的子超图是超圈． 证毕

利用上述定理可确定出本文所要研究的参与者人

数不超过４的所有非同构的量子存取结构，见表１．

表１ 参与者人数不超过４的所有量子存取结构的ε

编号 参与人数 量子存取结构 ε

１． ２ ｛｛Ｐ１，Ｐ２｝｝ １

２． ３ ｛｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝｝ ≤３／４

３． ３ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３｝｝ １

４． ３ ｛｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ３｝｝ １

５． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ１，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ４｝｝ ≤２／３

６． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ４｝｝ ≤２／３

７． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ３，Ｐ４｝，｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝｝ ≤２／３

８． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ３，Ｐ４｝，｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ２，Ｐ４｝｝ ≤３／４

９． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ４｝｝ ≤１

１０． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ４｝，｛Ｐ３，Ｐ４｝｝ ≤１

１１． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ４｝，｛Ｐ１，Ｐ３，Ｐ４｝｝ ≤１

１２． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ４｝，｛Ｐ１，Ｐ３，Ｐ４｝，｛Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４｝｝ １

１３． ４ ｛｛Ｐ１，Ｐ２，Ｐ３，Ｐ４｝｝ １

例１ 表１中的＃３，＃４，＃８的量子存取结构对应
的超图分别为图（ａ）、（ｂ）、（ｃ）．

易看出，超图（ａ）是一个三边超圈；超图（ｂ）是一个
超星；超图（ｃ）是一个任意三边均为超圈的非超树．

４ 量子秘密共享方案的最优信息率

在本节中我们首先对完善的量子秘密共享方案进

行一个新的刻画．然后，基于这一完善性定义，证明了
完善的量子秘密共享方案的信息率的上界是１．本节主
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要是计算在第三节中所得到的参与者不超过４的量子
存取结构的最优信息率，对于信息率为１情形，构造出
相应的理想的方案．所有结果将列在表１中．

定理 ３ 令 Ｐ是参与者集合，Γ是Ｐ上的存取结
构，Ｓ是秘密量子态．一个实现存取结构Γ的量子秘密
共享方案是完善的，如果以下两个条件成立：

（ⅰ）对于任何参与者的授权子集 ＡＰ，
Ｓ（Ｓ｜Ａ）＝－Ｓ（Ｓ）．

（ⅱ）对于任何参与者的非授权子集 ＡＰ，
Ｓ（Ｓ｜Ａ）＝Ｓ（Ｓ）．

证明 对于任何子集 Ａ，利用式（２）互信息的定义
有 Ｉ（Ａ：Ｓ）＝Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｓ）－Ｓ（Ａ，Ｓ） （１０）

由引理１知，当 Ａ∈Γ时，Ｉ（Ａ：Ｓ）＝２Ｓ（Ｓ），代入式
（１０）得，Ｓ（Ｓ｜Ａ）＝－Ｓ（Ｓ）．当 Ａ Γ时，

Ｉ（Ａ：Ｓ）＝０，代入式（１０），Ｓ（Ｓ｜Ａ）＝Ｓ（Ｓ）． 证毕

与经典的秘密共享方案类似，定理３中的（ⅰ）称为
重构性要求，（ⅱ）称为安全性要求．本文研究的均是完
善的量子秘密共享方案．

定理４ 对于实现一个存取结构的任何完善的量

子秘密共享方案，都有ε≤１．
证明 令 Ａ，Ｂ是参与者集合中任意两个子集Ａ，Ｂ
Γ，Ａ∪Ｂ∈Γ，则根据定理３（ⅰ）知，

Ｓ（Ｓ｜Ａ，Ｂ）＝－Ｓ（Ｓ），
则 Ｓ（Ａ，Ｂ）－Ｓ（Ｓ，Ａ，Ｂ）＝Ｓ（Ｓ）．
对Ｓ（Ｓ，Ａ，Ｂ）应用ＡｒａｋｉＬｉｅｂ不等式，得

Ｓ（Ｓ）≤Ｓ（Ａ，Ｂ）－｜Ｓ（Ｓ，Ａ）－Ｓ（Ｂ）｜ （１１）
由于 Ａ Γ，则有Ｓ（Ｓ｜Ａ）＝Ｓ（Ｓ），即

Ｓ（Ｓ，Ａ）＝Ｓ（Ｓ）＋Ｓ（Ａ） （１２）
（１）当Ｓ（Ｓ，Ａ）－Ｓ（Ｂ）０时，式（１１）可
化为 Ｓ（Ｓ）≤Ｓ（Ａ，Ｂ）－Ｓ（Ｓ，Ａ）＋Ｓ（Ｂ）．由式（１２）

有Ｓ（Ｂ）Ｓ（Ｓ），又由定义４可得ε≤１．

（２）当 Ｓ（Ｓ，Ａ）－Ｓ（Ｂ）＜０时，由式（１２）得Ｓ（Ｓ）Ｓ（Ｂ）＜１

－Ｓ（Ａ）Ｓ（Ｂ），由于Ｓ（Ｂ）＞Ｓ（Ａ），由定义４可得ε＜１．证毕

根据定理４的证明过程的（２），可得以下推论：
推论 １ 令 Ｐ是参与者集合，Γ是Ｐ上的存取结

构，Ｓ是秘密量子态．对于一个实现存取结构Γ的完善
量子秘密共享方案，如果存在一个非授权子集 Ｂ，有
Ｓ（Ｂ）－Ｓ（Ａ）＞Ｓ（Ｓ），其中非授权集 Ａ满足Ａ∪Ｂ∈Γ，
则该量子秘密共享方案是非理想的．

以下给出有关参与者人数至多为４的量子存取结
构的最优信息率．我们已将参与者人数为 ２、３、４的非
同构的共１３个量子存取结构列于表１中，表中的ε列
表示了实现每个存取结构的所有方案中信息率的最大

值．基于超图 ＧＨ 的存取结构的最优信息率记为

ε（Γ（ＧＨ））．设 Ｇ′Ｈ是ＧＨ的Ｗ－诱导子图，则由定义 ９
易知，如果存在一个实现Γ（ＧＨ）的量子秘密共享方案，
该方案也可实现Γ（Ｇ′Ｈ），所以有下面的引理：

引理２ 令 ＧＨ＝（Ｖ，Ｅ）是一个超图，ＷＶ且令
Ｇ′Ｈ 是 ＧＨ 的 Ｗ －诱 导 子 图．则 ε （Γ（ＧＨ））≤
ε（Γ（Ｇ′Ｈ））．

定理５ 假设Γ（ＧＨ）是一个参与者人数至多为 ４
的量子存取结构，如果Γ（ＧＨ）同构与表１中 ＃１，＃３，
＃４，＃１２，＃１３中的任何一个，则有ε（Γ（ＧＨ））＝１．
证明 此定理的证明就是理想的量子秘密共享方

案的构造过程，证明分为两部分：

（１）对于＃１和＃４，由于 ＃１是 ＃４的｛３｝－诱导子
图，由引理２可知，只需构造实现 ＃４对应的Γ（ＧＨ）＝
｛｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ３｝｝的理想方案．根据２．２介
绍的方案模型，有如下方案［５］．

设秘密量子态 Ｓ是一个三维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的量子

态，且ρＳ＝１／３∑
２

ｉ＝０
｜ｉ〉〈ｉ｜．为了进行共享分发，定义

一个保距映射 ＵＳ：ＣＣ３→ＣＣ３ＣＣ３ＣＣ３

ＵＳ：α｜０〉＋β｜１〉＋γ｜２〉→α（｜０００〉＋｜１１１〉＋｜２２２〉）

＋β（｜０１２〉＋｜１２０〉＋｜２０１〉）
＋γ（｜０２１〉＋｜１０２〉＋｜２１０〉）．

由 ＵＳ可诱导出一个完全正映射Λ＝ＩＵＳ．由于 Ｓ
是一个完全混合态，可利用辅助系统 Ｒ将其纯化，即

｜ＲＳ〉＝１／槡３∑
２

ｉ＝０
｜ｉ〉｜ｉ〉．令 Ａ＝Ｐ，则共享分发规

则如下，

｜ＲＡ〉＝（ＩＵＳ）｜ＲＳ〉

＝１３（｜００００〉＋｜０１１１〉＋｜０２２２〉＋｜１０１２〉＋｜１１２０〉

＋｜１２０１〉＋｜２０２１〉＋｜２１０２〉＋｜２２１０〉） （１３）
秘密恢复过程如下：

如对于前两个参与者，第一个参与者将其份额与

第二个参与者的模３求和后作为第二个参与者份额位
置上的向量，而后第二个参与者将此向量与第一个参

与者份额模３求和作为第一个参与者份额位置上的向
量，此时可得量子态（α｜０〉＋β｜１〉＋γ｜２〉）（｜００〉＋｜１２〉
＋｜２１〉）．
下面我们证明方案的完善性和理想性．
完善性：由引理１及式（１３）知，
（ⅰ）当 Ａ∈Γ，不妨设 Ａ＝｛１，２｝，根据式（３）得

４５９１ 电 子 学 报 ２０１４年



ρ
Ｃ１，２＝１９（｜００〉〈００｜＋｜１１〉〈１１｜＋｜２２〉〈２２｜

＋｜０１〉〈０１｜＋｜１２〉〈１２｜＋｜２０〉〈２０｜
＋｜０２〉〈０２｜＋｜１０〉〈１０｜＋｜２１〉〈２１｜）

以及ρ
Ｃ３＝１３（｜０〉〈０｜＋｜１〉〈１｜＋｜２〉〈２｜），

其中ρ
Ｃ１，２和ρ

Ｃ３分别表示三个参与者集合｛１，２，３｝中前
两个参与者的份额所在联合系统 Ｃ１，２的约化密度算子
和第三个参与者的份额所在系统 Ｃ３的约化密度算子．
由上述计算过程易知，系统 Ｃ１，２和 Ｃ３均处于最大纠缠
态，故 Ｓ（Ｃ１，２）＝ｌｏｇ２９＝２ｌｏｇ２３且 Ｓ（Ｒ，Ｃ１，２）＝Ｓ（Ｃ３）＝

ｌｏｇ２３．又ρＳ＝１／３∑
２

ｉ＝０
｜ｉ〉〈ｉ｜，则Ｓ（Ｒ）＝Ｓ（Ｓ）＝ｌｏｇ２３．

因此，Ｉ（Ｃ１，２：Ｒ）＝２Ｓ（Ｓ）＝２ｌｏｇ２３，即满足完善性中的重
构性要求．

（ⅱ）当 Ａ Γ，不妨设 Ａ＝｛１｝，根据式（３）得

ρ
ＲＣ１＝１３Ｉ３

１
３Ｉ３，其中 Ｉ３表示３阶单位阵．因此，

Ｉ（Ｃ１：Ｒ）＝０，即满足完善性中的安全性要求．
理想性：因为Ｓ（Ｃ１）＝Ｓ（Ｃ２）＝Ｓ（Ｃ３）＝ｌｏｇ２３，由定义

４知，ε＝
Ｓ（Ｓ）

ｍａｘＸ∈ＰＳ（Ｘ）
＝１，即ε＝１．

（２）对于＃３和＃１２，由于它们分别是（３，５）门限量
子存取结构的｛４，５｝－诱导子图和｛５｝－诱导子图，所以
根据引理２，构造出实现（３，５）门限量子存取结构的理
想方案即可．根据２．２介绍的方案模型，我们可构造如
下方案．

设秘密量子态 Ｓ是一个三维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间的量子

态，且ρＳ＝１／３∑
２

ｉ＝０
｜ｉ〉〈ｉ｜，为了进行共享分发，定义

一个保距映射 ＵＳ：ＣＣ３→ＣＣ３ＣＣ３ＣＣ３ＣＣ３ＣＣ３

ＵＳ：α｜０〉＋β｜１〉＋γ｜２〉→α（｜０１２０１〉＋｜１１１１１〉

＋｜０００００〉＋｜１２０１２〉＋｜２２２２２〉＋｜２１０２１〉＋｜２０１２０〉
＋｜１０２１０〉＋｜０２１０２〉）＋β（｜０２００２〉＋｜１２２１２〉＋｜０１１０１〉
＋｜１０１１０〉＋｜２００２０〉＋｜２１２２１〉＋｜２２１２２〉＋｜００２００〉
＋｜１１０１１〉）＋γ（｜００１００〉＋｜１００１０〉＋｜２１１２１〉＋｜２２０２２〉
＋｜０１００１〉＋｜０２２０２〉＋｜１１２１１〉＋｜２０２２０〉＋｜１２１０１〉）．
由 ＵＳ可诱导出一个完全正映射Λ＝ＩＵＳ．由于 Ｓ

是一个完全混合态，可利用辅助系统 Ｒ将其纯化，即

｜ＲＳ〉＝１／槡３∑
２

ｉ＝０
｜ｉ〉｜ｉ〉．令 Ａ＝Ｐ，则共享分发规

则如下，

｜ＲＡ〉＝（ＩＵＳ）｜ＲＳ〉

＝ １
槡２７
（｜００１２０１〉＋｜０１１１１１〉＋｜００００００〉＋｜０１２０１２〉

＋｜０２２２２２〉＋｜０２１０２１〉＋｜０２０１２０〉＋｜０１０２１０〉
＋｜００２１０２〉＋｜１０２００２〉＋｜１１２２１２〉＋｜１０１１０１〉
＋｜１１０１１０〉＋｜１２００２０〉＋｜１２１２２１〉＋｜１２２１２２〉
＋｜１００２００〉＋｜１１１０１１〉＋｜２００１００〉＋｜２１００１０〉

＋｜２２１１２１〉＋｜２２２０２２〉＋｜２０１００１〉＋｜２０２２０２〉
＋｜２１１２１１〉＋｜２２０２２０〉＋｜２１２１０１〉） （１４）
秘密恢复过程与＃３类似，下面证明此方案的完善

性和理想性．
完善性：由引理１及式（１４）知，
（ⅰ）当 Ａ∈Γ，不妨设 Ａ＝｛１，２，３｝，根据式（３）得

ρ
Ｒ１，２，３＝

Ｉ２７×２７
２７，且

ρ
Ｒ４，５＝１９（｜００〉〈００｜＋｜１１〉〈１１｜＋｜２２〉〈２２｜

＋｜０１〉〈０１｜＋｜１２〉〈１２｜＋｜２０〉〈２０｜
＋｜０２〉〈０２｜＋｜１０〉〈１０｜＋｜２１〉〈２１｜）．
由上述计算过程易知，系统Ｒ１，２，３和Ｒ４，５均处于最

大纠缠态，故 Ｓ（Ｒ１，２，３）＝ｌｏｇ２２７＝３ｌｏｇ２３．且 Ｓ（Ｒ，Ｒ１，２，３）

＝Ｓ（Ｒ４，５）＝ｌｏｇ２９＝２ｌｏｇ２３．又ρＳ＝１／３∑
２

ｉ＝０
｜ｉ〉〈ｉ｜，则

Ｓ（Ｒ）＝Ｓ（Ｓ）＝ｌｏｇ２３．
因此，Ｉ（Ｒ１，２，３：Ｒ）＝２Ｓ（Ｓ）＝２ｌｏｇ２３，即满足完善性

中的重构性要求．
（ⅱ）当 Ａ Γ，不妨设 Ａ＝｛１，２｝，根据式（３）得

ρ
ＲＲ１，２＝１３Ｉ３

１
３Ｉ９，其中 Ｉ３表示 ３阶单位阵．因此，

Ｉ（Ｒ１，２：Ｒ）＝０，即满足完善性中的安全性要求．
理想性：因为 Ｓ（Ｒｉ）＝ｌｏｇ２３（１≤ｉ≤５），由定义 ４

知，ε＝
Ｓ（Ｓ）

ｍａｘＸ∈ＰＳ（Ｘ）
＝１，即ε＝１．

＃１３相关结论可采用类似方法证明． 证毕

以下讨论＃２，＃５，＃６，＃７，＃８的最优信息率的
上界．为了得到相关结论，首先引入存取结构的纯化这
一概念．

定义１０［５］ 设Γ是Ｐ＝｛１，２，…，ｎ｝上的存取结
构，Γ是Ｐ′＝｛１，２，…，ｎ，ｎ＋１｝上的存取结构．如果满
足Γ＝Γ∪｛Ａ∪｛ｎ＋１｝｜Ａ Γ，Ｐ＼Ａ Γ｝，则称Γ

为Γ的纯化．
引理３ 令 Ａ，Ｂ是任意两个授权集且Ａ∩Ｂ是非

授权集，则有

Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｂ）Ｓ（Ａ∪Ｂ）＋Ｓ（Ａ∩Ｂ）＋２Ｓ（Ｓ）（１５）
证明 由定理３知，若 Ａ，Ｂ∈Γ，则
Ｓ（Ａ）＝Ｓ（Ａ∪Ｓ）＋Ｓ（Ｓ），Ｓ（Ｂ）＝Ｓ（Ｂ∪Ｓ）＋Ｓ（Ｓ）

（１６）
故有 Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｂ）＝Ｓ（Ａ∪Ｂ）＋Ｓ（Ｂ∪Ｓ）＋２Ｓ（Ｓ），
由强次可加性知，

Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｂ）Ｓ（Ａ∪Ｂ∪Ｓ）＋Ｓ（（Ａ∩Ｂ）∪Ｓ）
＋２Ｓ（Ｓ），
再由定理３得

Ｓ（Ａ）＋Ｓ（Ｂ）Ｓ（Ａ∪Ｂ）＋Ｓ（Ａ∩Ｂ）＋２Ｓ（Ｓ）．证毕
定理６ 假设Γ（ＧＨ）是一个参与者人数至多为 ４
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的量子存取结构，如果Γ（ＧＨ）同构与表１中＃２，＃８中
的任何一个，则有ε（Γ（ＧＨ））≤３／４．

证明 因为＃２是＃８的｛４｝－诱导子图，由引理２
知，只需证明对于＃２定理成立．由于＃２对应的Γ（ＧＨ）
＝｛｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝｝，则

Γ（ＧＨ）＝｛｛Ｐ１，Ｐ２｝，｛Ｐ２，Ｐ３｝，｛Ｐ１，Ｐ３，ｐ｝，｛Ｐ２，

ｐ｝｝．由式（１５）可知
Ｓ（１，２）＋Ｓ（２，３）Ｓ（１，２，３）＋Ｓ（２）＋２Ｓ（Ｓ），

由次可加性得

Ｓ（１）＋Ｓ（２）＋Ｓ（３）Ｓ（１，２，３）＋２Ｓ（Ｓ） （１７）
由式（８）得，若 Ａ∈Γ，则 Ｉ（Ａ：Ｒ）＝２Ｓ（Ｓ），即
Ｓ（Ａ）＝Ｓ（Ａ，Ｒ）＋Ｓ（Ｓ），所以有

Ｓ（１，２，３）＝Ｓ（ｐ）＋Ｓ（Ｓ）２Ｓ（Ｓ） （１８）
将式（１８）代入式（１７）得

Ｓ（１）＋Ｓ（２）＋Ｓ（３）４Ｓ（Ｓ），

因此 ε＝
Ｓ（Ｓ）

ｍａｘＸ∈ＰＳ（Ｘ）
≤
Ｓ（Ｓ）
４／３Ｓ（Ｘ）＝

３
４． 证毕

定理７ 假设Γ（ＧＨ）是一个参与者人数至多为 ４
的量子存取结构，如果Γ（ＧＨ）同构与表１中 ＃５，＃６，
＃７中的任何一个，则有ε（Γ（ＧＨ））≤２／３．
证明过程与定理６类似．

５ 结论

本文针对量子存取结构的最优信息率进行了研

究．利用超图相关理论，给出了量子存取结构的另一种
刻画．这一刻画不仅可以较快地确定非同构的量子存
取结构，而且依据超图的特性更有利于计算实现给定

存取结构的量子秘密共享方案的最优信息率．同时，借
助量子熵，对量子秘密共享方案的完善性给出了形式

上类似经典方案的完善性的定义，并基于此定义证明

任意完善的量子秘密共享方案的最优信息率不超过１．
最后，讨论了参与者人数不超过４的所有量子存取结构
的最优信息率．针对参与者人数更多情况下的方案的
最优信息率的计算将是我们今后的研究工作．
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