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摘 要： 本文定义了量子线性时间属性，包括量子安全性，量子不变性，讨论了它们的关系和性质．结合测量一
次、测量多次的单向量子有穷自动机，构建了两类乘积量子马尔可夫链，提出了基于自动机技术的量子正则安全性检

测方法．通过验证乘积量子马尔可夫链的可达终状态来判断量子正则安全性的可满足性，并给出了可满足性的概率计
算公式．作为应用，分析了广义量子ｌｏｏｐ程序，将程序终止归结为验证量子正则安全性的可满足性．
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１ 引言

量子计算起源于量子力学和计算机科学，是一门发

展２０多年的新兴交叉学科．一旦量子计算机研制成功，
量子软件的开发将成为实现量子计算机功能的核心，而

量子程序设计的理论和实现则是其中一项重要的课题．
程序验证是保证程序正确性的关键技术，模型检测则是

验证的理论方法［１］．对于量子通信协议、量子程序等量
子系统，研究它们的属性检测技术是有意义的［２～７］．文
献［２～５］研究了量子通信协议的模型检测器，给出了量
子计算树逻辑的检测算法．文献［５］介绍了在 Ｅｘｏｇｅｎｏｕｓ

环境下，构造量子计算树逻辑并提出了检测算法．文献
［６］利用量子自动机对量子系统进行建模，用 Ｈｉｌｂｅｒｔ的
闭子空间表示原子命题，建立了量子线性时间属性，提

出了基于自动机的属性检测算法．
量子马尔可夫链用来描述量子系统的动态演

化［８，９］，其中量子游走是一类特殊的量子马尔可夫链，

已经成功应用于设计和分析量子算法［１０］．文献［１１］定
义了量子马尔可夫链，它适合于量子密钥协议等，其中

量子效应被编码为超算子用来标签状态转移，状态采用

经典逻辑来刻画，最后提出了检测算法．该量子马尔可
夫链的模型检测是概率计算树逻辑的量子推广．文献
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［１２］利用 Ｂｏｔｔｏｍ强连通分支（ＢＳＣＣ）和算子渐近平均值
提出了计算量子马尔可夫链的可达性、重复可达性、一

致可达性概率的方法．目前量子马尔可夫链线性时间
属性还未得到充分研究，特别是量子安全性和量子不

变性的检测，开展这方面工作是有意义的．借助于量子
自动机技术，本文研究了量子正则安全性的检测．

２ 基本概念

设一个由有穷量子比特所构成的量子命题变元集

ｑＢ＝｛ｑｂ１，ｑｂ２，…，ｑｂｎ｝，给定一个由赋值集 ２ｑＢ张成的
Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 ＨｑＢ：＝ｓｐａｎ｛｜ｖ〉｜ｖ∈２ｑＢ｝．ｑＢ上的任意一
个子集Ａ都有惟一基向量与之一一对应，当 ｑｂ∈Ａ时，
赋值为真；当 ｑｂ Ａ时，赋值为假．对于任意一个 ｖ∈
２ｑＢ，引入一个量子命题公式短语φｖ，该短语是由量子命
题和否定量子命题的合取来表示．每个短语φｖ与２

ｑＢ中

的元素一一对应．进一步任意 Ｘ２ｑＢ，给定一个量子析
取范式ΦＸ，它由短语析取构成量子命题公式∨φｖ，其中
ｖ∈Ｘ．令 ＡＰ＝｛φｖ｜ｖ∈２

ｑＢ｝，２ＡＰ＝｛ΦＸ｜Ｘ２ｑＢ｝．
相关量子计算和模型检测的概念和符号规定详见

文献［１，１３］．

３ 量子马尔可夫链及线性时间属性

设ρ∈Ｄ（ＨｑＢ）表示 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间上的所有密度算子
的集合．

定义１ 一个量子马尔可夫链（简写为 ＱＭＣ）是一
个五元组 Ｍ＝＜ＨｑＢ，ε，ｌｉｎｉｔ，ＡＰ，Ｌ＞，其中：（１）ε是量
子运算；（２）ｌｉｎｉｔＨｑＢ是量子初态的子空间；（３）Ｌ：Ｄ
（ＨｑＢ）→２ＡＰ称为标签函数．

设任意ρ∈Ｄ（ＨｑＢ），Ｌ（ρ）∈２
ＡＰ使得ｓｕｐｐ（ρ）＝ｓｐａｎ

｛Ｌ（ρ）｝，其中 ｓｕｐｐ（ρ）表示密度算子ρ的非零特征值对
应的特征向量生成的本征空间．

设任意ρ，ρ
′∈Ｄ（ＨｑＢ），若 ｓｕｐｐ（ρ

′）ｓｕｐｐ（ε（ρ）），
则称ρ可达ρ

′，记为ρ→ρ
′．π＝ρ０→ρ１→…表示为从量

子初态ρ０出发的一条无穷路径，^π＝ρ０→ρ１→… →ρｎ
表示为从量子初态ρ０出发的一条有穷路径．Ｐａｔｈｓ（ρ０）
（ （ρ０））是所有从ρ０出发的无穷（有穷）路径集合．
任意π∈Ｐａｔｈｓ（ρ０），迹 ｔｒａｃｅ（π）＝Ｌ（ρ０）Ｌ（ρ１）…，类似
有 ｔｒａｃｅ（^π）；从ρ０出发所有无穷、有穷迹记为：Ｔｒａｃｅｓ
（ρ０）＝ ∪

π∈Ｐａｔｈｓ（ρ０）
｛ｔｒａｃｅ（π）｝，Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ０）＝ ∪

π^∈Ｐａｔｈｓ（ρ０）
｛ｔｒａｃｅ

（^π）｝．（２ＡＰ）、（２ＡＰ）ω 表示所有的有穷迹、无穷迹的集
合．

定义２ 若 Ｐ是（２ＡＰ）ω的一个子集，则称 Ｐ是一
个量子线性时间属性．

若任意σ＝Ｘ１Ｘ２…∈Ｐ，则称σ^＝Ｘ１Ｘ２…Ｘｎ为σ的
一个前缀．σ所有前缀记为 Ｐｒｅｆ（σ），Ｐ所有前缀集

Ｐｒｅｆ（Ｐ）＝∪
σ∈Ｐ
Ｐｒｅｆ（σ）．任意σ^＝Ｘ１Ｘ２…Ｘｎ∈Ｐｒｅｆ（σ），^σ

的闭集为ｃｌｏｓｕｒｅ（^σ）＝｛Ｘ′１Ｘ′２…Ｘ′ｎ｜Ｘ′ｉＸｉ，ｉ∈｛１，２，
…，ｎ｝｝；Ｐｒｅｆ（σ）的闭集为 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（σ））＝ ∪

σ^∈Ｐｒｅｆ（σ）
ｃｌｏ

ｓｕｒｅ（^σ）；Ｐｒｅｆ（Ｐ）的闭集为 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（Ｐ））＝∪
σ∈Ｐ
ｃｌｏｓｕｒｅ

（Ｐｒｅｆ（σ））；σ的闭集为 ｃｌｏｓｕｒｅ（σ）＝｛σ′∈（２ＡＰ）ω｜Ｐｒｅｆ
（σ
′） ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（σ））｝；Ｐ的闭集为 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐ）
＝∪
σ∈Ｐ
ｃｌｏｓｕｒｅ（σ）．
设任意一个量子初态ρ∈Ｄ（ＨｑＢ）和一个量子线性

时间属性 Ｐ，若 Ｔｒａｃｅｓ（ρ）Ｐ，则称ρ逻辑可满足Ｐ，记
为ρ｜＝Ｐ．

定义 ３ 若存在一个子空间 ＸＨｑＢ使得 Ｐｉｎｖ＝
｛Ｘ０Ｘ１…∈（２ＡＰ）ω｝｜ｉ０，ＸｉＸ｝，则称量子线性时
间属性 Ｐｉｎｖ是一个量子不变性，Ｘ称为量子线性时间属
性Ｐｉｎｖ的不变性条件．

定义４ 设 Ｐｓａｆｅ（２ＡＰ）ω，对于任意的σ∈（２ＡＰ）ω ＼
Ｐｓａｆｅ，若存在一个σ的前缀σ^使得Ｐｓａｆｅ∩｛σ′∈（２ＡＰ）ω｝｜^σ
∈ｃｌｏｓｕｒｅ（^σ′）｝＝ ，则称量子线性时间属性 Ｐｓａｆｅ是一
个量子安全性，^σ为Ｐｓａｆｅ一个坏前缀．

所有坏前缀集记为 ＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ），所有长度最短
坏前缀集记为 ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）．若σ^为Ｐｓａｆｅ的坏前缀，则
ｃｌｏｓｕｒｅ（^σ）ＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）．
引理 １ 设 Ｐｓａｆｅ是一个量子线性时间属性，那么

Ｐｓａｆｅ是一个量子安全性当且仅当ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）＝Ｐｓａｆｅ．
证明 充分性．由于 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）＝Ｐｓａｆｅ，对任意σ

∈（２ＡＰ）ω ＼Ｐｓａｆｅ，有σＰｓａｆｅ，故σ ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）．任意

σ
′∈Ｐｓａｆｅ，不存在一个σ^∈Ｐｒｅｆ（σ）使得σ^′∈ｃｌｏｓｕｒｅ（^σ），
所以 Ｐｓａｆｅ是一个量子安全性．

必要性 Ｐｓａｆｅ是量子安全性及Ｐｓａｆｅｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ），
可知当 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）＝Ｐｓａｆｅ成立，则有 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）
Ｐｓａｆｅ．采用反证法．假设存在σ∈ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）＼Ｐｓａｆｅ，因

Ｐｓａｆｅ是一个量子安全性，所以存在σ^∈Ｐｒｅｆ（σ）使得σ^∈
ＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）和 ｃｌｏｓｕｒｅ（^σ）∈ＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）．因为σ∈
ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ），有 Ｐｒｅｆ（σ）∈ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ））成立，所
以 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（σ））∈ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）），即 ｃｌｏｓｕｒｅ（^σ）

∈ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）），故 ＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）∩Ｐｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）≠
和 ＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）∩ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ））≠ ．产生矛

盾．上式 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）Ｐｓａｆｅ成立．故结论成立．
定理１ρ｜＝Ｐｓａｆｅ当且仅当Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ）∩ＭＢａｄＰｒｅｆ

（Ｐｓａｆｅ）＝ ．
证明 充分性．采用反证法．如果 Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ）∩

ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）＝ 成立，而ρ｜≠Ｐｓａｆｅ，也就是 Ｔｒａｃｅｓ
（ρ）Ｐｓａｆｅ，则存在σ∈Ｔｒａｃｅｓ（ρ）且σ Ｐｓａｆｅ，因而σ^∈
ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）和σ^∈ Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ），故 Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ）∩
ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）≠ ．因而产生矛盾，则 Ｔｒａｃｅｓ（ρ）
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Ｐｓａｆｅ，即ρ｜＝Ｐｓａｆｅ．
必要性 反证法．如果ρ｜＝Ｐｓａｆｅ成立，而 Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ

（ρ）∩ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）≠ ，那么存在σ^∈ＭＢａｄＰｒｅｆ
（Ｐｓａｆｅ）且σ^∈Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ）；进一步存在一个σ使得σ∈
Ｔｒａｃｅｓ（ρ）和σ ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ），ρ｜≠ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）．根据
引理１得 ｃｌｏｓｕｒｅ（Ｐｓａｆｅ）＝Ｐｓａｆｅ，所以ρ｜≠Ｐｓａｆｅ．这与假设
相矛盾，则 Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ）∩ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）＝ 成立．

定理２ 设 Ｐｉｎｖ是一个量子不变性，那么 Ｐｉｎｖ是一
个量子安全性．

４ 量子正则安全性及其模型检测

４１ 量子有穷自动机与量子正则安全性

经典马尔可夫链的安全性检测是基于自动机技

术，可将这一思想运用到量子马尔可夫链的安全性检

测．首先给出量子有穷自动机［１４－１６］，将所有坏前缀能
被量子有穷自动机接受的量子安全性称为量子正则安

全性；其次构造出乘积量子马尔可夫链；最后研究了量

子正则安全性的可满足性与乘积量子马尔可夫链可达

空间的关系．
４．１．１ 测量多次的单向量子有穷自动机

定义５［１５，１６］ 测量多次的单向量子有穷自动机是

一个五元组ＭＭ１ＱＦＡ
Ａ＝＜Ｑ，Σ，Δ，｜ｑ０〉；Ｑａｃｃ，Ｑｒｅｊ，＃，＄＞，

其中（１）Ｑ为有穷状态集；（２）Σ 为有穷输入字母表，
＃、＄ Σ分别是开始标记符和结束标记符，记Γ＝Σ
∪｛＃，＄｝；（３）Ｑａｃｃ，ＱｒｅｊＱ（Ｑａｃｃ∩Ｑｒｅｊ＝φ）分别是接受
状态集和拒绝状态集，统称为终止状态集；（４）Δ：Γ→Ｕ
是状态转移函数；（５）｜ｑ０〉（ｑ０∈Ｑ）是量子初态．

｜Ｑ｜＝ｎ表示自动机Ａ有ｎ个状态．在任意时刻自
动机所处的状态均以叠加态形式出现．称 Ｑｎｏｎ＝Ｑ＼
（Ｑａｃｃ∪Ｑｒｅｊ）为非终止状态集．状态转移函数Δ：Γ→Ｕ，
它对任意ω∈Γ指定一个酉矩阵Δ（ω），即ω∈Γ，
Δ（ω）∈Ｕ是一个酉矩阵Ｕω．设 ＨＡ是一个 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，
令 ＨＡ＝ＥＡａｃｃＥＡｒｅｊＥＡｎｏｎ，其中接受本征空间 ＥＡａｃｃ＝ｓｐａｎ
｛｜ｑ〉｜ｑ∈Ｑａｃｃ｝，拒绝本征空间 ＥＡｒｅｊ＝ｓｐａｎ｛｜ｑ〉｜ｑ∈
Ｑｒｅｊ｝，非终止本征空间 ＥＡｎｏｎ＝ＥＡａｃｃＥＡｒｅｊ是ＥＡａｃｃＥＡｒｅｊ的正
交补．设 ｘ∈｛ＥＡａｃｃ，ＥＡｒｅｊ，ＥＡｎｏｎ｝，ＰＡｘ表示到特征值为ａｃｃ，
ｒｅｊ，ｎｏｎ的接受本征空间 ＥＡｘ的投影算子．Ｏ＝｛ＰＥＡａｃｃ，
ＰＥＡｒｅｊ，ＰＥ

Ａ
ｎｏｎ
｝表示可观测量．

设一个状态转移函数Δ和一个线性算子δ：Ｑ×Γ
×Ｑ→Ｃ［０，１］，任意 ｘ∈Γ，Δ（ｘ）｜ｑ〉＝∑

ｑ′∈Ｑ
δ（ｑ，ｘ，ｑ′）｜

ｑ′〉＝ ∑
｜ｑ
′
〉∈Ｅ

Ａ
ａｃｃ

δ（ｑ，ｘ，ｑ′）｜ｑ′〉＋∑
｜ｑ
′
〉∈Ｅ

Ａ
ｒｅｊ

δ（ｑ，ｘ，ｑ′）｜ｑ′〉＋

∑
｜ｑ
′
〉∈Ｅ

Ａ
ｎｏｎ

δ（ｑ，ｘ，ｑ′）｜ｑ′〉，δ（ｑ，ｘ，ｑ′）是｜ｑ′〉的概率振幅．

给定一个初态 ｑ０和输入字符串 ＃ω１ω２…ωｎ＄∈Σ．
ＭＭ１ＱＦＡ从量子初态｜ｑ０〉（或ρ０＝｜ｑ０〉〈ｑ０｜）出发，将

Δ＃作用在量子态ρ０，得到变换后量子态ρ１＝Ｕ＃ρ０Ｕ

＃，

接着 Ｏ作用在ρ１上，以概率 ｔｒ（ＰＥＡｉρ１）得到测量结果

ｉ∈｛ａｃｃ，ｒｅｊ，ｎｏｎ｝且量子态演化为ρ
′
１＝ＰＥＡｉρ１（ＰＥ

Ａ
ｉ
）／ｔｒ

（ＰＥＡｉρ１）．假如 ｉ＝ａｃｃ，那么字符＃被自动机接受；假如 ｉ
＝ｒｅｊ，那么字符＃被自动机拒绝；假如 ｊ＝ｎｏｎ，那么经
过正规化后的量子态ρ

′
１进一步使用酉变换Δω１，得到量

子态为ρ２＝Ｕω１Ｕ＃ρ
′
１（Ｕω１Ｕ＃）

，再进行 Ｏ的测量计算，

得到量子态ρ
′
２＝ＰＥＡｉρ１（ＰＥ

Ａ
ｉ
）／ｔｒ（ＰＥＡｉρ１）．重复该计算过

程，每次酉变换后都进行一次测量．可知当且仅当量子
态属于 ＥＡｎｏｎ时，继续下一步计算．整个非终止计算过程
可表示为：^Ｕ＄Ｕ^ωｎ…Ｕ^ω１Ｕ^＃｜ｑ０〉，其中 Ｕ^ωｉ＝ＰｘｉＵωｉ，ｘｉ∈
｛ＥＡａｃｃ，ＥＡｒｅｊ，Ｅ

Ａ
ｎ }ｏｎ ，ｉ∈｛１，２，…，ｎ｝．

定义６ 测量多次的单向量子有穷自动机所接受

语言称为ＭＭ１量子正则语言，称坏前缀被 ＭＭ１量子
自动机接受的量子安全性 Ｐｓａｆｅ为 ＭＭ１量子正则安全
性．
４．１．２ 测量一次的单向量子有穷自动机

定义７［１５，１６］ 测量一次的单向量子有穷自动机是

一个五元组ＭＯ１ＱＦＡ
Ａ＝＜Ｑ，Σ，Δ，ｑ０，Ｑａｃｃ＞，

其中（１）Ｑ为有穷状态集，｜Ｑ｜＝ｎ表示ｎ个状态；（２）Σ
为有穷输入字母表；（３）Δ：Σ→Ｕ是任意ω∈Σ指定一
个酉矩阵Δ（ω）；（４）｜ｑ０〉（ｑ０∈Ｑ）是量子初态；（５）Ｑａｃｃ
Ｑ是接受状态集．

称 Ｑｒｅｊ＝Ｑ＼Ｑａｃｃ为拒绝状态集；ＥＡａｃｃ＝ｓｐａｎ｛｜ｑｉ〉｜ｑｉ
∈Ｑａｃｃ｝，ＥＡｒｅｊ＝ｓｐａｎ｛｜ｑｉ〉｜ｑｉ∈Ｑｒｅｊ｝分别表示接受本征空
间和拒绝本征空间．设 ＨＡ是一个Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，ＨＡ＝ＥＡａｃｃ
ＥＡｒｅｊ，｛｜ｑｉ〉｜ｑｉ∈Ｑ｝是 ＨＡ的一组标准正交基．根据量
子力学假设，量子有穷自动机在任意 ｔ时刻所处的状态

以叠加态形式出现：｜ψ〉ｔ＝∑
ｉ
ａｉ｜ｑｉ〉，对应密度算子

表示为ρｔ＝∑
ｉ
｜ａｉ｜２｜ｑｉ〉〈ｑｉ｜，其中∑

ｉ
｜ａｉ｜２＝１．

设一个测量一次的单向量子有穷自动机，给定输

入字符串ω＝ω１ω２…ωｎ∈Σ，自动机从量子初态｜ｑ０〉
（ρ０＝｜ｑ０〉〈ｑ０｜）出发．在第 ｉ步计算过程中，自动机读
入字符ωｉ，通过酉变换 Ｕωｉ＝Δ（ωｉ），密度算子ρｉ－１发生
演化．记 Ｕω表示自动机读入字符串ω后使量子态发生
演化的酉变换，即 Ｕω＝ＵωｎＵωｎ－１…Ｕω１．自动机读完该字

符串后，得到量子终态ρｎ＝Ｕω｜ｑ０〉〈ｑ０｜Ｕ

ω．将 Ｕω｜ｑ０〉

〈ｑ０｜Ｕω 记号为ηω（ρ０）．该字符串被接受的概率为 ｔｒ
（ＰＥＡａｃｃＵωρ０Ｕ


ω
），其中 ＰＥＡａｃｃ是本征空间Ｅ

Ａ
ａｃｃ上的投影算子．

定义８ 测量一次的单向量子有穷自动机所接受的
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语言称为ＭＯ１量子正则语言，称坏前缀被ＭＯ１量子自
动机接受的量子安全性 Ｐｓａｆｅ是ＭＯ１量子正则安全性．
４２ 量子正则安全性模型检测

给定一个量子马尔可夫链 Ｍ＝＜ＨｑＢ，ε，ｌｉｎｉｔ，ＡＰ，Ｌ
＞和ＭＭ１（或ＭＯ１）量子正则安全性 Ｐｓａｆｅ，下面给出从
量子初态出发 ＭＭ１（ＭＯ１）量子正则安全性 Ｐｓａｆｅ可满
足性的检测方法．
４．２．１ ＭＭ１量子正则安全性模型检测

定义９ 设 Ｍ＝＜ＨｑＢ，ε，ｌｉｎｉｔ，ｑＢ，Ｌ＞是一个量子
马尔可夫链，Ａ＝＜Ｑ，Σ，Δ，｜ｑ０〉；Ｑａｃｃ，Ｑｒｅｊ，＃，＄＞是
一个测量多次的单向量子有穷自动机，ＭＭ１乘积量子
马尔可夫链定义为：

ＭＡ＝＜Ｈ′ｑＢ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞．
其中：（１）Ｈ′ｑＢ＝ＨｑＢＨＡ．

（２）ｌ′ｉｎｉｔ＝ｌｉｎｉｔ ∨
ρ
Ｍ
０∈ｌｉｎｉｔ

ｓｕｐｐ（ＵＬ（ε（ρＭ０））｜ｑ０〉〈ｑ０｜

（ＵＬ（ε（ρＭ０）））
）．

（３）ρ
Ｍ∈ Ｄ（ＨｑＢ），ρ

Ａ∈ Ｄ（ＨＡ），ｓｕｃｃ（ρ
Ａ，Ｌ（ε

（ρ
Ｍ）））是ρ

Ａ的后继，

ε
′（ρ

Ｍρ
Ａ）

＝ε
（ρ
Ｍ）η

′（ρ
Ａ）， ｓｕｃｃ（ρ

Ａ，Ｌ（ε（ρ
Ｍ）））≠

０{ ， 其他
，

η
′（ρ

Ａ）＝ηＬ（ε（ρＭ））（ρ
Ａ）＝（ＰＡｘＵω）ρ

Ａ（ＰＡｘＵω）
，ω＝

Ｌ（ε（ρ
Ｍ）），ｘ∈｛ＥＡａｃｃ，ＥＡｒｅｊ，ＥＡｎｏｎ｝．
（４）ａｃｃｅｐｔ表示本征空间ＥＭＡａｃｃｅｐｔ对应的特征值，其中

ＥＭＡａｃｃｅｐｔ＝ｓｕｐｐ（｛ρ
Ｍρ

Ａ｜Ｌ′（ρ
Ｍρ

Ａ）＝｛ａｃｃｅｐｔ｝，ρ
Ａ∈

ＥＡａｃｃ｝）．
（５）若ρ

Ａ∈ＥＡａｃｃ，Ｌ′（ρ
Ｍρ

Ａ）＝｛ａｃｃｅｐｔ｝；否则 Ｌ′（ρ
Ｍ

ρ
Ａ）＝ ．
ε
′＝εη

′是一个量子运算，ＥＭＡａｃｃｅｐｔ为两个本征空间

的张量积ＥＭＡａｃｃｅｐｔ＝ＩＭＥＡａｃｃ，ＰＥＭＡａｃｃｅｐｔ
＝ＩＭＰＥＡａｃｃ表示到特征

值为ａｃｃｅｐｔ的本征空间ＥＭＡａｃｃｅｐｔ的投影算子．
定义１０ 设一个乘积马尔可夫链 ＭＡ＝＜ＨｑＢ

Ｑ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞，定义量子转移算子珓ε′如下：
珓ε′＝（ＩＭＩＡ）（ＩＭＰＥＡａｃｃ）＋（εη

′）

（ＩＭＰＥＡｒｅｊ）＋（εη
′）（ＩＭＰＥＡｎｏｎ）

珓ε′解释如下：通过可观测量 Ｏ的测量，量子自动机
所处的量子态ρ

Ａ
ｉ－１将以一定的概率进入其中一个的本

征空间 ＥＡａｃｃ，ＥＡｒｅｊ，ＥＡｎｏｎ，量子态演化为（ρ
Ａ
ｉ－１）

′．如果
（ρ
Ａ
ｉ－１）

′∈ ＥＡａｃｃ，读入字符将被量子自动机所接受并且用
ＩＡ表示量子自动机进入下一步计算，同时对应在量子
马尔可夫链中用 ＩＭ表示量子态演化为吸收态；如果
（ρ
Ａ
ｉ－１）

′∈ＥＡｒｅｊ，读入字符将被拒绝，计算过程将中止，用
算子Ο表示量子自动机计算中止；如果（ρ

Ａ
ｉ－１）

′∈ＥＡｎｏｎ，

量子自动机将继续计算，同时量子马尔可夫链中的量

子态也将进一步演化．
当（ρ

Ａ
ｉ－１）

′∈ＥＡａｃｃ，量子转移算子珓ε′简化为：
（ＩＭＩＡ）（ＩＭＰＥＭａｃｃ）＋（εη

′）（ＩＭＰＥＡｎｏｎ）

设 ＭＡ＝＜ＨｑＢＱ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞，ρ
Ｍ
０

ρ
Ａ
１∈ ｌ′ｉｎｉｔ，其 中 ρ

Ａ
１ ＝（ＰＥＡｎｏｎ ＵＬ（ε（ρ

Ｍ
０
）））｜ｑ０〉〈ｑ０ ｜

（ＰＥＡｎｏｎＵＬ（ε（ρ
Ｍ
０
）））
，从ρ

Ｍ
０ρ

Ａ
１出发到达可达空间 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ的

概率按下式计算：

ＰｒＭＡ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１｜＝◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）＝ｔｒ（ＰＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１））

其中：（１）珓ε′＝（ＩＭＩＡ）（ＩＭＰＥＡａｃｃ）＋（εη
′）（ＩＭ

ＰＥＡｎｏｎ）；（２）珓ε
′ｉ＝珓ε′ｉ－１珓ε′，量子转移算子的渐近平均值

珓ε′∞＝ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１

珓ε′ｎ；（３）可达空间 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ具有不变性，

ｔｒ（Ｐ
ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′ｉ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１））单调增加；（４）ｌｉｍ

ｉ→∞
ｔｒ（Ｐ

ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′ｉ（ρ
Ｍ
０

ρ
Ａ
１））＝ｔｒ（ＰＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１））

［１２］．

定理 ３ ＰｒＭ（ρ
Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ）＝ＰｒＭＡ（ρ

Ｍ
０ρ

Ａ
１

◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）＝１－ＰｒＭＡ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１ ◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ），其中ρ

Ａ
１＝

（Ｐ
Ｅ
Ａ
ｎｏｎ

ＵＬ（ε（ρＭ０）））｜ｑ０〉〈ｑ０｜（ＰＥＡｎｏｎ
ＵＬ（ε（ρＭ０）））

．

证明 由于ρ
Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ当且仅当 Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ

Ｍ
０）∩

ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）＝ ，故π^＝ρ
Ｍ
０→ρ

Ｍ
１→…→ρ

Ｍ
ｎ－１使得

ｓｕｐｐ（ρ
Ｍ）ｌｉｎｉｔ，且σ^＝Ｌ（^π）＝Ｌ（ρ

Ｍ
０）Ｌ（ρ

Ｍ
１）…Ｌ（ρ

Ｍ
ｎ－１）

ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）＝Ｌ（Ａ）．Ｌ（Ａ）是被 ＭＭ１ＱＦＡ所接
受的．

对于乘积量子马尔可夫链 ＭＡ，存在一个状态序

列ρ
Ａ
０，ρ

Ａ
１，…，ρ

Ａ
ｎ∈ＨＡ使得ρ

Ａ
０

ＰＥＡｎｏｎＵＬ（ρ
Ｍ
０）

→＃ ρ
Ａ
１

Ｐｘ１ＵＬ（ρ
Ｍ
１）

ω
→

１
ρ
Ａ
２

…
Ｐｘｎ－１ＵＬ（ρ

Ｍ
ｎ－１）

ωｎ
→

－１
ρ
Ａ
ｎ，其中ωｉ＝Ｌ（ρｉ），ｘｉ∈｛Ｅ

Ａ
ａｃｃ，ＥＡｒｅｊ，

ＥＡｎｏｎ｝，ｉ∈｛０，１，…，ｎ－１｝．由于ρ
Ａ
ｎ ＥＡａｃｃ，则 ＃ω１…

ωｎ－１是不被自动机所接受的．对于ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１→ρ

Ｍ
１ρ

Ａ
２→

ρ
Ｍ
２ρ

Ａ
３…→ρ

Ｍ
ｎ－１ρ

Ａ
ｎ，Ｌ′（ρ

Ｍ
ｎ－１ρ

Ａ
ｎ）≠｛ａｃｃｅｐｔ｝，ρ

Ｍ
ｎ－１

ρ
Ａ
ｎ ＥＭＡａｃｃｅｐｔ，即ρ

Ｍ
０ρ

Ａ
１｜≠◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ．故ＰｒＭ（ρ

Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ）

＝ＰｒＭＡ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１ ◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）＝１－ＰｒＭＡ（ρ

Ｍ
０ρ

Ａ
１

◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）．结论成立．
该定理表明计算从量子初态出发的量子正则安全性

的可满足概率可以等价归结为求乘积量子马尔可夫链的

可达空间的概率．再根据量子态的Ｂｏｔｔｏｍ强连通分支分解

和渐近平均值ε
′
∞＝ｌｉｍ

Ｎ→∞

１
Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１
ε
′ｎ［１２］，量子马尔可夫链的量

子正则安全性可满足概率为：１－ｔｒ（Ｐ
ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１））．

４．２．２ ＭＯ１量子正则安全性模型检测
定义１１ 设 Ｍ＝＜ＨｑＢ，ε，ｌｉｎｉｔ，ＡＰ，Ｌ＞是一个量子
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马尔可夫链，Ａ＝＜Ｑ，Σ，Δ，｜ｑ０〉，Ｑａｃｃ＞是一个测量一
次的单向量子有穷自动机，ＭＯ１乘积量子马尔可夫链
定义为：ＭＡ＝＜Ｈ′ｑＢ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞，其中：

（１）Ｈ′ｑＢ＝ＨｑＢＨＡ．
（２）ｌ′ｉｎｉｔ＝ｌｉｎｉｔ ∨

ρ
Ｍ
０∈ｌｉｎｉｔ

ｓｕｐｐ（ＵＬ（ε（ρＭ０））｜ｑ０〉〈ｑ０｜

（ＵＬ（ε（ρＭ０）））
）．

（３）ρ
Ｍ∈ Ｄ（ＨｑＢ），ρ

Ａ∈ Ｄ（ＨＡ），ｓｕｃｃ（ρ
Ａ，Ｌ（ε

（ρ
Ｍ）））是ρ

Ａ的后继，

ε
′（ρ

Ｍρ
Ａ）

＝ε
（ρ
Ｍ）η

′（ρ
Ａ）， ｓｕｃｃ（ρ

Ａ，Ｌ（ε（ρ
Ｍ）））≠

０{ ， 其他

此处η
′（ρ

Ａ）＝ηＬ（ε（ρＭ））（ρ
Ａ）＝Ｕωρ

ＡＵω，ω ＝Ｌ（ε
（ρ
Ｍ））．
（４）｛ａｃｃｅｐｔ｝表示本征空间 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ对应的特征值，其

中 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ＝ｓｕｐｐ（｛ρ
Ｍρ

Ａ｜Ｌ′（ρ
Ｍρ

Ａ）＝｛ａｃｃｅｐｔ｝，ρ
Ａ∈

ＥＡａｃｃ｝）．
（５）若ρ

Ａ∈ＥＡａｃｃ，Ｌ′（ρ
Ｍρ

Ａ）＝｛ａｃｃｅｐｔ｝；否则 Ｌ′（ρ
Ｍ

ρ
Ａ）＝ ．
其中 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ为两个本征空间的张量积ＥＭＡａｃｃｅｐｔ＝ＩＭ

ＥＡａｃｃ，ＰＥＭＡａｃｃｅｐｔ

＝ＩＭＰＥＡａｃｃ
表示到 ａｃｃｅｐｔ的本征空间 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ的

投影算子．
定义１２ 设一个乘积马尔可夫链 ＭＡ＝＜ＨｑＢ

Ｑ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞， 定义量子转移算子珓ε′如下：
珓ε′＝（ＩＭＩＡ）（ＩＭＰＥＡａｃｃ

）＋（εη
′）（ＩＭＰＥＡｒｅｊ

）．

设 ＭＡ＝＜ＨｑＢＱ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞，ρ
Ｍ
０

ρ
Ａ
１∈ｌ′ｉｎｉｔ，ρ

Ａ
１＝ＵＬ（ε（ρＭ０））

｜ｑ０〉〈ｑ０｜ＵＬ（ε（ρＭ０）），

从ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１出发的可达空间 ＥＭＡａｃｃｅｐｔ概率为：ＰｒＭＡ

（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１ ◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）＝ｌｉｍ

ｉ→∞
ｔｒ（Ｐ

ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′ｉ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１））＝ｔｒ

（Ｐ
ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１））．

定义１１和定义１２相关规定和解释相似于ＭＭ１乘
积量子马尔可夫链．

定理 ４ ＰｒＭ（ρ
Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ）＝ＰｒＭＡ（ρ

Ｍ
０ρ

Ａ
１

◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）＝１－ＰｒＭＡ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１ ◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ），其中ρ

Ａ
１＝

Ｕ
Ｌ（ε（ρ

Ｍ
０
））
｜ｑ０〉〈ｑ０｜ＵＬ（ε（ρＭ０））

．

证明 因为ρ
Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ当且仅当 Ｔｒａｃｅｓｆｉｎ（ρ

Ｍ
０）∩

ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）＝ ，故π^＝ρ
Ｍ
０→ρ

Ｍ
１→…→ρ

Ｍ
ｎ－１使得

ｓｕｐｐ（ρ
Ｍ
０）ｌｉｎｉｔ，且σ^＝Ｌ（^π）＝Ｌ（ρ

Ｍ
０）Ｌ（ρ

Ｍ
１）…Ｌ（ρ

Ｍ
ｎ－１）

ＭＢａｄＰｒｅｆ（Ｐｓａｆｅ）＝Ｌ（Ａ）．Ｌ（Ａ）是被 ＭＯ１ＱＦＡ所接
受．

对于乘积量子马尔可夫链 ＭＡ，存在状态序列

ρ
Ａ
０，ρ

Ａ
１，…，ρ

Ａ
ｎ∈ ＨＡ使得ρ

Ａ
０

Ｕ
Ｌ（ρ
Ｍ
０）

ω
→
０
ρ
Ａ
１

Ｕ
Ｌ（ρ
Ｍ
１）

ω
→
１
ρ
Ａ
２…

Ｕ
Ｌ（ρ
Ｍ
ｎ－１）

ωｎ
→

－１
ρ
Ａ
ｎ，其中ωｉ＝Ｌ（ρ

Ｍ
ｉ），ｉ∈｛０，１，２，…，ｎ－１｝．

由于ρ
Ａ
ｎ ＥＡａｃｃ，字符串ω０ω１…ωｎ－１是不被自动机

所接受的．对于ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１→ρ

Ｍ
１ρ

Ａ
２→ρ

Ｍ
１ρ

Ａ
２→ρ

Ｍ
２ρ

Ａ
３…

→ρ
Ｍ
ｎ－１ρ

Ａ
ｎ，有 Ｌ′（ρ

Ｍ
ｎ－１ρ

Ａ
ｎ）≠｛ａｃｃｅｐｔ｝，ρ

Ｍ
ｎ－１ρ

Ａ
ｎ

ＥＭＡａｃｃｅｐｔ，即ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１ ◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ，故 ＰｒＭ（ρ

Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ）＝

ＰｒＭＡ（ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１ ◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ）＝１－ＰｒＭＡ（ρ

Ｍ
０ρ

Ａ
１

◇ＥＭＡａｃｃｅｐｔ），因而 ＰｒＭ（ρ
Ｍ
０ Ｐｓａｆｅ）＝１－ｔｒ（ＰＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（ρ
Ｍ
０

ρ
Ａ
１））．结论成立．

５ 广义量子ｌｏｏｐ程序的终止问题

按照Ｓｅｌｉｎｇｅｒ［１７］的观点，一个量子程序由超算子描
述．文献［１８］中给出了主体是酉运算的量子ｌｏｏｐ程序以
及程序终止、几乎终止的定义，并给出了程序终止、几

乎终止的充要条件．文献［１９］中给出了在单量子比特空
间上分别对广义量子 ｌｏｏｐ程序（简记为 ＧＱＬｏｏｐ）主体由
比特翻转、去极化、幅值阻尼、相位阻尼等信道描述时，

ＧＱＬｏｏｐ终止（或几乎终止）问题进行研究．
５１ ＧＱＬｏｏｐ的量子马尔可夫链表示

假设有一个包含有 ｎ个量子系统ｑ１，ｑ２，…ｑｎ的量
子寄存器，并且对于每个 ｉ≤ｎ，ｑｉ的状态空间是Ｈｉ，ε
是 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间 ＨｑＢ上的一个量子运算，珟Ｍ＝∑ｍ

ｍＰｍ是

ＨｑＢ上可观测量．对于任意的 Ｘｓｐｅｃ（珟Ｍ），广义量子
ｌｏｏｐ程序由ε，珟Ｍ和Ｘ定义为

ｗｈｉｌｅ（珟Ｍ［珋ｑ］∈Ｘ）｛珋ｑ：＝ε（珋ｑ）｝ （１）

其中珋ｑ表示ｑ１，ｑ２，…ｑｎ．设 ＰＸ＝∑ｍ∈Ｘ
Ｐｍ，Ｐ珔Ｘ＝ＩＨｑＢ

－

ＰＸ＝∑ｍ∈ｓｐｅｃ（珟Ｍ）－Ｘ
Ｐｍ，ＩＨｑＢ是 ＨｑＢ上的单位算子，测量算

子 ＰＸ和Ｐ珔Ｘ可分别称为“ｙｅｓｎｏ”测量．式子（１）的控制部
分“珟Ｍ∈Ｘ”表示投影测量 ＰＸ和 Ｐ珔Ｘ在珋ｑ上的作用．
ＧＱＬｏｏｐ的工作方式和计算过程见图１和图２，其中ρ

（ｎ）
ｉｎ

为输入态，ρ
（ｎ）
ｍｉｄ，ｐ（ｎ）ＮＴ（ρ）分别表示不终止的量子态和概

率，ρ
（ｎ）
ｏｕｔ，ｐ（ｎ）Ｔ （ρ）分别表示终止的量子态和概率．
广义量子 ｌｏｏｐ程序是一个量子马尔可夫链，分析

表明程序终止问题恰好对应了量子马尔可夫链的安全

性问题，因而可以将终止的验证归结为检测量子安全

性的可满足性．
设一个广义量子ｌｏｏｐ程序，输入态是ρ０∈Ｄ（ＨｑＢ），

算子珟Ｍ＝∑ｍ
ｍＰｍ（ｍ＝０，１）是 ＨｑＢ上的可观测量，测

量算子 Ｐ０＝｜０〉〈０｜，Ｐ１＝｜１〉〈１｜对应程序中“ｙｅｓｎｏ”，ε０
为量子运算．该广义量子 ｌｏｏｐ程序对应量子马尔可夫
链表示为 Ｍ＝＜ＨｑＢ，ε，ｌｉｎｉｔ，ＡＰ，Ｌ＞，其中 ｑＢ＝｛ｑｂ｝，
ＨｑＢ＝ｓｐａｎ｛｜０〉，｜１〉｝；量子运算ε如图 ３；ｌｉｎｉｔ＝ｓｕｐｐ
（ρ０）；标签函数 Ｌ（ｌ０１）＝｛φ０，φ１｝，Ｌ（ｌ０）＝｛φ０｝，Ｌ（ｌ１）
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＝｛φ１｝．字符φ０，φ１分别对应“ｙｅｓｎｏ”测量结果．结合图
１和图３，ＧＱＬｏｏｐ在输入态ρ０上不终止的情形相当于
量子马尔可夫链从初态 ｌｉｎｉｔ出发进入到状态ｌ０１后无穷
多次访问状态 ｌ０．因而计算广义量子 ｌｏｏｐ程序在输入

态ρ０上不终止的概率可以归结为计算量子马尔可夫链

从初态 ｌｉｎｉｔ出发无穷多次访问状态ｌ０的概率，它等价于
量子安全性（｛φ０｝）

ω在量子马尔可夫链中可满足的概

率．

５２ ＧＱＬｏｏｐ的终止验证
设 Ｐｓａｆｅ＝（｛φ０｝）ω 是量子正则安全性，其坏前缀

（｛φ０｝）
｛φ１｝被测量一次的单向量子有穷自动机 Ａ＝

＜Ｑ，Σ，Δ，｜ｑ０〉，Ｑａｃｃ＞所接受，其中 Ｑ＝｛０，１｝；有穷输
入字母表Σ＝｛φ０，φ１，φ０∨φ１｝；Δ：Σ→Ｕ；｜ｑ０〉＝｜０〉，

｜ｑ１〉＝｜１〉；Ｑａｃｃ＝｛１｝，ＥＡａｃｃ＝ｓｐａｎ｛｜１〉｝．字符串ω＝
（｛φ０｝）

｛φ１｝以概率 ｔｒ（ＰＥＡａｃｃ
Ｕω｜ｑ０〉〈ｑ０｜Ｕ


ω
）被量子有穷

自动机所接受．
由于广义量子ｌｏｏｐ程序在输入态ρ０上不终止的概

率归结为求量子正则安全性的可满足概率 ＰｒＭ（ρ０｜＝
Ｐｓａｆｅ），根据定理３，它等价于计算１－ｔｒ（ＰＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（珓ε′（ρ
Ｍ
０

ρ
Ａ
１）））．具体求解过程如下：
（１）首先构造乘积量子马尔可夫链：ＭＡ＝＜ＨｑＢ

Ｑ，ε′，ｌ′ｉｎｉｔ，｛ａｃｃｅｐｔ｝，Ｌ′＞，其中ε′＝εＵω＝ε０Ｐ０

Ｕω，ε０Ｐ０＝ε０（Ｐ０ρ
ＭＰ０／ｔｒ（Ｐ０ρ

ＭＰ０））；Ｕω（ρ
Ａ）＝∑

２

ｉ＝１
ＥｉＡ

ρ
ＡＥｉＡ，ω＝Ｌ（ε０Ｐ０（ρ

Ｍ
０））；令 Ｅ１Ａ＝槡ｐＩ，Ｅ２Ａ＝ （１－ｐ槡 ）

Ｘ，其中 ｐ＝ｔｒ（Ｐ０（ε０Ｐ０（ρ
Ｍ））Ｐ０）；ｌ′ｉｎｉｔ＝ｓｕｐｐ（ρ０ρ

Ａ
１），

ρ０＝｜０〉〈０｜．ρ
Ａ
０＝｜０〉〈０｜，Ｌ（ρ

Ｍ
０）＝φ１，ρ

Ａ
１＝Ｕφ１｜０〉〈０｜Ｕ


φ１

＝｜０〉〈０｜，所以ρ
Ｍ
０ρ

Ａ
１＝｜０〉〈０｜｜０〉〈０｜．

（２）计算珓ε′∞（｜０〉〈０｜｜０〉〈０｜）＝ｌｉｍ
Ｎ→∞

１
ＮΣ

Ｎ

ｎ＝１
珓ε′ｎ（｜０〉〈０｜

｜０〉〈０｜），其中珓ε′＝（ＩＭＩＡ）（ＩＭＰＥＡａｃｃ
）＋（ε０Ｐ０

ＵＬ（ε０Ｐ０（ρ
Ｍ
）））（ＩＭＰＥＡｒｅｊ

）．利用迭代计算出珓ε′ｎ（｜０〉〈０｜｜

０〉〈０｜）＝１２Ｉ∑
ｎ－１

ｋ＝１

１
２ｋ
｜１〉〈１｜＋１２Ｉ

１
２Ｎ
Ｉ．

（３）计算 ｔｒ（Ｐ
ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（珓ε′（ρ０ρ
Ａ
１）））＝ｔｒ（（｜０１〉〈０１｜＋

｜１１〉〈１１｜）（１２Ｉ｜１〉〈１｜））＝１，因而Ｐｒ
Ｍ（ρ０ Ｐｓａｆｅ）＝１

－ｔｒ（Ｐ
ＥＭＡａｃｃｅｐｔ

珓ε′∞（珓ε′（ρ０ρ
Ａ
１）））＝０．

根据上式计算从量子初态ρ０出发量子正则安全性

可满足的概率为０，即广义量子 ｌｏｏｐ程序在输入态ρ０上
是几乎终止的．

６ 结论

本文研究了量子马尔可夫链的安全性检测．引入了
量子马尔可夫链，定义了量子线性时间属性等相关概

念，重点研究了量子马尔可夫链的安全性，给出了相关

性质．基于测量一次、测量多次的单向量子有穷自动机，
构造了量子有穷自动机和量子马尔可夫链的乘积系统，

建立了量子正则安全性检测方法，给出了可满足性的概

率计算公式．表明了若乘积系统终状态是可达的，则量
子正则安全性是不可满足的，反之量子正则安全性则可

满足．作为应用，研究了广义量子 ｌｏｏｐ程序终止问题．由
于广义量子ｌｏｏｐ程序是量子马尔可夫链，将终止问题看
作是量子马尔可夫链的线性时间属性，把程序是否终止

归结为量子正则安全性的可满足性，最后给出了终止的

判定过程．在此基础上，今后将给出量子安全性检测的
实际应用，特别深入研究各种复杂的广义量子 ｌｏｏｐ程序
的终止判定．
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