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摘 要： 知识约简主要有代数表示下的知识约简和信息表示下的知识约简．本文提出图表示下的知识约简，给
出图表示下求最小约简的完备递归算法．借鉴人工智能理论中的图搜索技术，提出旋转剪枝和回溯剪枝两个搜索算子
求最小约简，并证明了在这种表示下求最小约简的完备性，理论分析和实验结果表明，在图表示下求最小约简是有效

可行的．
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１ 引言

ＰａｗｌａｋＺ提出的粗糙集理论［１］中所有的概念和运算
都是通过代数学的等价关系和集合运算来定义的，被称

为粗糙集理论的代数表示．ＳｋｏｗｒｏｎＡ在这种表示下提出
基于差别矩阵的知识约简［２］．ＫｒｙｓｚｋｉｅｗｉｃｚＭ研究了代数
表示下不一致决策系统中各种约简之间的关系［３］，张文

修等发展了ＫｒｙｓｚｋｉｅｗｉｃｚＭ的思想，进一步研究了代数表
示下各种约简的关系，提出了最大分布约简的概念［４］．

在代数表示下，粗糙集理论中的许多概念与运算的

直观性较差，不容易使人理解其本质，并且在此表示下

许多算法的效率也不高．苗夺谦等提出知识约简的信息
表示［５，６］，王国胤等研究代数表示下的约简和信息表示

下的约简之间的关系［７］．信息表示是以信息论为基础，
通过信息熵来表示知识和度量知识，这种表示从更深层

次上揭示了知识的本质，苗夺谦等在这种表示下提出基

于信息熵的信息系统知识约简算法［５］和基于互信息的

决策表知识约简算法［６］，杨明提出基于条件信息熵的近

似约简算法［８］．
代数表示下的知识约简，难于理解，算法效率不高，

信息表示下的知识约简解释了约简的信息含义，提高了

算法的效率，但在代数表示下和信息表示下都没有考虑

约简的空间拓扑结构，求最小约简算法的完备性也有待

于进一步的研究．刘少辉等［９］提出的完备算法针对约简
是完备的，但针对最小约简并不完备．知识约简包括信
息系统的知识约简和决策表的知识约简．本文对信息系
统的知识约简进行研究，结合信息表示下约简的判定，

考虑到知识约简的空间拓扑结构，构建一种新的知识表

示方式—幂图和幂树，用于知识约简当中，在这种新的

表示方式基础上，借鉴人工智能理论中的图搜索技术，

提出旋转剪枝法和回溯剪枝法两个搜索算子求最小约

简，提出求最小约简的完备递归算法，分析了算法的时

间和空间复杂度，证明了图表示下求最小约简的完备

性．理论分析和实验结果表明，图表示下的知识约简是
有效可行的．
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２ 基本概念

粗糙集理论把知识看作是对论域的划分，知识库

是知识的集合．知识库可以形式地定义为序对 Ｋ＝（Ｕ，
Ｒ′），其中 Ｕ为论域，Ｒ′为Ｕ上的等价关系簇，称等价
关系 Ｒ∈Ｒ′为知识，称 Ｒ生成的等价类［ＵＲ］为基本知
识颗粒，称商集 Ｕ／Ｒ＝｛［ＵＲ］｜ｕ∈Ｕ｝为论域 Ｕ的Ｒ粒
划分．

定义１［６］ 设 Ｐ是知识库Ｋ＝（Ｕ，Ｒ′）中的知识，
Ｕ／Ｐ＝｛Ｘ１，Ｘ２，…，Ｘｎ｝，定义知识 Ｐ的熵为

Ｈ（Ｐ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ）ｌｏｇ２ｐ（Ｘｉ）

定义２［６］ 设 Ｕ是论域，Ｐ、Ｑ为Ｕ上的两个等价
关系，Ｐ、Ｑ在Ｕ上导出的划分为Ａ、Ｂ．其中 Ａ＝｛Ｘ１，
Ｘ２，…，Ｘｎ｝，Ｂ＝｛Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｍ｝，知识 Ｑ相对于知识Ｐ
的条件熵为

Ｈ（Ｑ｜Ｐ）＝－∑
ｎ

ｉ＝１
ｐ（Ｘｉ）∑

ｍ

ｊ＝１
ｐ（Ｙｊ｜Ｘｉ）ｌｏｇ２ｐ（Ｙｊ｜Ｘｉ）

定义 ３［６］ 设信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），令
ＲＡ，若满足：
（１）Ｈ（Ｒ）＝Ｈ（Ａ）；
（２）ａ∈Ｒ，Ｈ（ａ｜Ｒ－ａ）＞０．
则称 Ｒ是ＩＳ的约简．
定义４ 设信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），令 ＲＡ，

若满足 Ｈ（Ｒ）＝Ｈ（Ａ），则称 Ｒ为ＩＳ的简化．
定理１ 是约简必为简化，是简化不一定为约简．
根据约简和简化的定义可以很容易得到，证明略．
定理２ 不是简化则其所有子集都不存在约简．
证明：反证法．已知 Ｒ不是简化，设 Ｒ的子集中存

在某一约简 ｒ，ｒ是约简必为简化，ｒＲ，Ｒ也必为简
化，这与已知 Ｒ不是简化相矛盾，定理得证．

定理３ 设信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），Ｓｕｂ（Ａ）为
属性集合 Ａ全部子集的集合，ｂ∈Ｓｕｂ（Ａ）是约简，若

ａ∈Ｓｕｂ（Ａ）且｜ａ｜＞｜ｂ｜，则 ａ不是最小约简．
证明： 设最小约简的元素个数为 ｋ，由 ｂ∈

Ｓｕｂ（Ａ）且是约简可知，｜ｂ｜≥ｋ，已知｜ａ｜＞｜ｂ｜，则｜ａ｜
＞ｋ，所以 ａ不是最小约简．
定义５［１０］ 设 Ｐｏｗｅｒ（Ａ）为属性集合 Ａ的幂集，给

定有向图 Ｇ，Ｇ的顶点为Ｐｏｗｅｒ（Ａ）的元素，Ｇ的边满足
条件：Ｐ，Ｑ，Ｒ∈ Ｐｏｗｅｒ（Ａ），若 Ｃａｒｄ（Ｐ）－１＝
Ｃａｒｄ（Ｑ）＝Ｃａｒｄ（Ｒ）＋１且（Ｐ∩Ｒ）Ｑ（Ｐ∪Ｒ），则存
在 Ｒ到Ｑ，Ｑ到Ｐ的有向边，称此有向图 Ｇ为Ａ的幂
图．

例１ 属性集 Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，其幂图为图 １所
示．

从幂图的定义可知幂图结点之间有相互的交叉，

这不利于剪枝，因而可用

一棵没有交叉的树来表示

求解空间，这将提高剪枝

的效率．称由幂图转化的
树为幂树，下面给出幂树

的递归定义．
定义 ６ 设属性集 Ａ

有 ｎ个属性，属性集 Ａ的
幂树是包含２ｎ个结点的有限集 ＰＴ，ＰＴ为空时为空幂
树，否则满足以下条件：

（１）有且仅有一个特定的称为根的结点，此结点有
ｎ个属性，ｎ个子结点；
（２）其余的结点可分为 ｎ个互不相交的子集ＰＴ１，

ＰＴ２，…，ＰＴｎ，其中 ＰＴ１有 ｎ－１个属性，ｎ－１个子结
点，ＰＴ２有 ｎ－１个属性，ｎ－２个子结点，…，ＰＴｎ有ｎ－
１个属性，０个子结点，并且每个子集本身又是一棵 ｎ－
１个属性的幂树，并称为根的子幂树．

定义７ 设属性集 Ａ有ｎ个属性，ＰＴ为Ａ的幂树，
幂树中基数为 ｎ的结点构成幂树的第０层，基数为 ｎ－
１的结点构成幂树的第 １层，以此类推，基数为 ０的结
点构成幂树的第 ｎ层．

为控制幂树的结构，对幂树进行标记，幂树结点属

性个数标记为 ａｔｔｎｕｍ，子结点个数标记为 ｃｈｉｌｄ，子结点
是通过父结点顺次删除一个属性继承下来的，被删除

的属性标记为 ｄｅｌｅｔｅ．
同时对同层每个结点的属性顺序进行属性内调

整．首先，计算同层每个结点的属性个数减去子结点个
数为 ｒ，则 ｒ为每个结点应当调整顺序的属性个数．若
某结点 ｒ为０，则该结点不用调整；若 ｒ为ｎ，则该结点
前面 ｎ个兄弟被删除的属性依次后置，其它属性与父
结点的顺序相同并前置．

定义８ 经过标记和属性内调整的幂树，称为调

整的幂树，为方便计，简称为幂树．
例 ２ 属性集

Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，其
幂树为图２所示．

图 ２表示调整
后的幂树．单个字母
表示被删除的属性，

数字表示扩展的子

结点数，也表示最多扩展的层数．

３ 旋转剪枝法和回溯剪枝法

幂树的特点是左边的树枝大，右边的树枝小．因
此，尽量剪去左边的树枝，效率就高．根据定理 ２，不是
简化则其所有子集都不存在约简，在逐步扩展过程中，
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可以根据是否是简化来剪枝，每次扩展过程中把不是

简化的树枝旋转到左边来，作为大树枝剪掉，同时调整

幂树，保持幂树的结构，我们称这种剪枝法为旋转剪枝

法．把旋转剪枝法运用于知识约简中，称为旋转搜索算
子，记为 Ｒ．

例３ 属性集 Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，依次删除一个属性
扩展，若第一个子结点｛ｂ，ｃ，ｄ｝不是简化，则剪去，如
图３所示；若最后一个子结点｛ａ，ｂ，ｃ｝不是简化，则旋
转到最左边成为第一个子结点，作为大树枝剪去并属

性内调整，如图４所示．

旋转剪枝法总是剪去左边的大树枝，但右边的树

枝没有很好的剪枝效率．根据定理３，找到一个约简后
可以剪去不存在最小约简的部分．当深度搜索找到一
个约简后，暂时作为最小约简，并计算此最小约简的属

性个数为 ｒ．回溯到父结点的右边兄弟搜索下去，当前
要扩展结点的属性个数为 ｔ，要扩展的子结点个数（层
数）为 ｓ，若 ｔ－ｓ≥ｒ则不用扩展，剪去当前结点．根据
找到的最小约简回溯找下一个最小约简，这种回溯剪

枝是按宽度搜索剪枝的，相当于尽量剪去右边部分的

树枝．这种剪枝方法我们称为回溯剪枝法．把回溯剪枝
法运用于知识约简中，称为回溯搜索算子，记为 Ｂ．
例４ 属性集 Ａ＝｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ｝，如图 ５所示，设经

过旋转剪枝搜索到｛ｂ，ａ｝是约简，把｛ｂ，ａ｝暂时作为最

小约简，回溯到父结点的兄弟｛ａ，ｃ，ｄ｝搜索下去，父结
点的其它两个兄弟｛ａ，ｂ，ｄ｝和｛ｃ，ｂ，ｄ｝剪去，因为｛ａ，
ｂ，ｄ｝标记子结点数为１，表示最多扩展１层，扩展１层
后，属性个数是２个，与暂时找到的约简｛ｂ，ａ｝属性个
数相同，不必扩展，同样｛ｃ，ｂ，ｄ｝标记子结点数为０，也
不必扩展．

旋转剪枝法是尽量剪去左边部分树枝，回溯剪枝

法是尽量剪去右边部分树枝，两种方法同时采用，这对

求最小约简有着非常高的效率，后面的实验也验证了

这点．

４ 图表示下的知识约简算法及完备性证明

４１ 图表示下的知识约简算法

信息表示下的约简是采用信息熵来判定的，我们

结合信息表示下约简的判定，转化成图表示下约简的

判定，下面给出图表示下约简的判定．
定义９ 设信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），定义该信

息系统在图表示下的知识约简系统 ＫＲＳ为一 ６元组
（Ｕ，Ａ，Ｇ，ＰＴ，Ｒ，Ｂ），Ｕ为对象集，Ａ为属性集，Ｇ为ＩＳ
的幂图，ＰＴ为ＩＳ的幂树，Ｒ为旋转算子，Ｂ为回溯算
子．

定理４ 设信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ），该信息系
统图表示下的知识约简系统 ＫＲＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｇ，ＰＴ，Ｒ，
Ｂ），设 ｔ为幂树ＰＴ中某一叶子结点，ｓ为ｔ的父结点，
在同时采用搜索算子 Ｒ和 Ｂ的条件下，产生搜索树
ＳＴ，ｓ，ｔ∈ＳＴ，
（１）若 Ｈ（ｔ）＝Ｈ（Ａ），则 ｔ为约简；
（２）若 Ｈ（ｔ）≠Ｈ（Ａ），则 ｓ为约简．
证明： （１）ｔ为叶子结点，根据幂树的定义易知 ｔ

的子集必由ｔ的兄弟扩展，假设 ｔ的某个兄弟 ｂ是简
化，则约简是 ｂ或者存在于ｂ的子集中，则根据回溯算
子 Ｂ，ｔ被剪去，即 ｔ不是搜索树的结点，这和已知 ｔ是
搜索树中的结点相矛盾，因而 ｔ的所有兄弟都不是简
化，因而 ｔ的子集都不是简化，因此ａ∈ｔ，Ｈ（ａ｜ｔ－
ａ）＞０．若 Ｈ（ｔ）＝Ｈ（Ａ），由ａ∈ｔ，Ｈ（ａ｜ｔ－ａ）＞０，则
ｔ为约简．
（２）假设 ｓ不是简化，根据旋转算子 Ｒ，ｓ被剪去，ｔ

是ｓ的子结点，则 ｔ不是搜索树的结点，这和 ｔ是搜索
树中的结点相矛盾，因而 ｓ为简化，即 Ｈ（ｓ）＝Ｈ（Ａ）．已
知 Ｈ（ｔ）≠Ｈ（Ａ），则 ｔ不是简化；前面已证明 ｔ的所有
兄弟都不是简化；所以 ｓ的所有子结点都不是简化，因
此，ａ∈ｓ，Ｈ（ａ｜ｓ－ａ）＞０．由 Ｈ（ｓ）＝Ｈ（Ａ），ａ∈ｓ，
Ｈ（ａ｜ｓ－ａ）＞０，故 ｓ为约简．
知识约简解空间是幂级空间，考虑到知识约简的

空间拓扑结构，我们构造了幂图来表示知识约简解空

间，进而把幂图转化为幂树，引入旋转剪枝法和回溯剪
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枝法两个搜索算子，并给出了在图表示下约简的判定，

下面给出图表示下基于幂树的知识约简算法．
算法ＫＲＡＰＴ（ＫｎｏｗｌｅｄｇｅＲｅｄｕｃｔｉｏｎＡｌｇｏｒｉｔｈｍｂａｓｅｄｏｎ

ＰｏｗｅｒＴｒｅｅ）
输入：信息系统 ＩＳ＝（Ｕ，Ａ，Ｖ，ｆ）
输出：最小约简 ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ
ａ ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ＝｛Ａ｝，ａｔｔｒｉｂ＝｛Ａ｝，ａｔｔｎｕｍ＝｜Ａ｜，
ｃｈｉｌｄ＝｜Ａ｜．

ｂ Ｅｘｐａｎｄ（ａｔｔｒｉｂ，ａｔｔｎｕｍ，ｃｈｉｌｄ）．
ｃ 输出最小约简 ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ．
递归函数名及参数：ｖｏｉｄＥｘｐａｎｄ（ａｔｔｒｉｂ，ａｔｔｎｕｍ，
ｃｈｉｌｄ）
输入参数：ａｔｔｒｉｂ（属性集），ａｔｔｎｕｍ（属性个数），ｃｈｉｌｄ

（扩展的子结点数）

Ｓｔｅｐ１ 当前结点 Ｎ＝ａｔｔｒｉｂ．
Ｓｔｅｐ２ 判当前结点 Ｎ是否为叶结点，若是，转

Ｓｔｅｐ３，否则，转Ｓｔｅｐ５．
Ｓｔｅｐ３ 判当前结点 Ｎ是否为简化，若是，则 ｒｅｄｕｃｔ

＝Ｎ；否则 ｒｅｄｕｃｔ＝父结点 Ｆ．
Ｓｔｅｐ４ 判 ｒｅｄｕｃｔ的属性个数是否小于 ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ

的属性个数，若是，ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ＝ｒｅｄｕｃｔ，返回；否则
ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ不更新，返回．（注：ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ为全局变量，
ｒｅｄｕｃｔ为局部变量）．
Ｓｔｅｐ５ 依次删除一个属性扩展当前结点 Ｎ，扩展

后的结点为 Ｎ１，Ｎ２，…，Ｎｃｈｉｌｄ．
Ｓｔｅｐ６ 判扩展的结点是否是简化，若是简化则旋

转到幂树右边，不是简化则旋转到幂树左边剪去；旋转

剪枝后的结点为 Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｍ，Ｍｍ＋１，…，Ｍｃｈｉｌｄ，其中
Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍｍ为被剪枝的部分，Ｍｍ＋１，…，Ｍｃｈｉｌｄ为未被
剪枝的部分．（即：旋转剪枝）

Ｓｔｅｐ７ 对未被剪枝的部分 Ｍｍ＋１，…，Ｍｃｈｉｌｄ进行属
性内调整．

Ｓｔｅｐ８ 对未被剪枝的部分 Ｍｍ＋１，…，Ｍｃｈｉｌｄ进行递
归调用，从 ｉ＝ｍ＋１到 ｃｈｉｌｄ重复以下操作：

若（Ｍｉ属性个数 －Ｍｉ要扩展的子结点数）＜
ＭｉｎＲｅｄｕｃｔ的属性个数，则递归调用 Ｅｘｐａｎｄ（Ｍｉ，ａｔｔｎｕｍ
－１，ｃｈｉｌｄ－ｉ）；否则，这次循环跳过，进行下次循环（即：
回溯剪枝）

４２ 算法的完备性证明

文献［９］中的完备算法针对约简是完备的，即能保
证找到约简，但是算法没有搜索整个解空间，不能保证

找到最小约简，所以针对最小约简是不完备的．图表示
下基于幂树的知识约简算法针对最小约简是完备的，

下面给出完备性证明．
定义１０ 设 Ａ为属性集，定义 Ｓｕｂ（Ａ）为 Ａ的全

部子集的集合，Ｓｕｂ（Ａ）即是 Ａ的幂树全部结点的集合，
定义 Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ）为 Ａ的全部子集中基数是｜Ａ｜－ｉ
的属性集集合，Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ）即是 Ａ的幂树的第ｉ层
全部结点的集合．例：若 Ａ＝｛ａ１，ａ２｝，则 Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，
０）＝｛｛ａ１，ａ２｝｝，Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，１）＝｛｛ａ１｝，｛ａ２｝｝．

性质１Ｓｕｂ（Ａ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ）

定理５ 算法ＫＲＡＰＴ求最小约简是完备的．
证明： 全部遍历算法：检查 Ｓｕｂ（Ａ）中的每个元

素是否是约简，找到所有约简，在所有约简中找出一个

属性个数最小的约简，即为最小约简．全部遍历算法是
完备的．

根据定理２，在遍历过程中可以剪去不是简化的属
性集；根据定理３，在找到一个约简的基础上可以剪去
不存在最小约简的部分；因而可以对全部遍历算法进

行改进．
改进算法：

（１）检查 Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ）中的所有元素是否为简
化（ｉ＝０，…，ｎ）：

（ａ）若 Ｂ∈ Ｓｕｂ－ ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ）且不是简化，则令

Ｓｕｂ（Ａ）＝Ｓｕｂ（Ａ）－∑
ｎ－ｉ

ｊ＝０
Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ｂ，ｊ），

（ｂ）若 Ｂ∈ Ｓｕｂ－ ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ）且是约简，则令

Ｓｕｂ（Ａ）＝Ｓｕｂ（Ａ）－∑
ｉ

ｊ＝０
Ｓｕｂ－ｌｅｖｅｌ（Ａ，ｉ－ｊ），

（ｃ）若 Ｂ是约简且 ｜Ｂ｜＜｜Ｍｉｎｒｅｄｕｃｔ｜，则
Ｍｉｎｒｅｄｕｃｔ＝Ｂ．
（２）全部遍历完后，Ｍｉｎｒｅｄｕｃｔ即为最小约简．
改进算法在全部遍历算法的基础上，根据定理２剪

去不是简化的属性集，根据定理３剪去不存在最小约简
的属性集，因而与全部遍历算法是等价的，所以是完

备的．
算法 ＫＲＡＰＴ是改进算法的具体实现过程．改进算

法（１）对应于算法ＫＲＡＰＴ递归函数的步骤Ｓｔｅｐ１，Ｓｔｅｐ２，
Ｓｔｅｐ３；改进算法（ａ）对应于算法ＫＲＡＰＴ递归函数的步骤
Ｓｔｅｐ５，Ｓｔｅｐ６，Ｓｔｅｐ７；改进算法（ｂ）对应于算法 ＫＲＡＰＴ递
归函数的步骤 Ｓｔｅｐ８；改进算法（ｃ）对应于算法 ＫＲＡＰＴ
递归函数的步骤Ｓｔｅｐ４．已经证明改进算法是完备的，所
以算法ＫＲＡＰＴ是完备的．

５ 实验分析

为了验证本文方法的有效性及剪枝效率，我们进

行了多组实验．首先，我们预先产生所有约简来测试本
文算法在约简不同分布情况下的剪枝效率；然后，通过

大量随机离散数据测试本文算法的性能．本实验的硬
件测试环境是：ＣＰＵ为 ＩｎｔｅｒＰｅｎｔｉｕｍ４２．４ＧＨｚ，内存为
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１Ｇ，操作系统为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ，开发工具为ＶＣ＋＋６．０．
５１ 模拟数据集测试

为了考察约简不同分布情况下的剪枝效率，我们

采用实验数据如下，例如５个属性｛ａ，ｂ，ｃ，ｄ，ｅ｝，解空
间共３２个结点，随机生成８个约简，假设预先随机产生
约简｛ａ，ｂ｝、｛ａ，ｃ｝、｛ａ，ｄ｝、｛ａ，ｅ｝、｛ｂ，ｃ｝、｛ｂ，ｄ｝、｛ｂ，
ｅ｝和｛ｃ，ｄ，ｅ｝为一组，共２０组进行测试，计算平均访问
结点．在实验１，属性个数逐个增长，解空间指数增长，
随机产生的约简个数保持占整个解空间的 ２５％．在实
验２，属性个数逐个增长，解空间指数增长，随机产生的
约简个数不变，保持２０个．在实验３，属性个数为１０，随
机产生的约简个数指数增长．实验用平均访问结点数
来表示剪枝的性能．

从表１、表２和表３可知，实验１、实验２和实验３均
找到最小约简，平均访问结点数缓慢增长，表明旋转剪

枝和回溯剪枝有着很好的剪枝效率．图６给出了实验１
和实验２的对比结果，从中可以看出约简大量分布（占
解空间的四分之一）比约简稀疏分布有着更好的剪枝

性能．图７给出了实验１与实验２对比于解空间的剪枝
表１ 实验１

属性个数
解空大间

大小

随机产生约

简个数

平均访问

结点数

是否找到

最小约简

５ ３２ ８ １４．３ 是

６ ６４ １６ ２４．１ 是

７ １２８ ３２ ２９．６ 是

８ ２５６ ６４ ４０．９ 是

９ ５１２ １２８ ５４．８ 是

１０ １０２４ ２５６ ８１．３ 是

１１ ２０４８ ５１２ ８６．１ 是

表２ 实验２

属性个数
解空大间

大小

随机产生约

简个数

平均访问

结点数

是否找到

最小约简

５ ３２ ２０ １４．１ 是

６ ６４ ２０ ２０．５ 是

７ １２８ ２０ ３３．８ 是

８ ２５６ ２０ ４６．８ 是

９ ５１２ ２０ ９７．５ 是

１０ １０２４ ２０ １１３．３ 是

１１ ２０４８ ２０ １５９．１ 是

表３ 实验３

属性个数
解空大间

大小

随机产生约

简个数

平均访问

结点数

是否找到

最小约简

１０ １０２４ ４ ５６．３ 是

１０ １０２４ ８ １３１．７ 是

１０ １０２４ １６ １５１．３ 是

１０ １０２４ ３２ １７０．７ 是

１０ １０２４ ６４ １５７．５ 是

１０ １０２４ １２８ １０６．３ 是

１０ １０２４ ２５６ ８１．３ 是

性能，从中可以看出，解空间是随属性增加而指数增长

的，而实验１与实验２中的平均访问结点数缓慢增长，
结果表明本文方法有着较高的剪枝性能．

图８给出了实验３的结果，从中可以看出，平均访
问结点数开始随约简的增加而增加，达到峰值后，随约

简的增加而减少．实验表明约简稀疏分布和约简大量
分布都有较好的剪枝性能．约简稀疏分布时，则幂树中
大量的结点不是简化，这有利于旋转剪枝，但不利于回

溯剪枝．约简大量分布时，则幂树中大量的结点为简
化，这不利于旋转剪枝，但有利于回溯剪枝．

５２ 随机生成数据集测试

ＳｒａｒｚｙｋＪ采用扩展法则简化分明矩阵求出所有约
简［１１］，从而可以得到最小约简，但只能处理４０个属性
的数据．下面实验采用 ＳｒａｒｚｙｋＪ的扩展法则约简算
法［１１］与本文的ＫＲＡＰＴ算法进行对比测试．实验数据采
用文献［１１］中的方法，设计数据产生器随机生成大量数
据进行测试，数据值为０～８之间的随机整数数据．图９
为扩展法则算法的测试结果，数据对象数从２５，５个对

象一递增，递增到４０，属性数从２５，５个属性一递增，递
增到４０．图１０为 ＫＲＡＰＴ算法的测试结果，数据对象数
从６０，２０个对象一递增，递增到１２０，属性数从６０，２０个
属性一递增，递增到１２０．平均运行时间以秒为计算单
位，并取对数．

从图９与图１０的对比可知，扩展法则算法能处理
４０个属性的数据集，而 ＫＲＡＰＴ算法可以处理１２０个属
性的数据集．求最小约简已被证明是 ＮＰ问题，从实验

６５９１ 电 子 学 报 ２０１０年



可知，扩展法则算法和ＫＲＡＰＴ算法仍然是指数增长的，
扩展法则算法运行时间大致按 ５个属性指数增长，而
ＫＲＡＰＴ算法大致按２０个属性指数增长．

６ 结论

知识约简主要有代数表示下的知识约简和信息表

示下的知识约简．代数表示下的知识约简和信息表示
下的知识约简都未考虑到解的空间拓扑结构．本文考
虑到解的空间拓扑结构，提出图表示下的知识约简，采

用幂图和幂树表示解空间，并给出基于幂树求最小约

简的完备递归算法，采用旋转剪枝法和回溯剪枝法进

行有效剪枝，理论分析和实验结果表明，在图表示下求

最小约简是有效可行的，这为最小约简的求解提供了

一条新的途径．
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