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摘 要： 提出了一种基于多尺度线调频基信号稀疏分解的多分量多项式相位信号分离和瞬时频率估计方法．该
方法采用多尺度的线调频基函数对多分量多项式相位信号进行投影分解，通过从不同的时间支撑区内投影系数最大

的基函数中寻找出使分解信号能量最大的基元函数组合，逐次获得信号包含的能量最大的多项式相位信号分量，从而

实现多分量多项式相位信号的分离，而从基元函数连接形成的频率曲线则可获得多项式相位信号分量瞬时频率的估

计．仿真信号分析表明，本文方法能在信噪比较低情况下有效分离多分量多项式相位信号中包含的多项式相位信号分
量，准确地估计其瞬时频率．
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１ 引言

工程中的许多信号，如通信、雷达、声纳等领域中所

遇到的信号，根据 ＳｔｏｎｅＷｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ理论，他们都可以表
示成多分量多项式相位信号（ＭｕｌｔｉｃｏｍｐｏｎｅｎｔＰｏｌｙｎｏｍｉａｌ
ＰｈａｓｅＳｉｇｎａｌ，ｍｃＰＰＳ）的形式［１～４］，因此多分量多项式相
位信号的分析与处理具有重要的理论意义与实用价

值［５，６］，是近年来信号处理领域的研究热点之一［７～１０］．
一个 ｋ分量Ｍ阶的ｍｃＰＰＳ可离散表示为：

ｘ（ｎ）＝∑
Ｋ

ｋ＝１
Ａｋｅｊｋ（ｎ）＝∑

Ｋ

ｋ＝１
Ａｋｅｊ∑

Ｍｋ

ｍ＝０
ａｋ，ｍｎ

ｍ

ｎ＝０，１，…，Ｎ－１

（１）

式中，相位ｋ（ｎ）是一个关于时间的多项式函数，因此
对ｍｃＰＰＳ的分析也就转化为对式（１）中参数 ｋ，Ｍｋ，Ａｋ，
ａｋ，ｍ的估计．现有的 ｍｃＰＰＳ分析方法主要可以归纳为
以下两类：（１）基于时频分析的方法，这类方法首先采用
时频分析技术估计信号的瞬时频率，然后再进行相位参

数的估计［９，１１］，这类方法要求瞬时频率的估计准确度要
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比较高；（２）基于高阶模糊度函数及高阶模糊度函数积
的参数估计方法［２，７，１２］，当信号相位阶次很高且信号分

量数目较多时，这类方法由于存在过多的确定性交叉

干扰项，可能会导致方法失效．ＩｋｒａｍＭＺ，ＴｏｎｇＺｈｏｕ提
出的自底向上的模糊函数参数估计方法［３］能在一定程

度上抑制确定性交叉干扰项的影响，较传统的模糊函

数参数估计方法有很大的优越性，但此方法在信号相

位阶次高，分量数目较多时，计算工作量是很大的．
多分量多项式相位信号在短时间内可以由线性调

频信号提供良好的近似，因此本文在线调频小波路径

追踪算法［１４］和稀疏信号分解［１５］的基础上，提出了一种

基于多尺度线调频基信号稀疏分解的多分量多项式相

位信号分离和瞬时频率估计方法．该方法将分析信号
的时间跨度在各尺度系数下划分为动态时间支撑区，

然后采用多尺度的线调频基元函数对信号进行投影分

解，通过从不同的时间支撑区内投影系数最大的基元

函数集合中寻找出使分解信号能量最大的基元函数组

合并对其进行连接，自适应地形成与分析信号具有最

大相关性且瞬时频率具有物理意义的信号分量．仿真
分析表明，本文方法能够有效地分离 ｍｃＰＰＳ信号中包
含的ＰＰＳ分量，且不存在二次型时频分布的干扰成分，
具有良好的时频聚集性和较高的瞬时频率拟合精度．
该方法对噪声不敏感，在很低的信噪比情况下仍然有

效，非常适用于含噪多分量多项式相位信号分离．本文
方法为ｍｃＰＰＳ的检测、分类及参数估计提供了一种新
的途径．

２ 基于多尺度线性调频基的稀疏信号分解

根据信号分析理论，任意信号 ｆ（ｔ）可以展开为一
组基函数的线性组合［１６，１７］，即：

ｆ（ｔ）＝∑
ｎ∈Ｚ
ａｎｈｎ （２）

如果该组基函数为正交基，则可用内积计算它们

的展开系数，即：

ａｎ＝＜ｆ（ｔ），ｈｎ＞／ｈ

 

ｎ （３）
展开系数 ａｎ的大小反映了ｆ（ｔ）与基函数的相似程

度．本文所用的基函数库为多尺度的线性调频基函数：

Ｄ（ｈａ
μ
，ｂ
μ
，Ｉ）＝｛ｈａ

μ
，ｂ
μ
，Ｉ（ｔ）｝＝｛Ｋａ

μ
，ｂ
μ
，Ｉｅ－ｉ（ａμｔ＋ｂμｔ

２
）１Ｉ（ｔ）｝

（４）
式中 Ｄ为基元函数库；ｈａ

μ
，ｂ
μ
，Ｉ（ｔ）为多尺度线调频基元

函数；Ｉ为动态分析时间段，Ｉ＝［ｋＮ２－ｊ～（ｋ＋１）
Ｎ２－ｊ］；ｊ为分析尺度，ｊ＝０，１，…，ｌｏｇ２（Ｎ－１）；Ｎ为采样
长度，ｋ＝０，１，…，２ｊ－１；Ｋａ

μ
，ｂ
μ
，Ｉ为归一化系数，使得

ｈａ
μ
，ｂ
μ
，

 

Ｉ ＝１；ａ
μ
为频率偏置系数；ｂ

μ
为调频率，ａ

μ
，ｂ
μ

与尺度系数ｊ有关，根据采样定理 ａ
μ
＋２ｂ

μ
ｔ应该小于

ｆｓ／２；１Ｉ（ｔ）为矩形窗函数，当 ｔ∈Ｉ时为 １，当 ｔＩ时为
０．

基于多尺度线性调频基的稀疏信号分解通过对信

号进行逐段投影分析，计算获得每个支撑区 Ｉ内的最
大投影系数和对应的线调频基元函数，该基元函数即

为在时间支撑区 Ｉ中与分析信号最为相似的频率成
分．支撑区 Ｉ内的最大投影系数βＩ计算公式为：

βＩ＝ｍａｘ＜ｆ（ｔ），ｈａ
μ
，ｂ
μ
Ｉ（ｔ）＞ （５）

设 ｃＩ（ｔ）为在动态分析时间段 Ｉ内最大投影系数βＩ
＝ｍａｘ＜ｆ（ｔ），ｈａ

μ
，ｂ
μ
Ｉ（ｔ）＞代表的分解信号，则有：

ｃＩ（ｔ）＝ａｂｓ（２βＩ）ｅ
－ｉ（ａ

β
ｔ＋ｂ

β
ｔ２－ａｎｇｌｅ（２βＩ））１Ｉ（ｔ） （６）

在动态分析时间段 Ｉ内ｆＩ（ｔ）＝ｃＩ（ｔ）＋ｒＩ（ｔ），式中
ｒＩ（ｔ）为分解的残余信号．
当信号与多尺度线性调频基函数越相似时，其投

影系数也越大，基元函数的能量也越大，因此要求找到

一种动态分析时间段连接方法，在该连接方法下满足

在整个分析时间内使连接的所有基元函数信号的总能

量最大，即：

Ｍａｘ∑
Ｉ∈Π

ｎ

ｃｉ（ｔ

 ( )） ２
，Π

ｎ＝｛Ｉｎ１，Ｉｎ２，…｝∈｛Ｉ｝ （７）

Π
ｎ覆盖整个分析时间段，不能重叠，其对应的最大投影

系数和基函数分别为：

β＝｛βＩ１，βＩ２，…｝

Ｈ＝｛ｈａ
μ
，ｂ
μ
，Ｉ１
，ｈａ

μ
，ｂ
μ
，Ｉ２
，…｝

（８）

Π的连接方法应保证在投影中使连接的基元函数

在整个分析时间段内的总能量最大，而基元函数连接

形成的频率曲线则是对分析信号主要频率成份的瞬时

频率估计．
线调频小波路径追踪算法中提出的连接算法［１３］如

下：

（１）初始化．以 ｉ为时间支持区序号，ｄ（ｉ）为第 ｉ个
时间支持区之前分解信号的总能量，ｐｒｅ（ｉ）为连接到第
ｉ个时间支持区的前置时间支持区序号，ｅ（ｉ）为第 ｉ个
时间支持区最大投影系数对应的分解信号的能量，初

始化时，置 ｄ（ｉ）＝０，ｐｒｅ（ｉ）＝０；
（２）对于动态分析时间段集合｛Ｉｉ，ｉ∈Ｚ｝中的每一

个元素 Ｉｉ，查找出与其相邻的所有下一个动态分析时间
段集合｛Ｉｊ｝，即｛Ｉｊ｝中所有元素的起始时间与 Ｉｉ相邻．

用稀疏信号分解方法对信号进行分解，且投影系

数大的先分解，小的后分解，但当多个分量具有相同的

幅值时，其具有相同的投影系数，会出现交叉分解的现

象，为解决等振幅分解的问题，本文在支撑区连接算法

中引入了保留系数δ，即保留投影系数相差不大的基元

函数参与分解，如果

ｄ（ｉ）＋ｅ（ｉ）＞ｄ（ｊ）×δ （９）
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有 ｄ（ｊ）＝ｄ（ｊ）＋ｅ（ｉ）
ｐｒｅ（ｊ）＝ｉ

（１０）

通常δ取１，但如果分量信号频率仍出现交叉解调
的现象，则将δ的值逐次减小后重新分解，直到具有相

同的投影系数的分量信号能分解出来．
令 ｃｎ，ｒｎ为第ｎ次分解得到的信号分量和残余信

号分量，则：

ｃｎ＝∑
Ｉｉ∈Π

ｎ

ｃＩｉ（ｔ）

ｒｎ＝∑
Ｉｉ∈Π

ｎ

ｒＩｉ（ｔ）＝ｒ
ｎ－１－∑

Ｉｉ∈Π
ｎ

ｃＩｉ（ｔ）

（１１）

分解直至满足给定的停止准则．

３ 多项式相位信号分离及瞬时频率估计

任意多分量多项式相位信号（即 ｍｃＰＰＳ）总可以用
形如式（１）的参数模型来描述，分量在短时间内总可以
由线性调频信号很好的近似，分量频率在短时间内同

样可由直线很好的拟合，基于多尺度线调频基的稀疏

信号分解方法正是用线性调频基函数自适应地分段逼

近待分析信号，理论上是可以用来分离多分量多项式

相位信号，并估计其分量频率．
设待分析的多分量多项式相位信号为 ｘ（ｔ），用基

于多尺度线调频基的稀疏信号分解方法分解，分解算

法如下：

（１）设定一阈值ζ；
（２）初始化，以 ｉ代表分解的次数，初始值设为１；
（３）进行第 ｉ次分解得到分量ｃｉ，对应的频率为 ｆｉ；
（４）对 ｆｉ做差分运算，若ｆｉ不变号，且ｍａｘ（｜ｆｉ｜）

＜ζ该次分解结果ｃｉ，ｆｉ有效，ｉ＝ｉ＋１转至３．否则该次
分解无效，ｉ＝ｉ－１停止分解．

此算法中的停止准则是针对多分量多项式相位信

号频率的单调连续性提出的，ｍａｘ（｜ｆｉ｜）＜ζ表示两
相邻采样点的频差不宜过大．

假设分解得到的信号分量为 ｃ１，ｃ２，…ｃｋ，那么

ｘ（ｔ）＝∑
Ｋ

ｋ－１
Ａｋｅｊｋ（ｔ）＝∑

Ｋ

ｋ＝１
Ａｋｅｊ∑

Ｍｋ

ｍ＝０
ａｋ，ｍｔ

ｍ

＝ｃ１＋ｃ２＋…＋ｃＫ （１２）
ｃ１，ｃ２，…ｃｋ正好对应分量多项式相位信号ｘ（ｔ）能

量从高到低（即幅值从大到小）的 Ｋ个ＰＰＳ分量，从而
完成了多分量多项式相位信号的分离．而从分离 ｃ１，
ｃ２，…ｃｋ过程中得到的基元函数连接形成的频率曲线
即可得到对应分量瞬时频率的估计．

４ 仿真算例

下面给出一个四阶三分量的多分量多项式信号的

分析例子．模拟信号表达式为

ｓ（ｔ）＝ｃｏｓ（２π×（ｔ４＋ｔ３＋ｔ２＋５ｔ））
＋０．８ｃｏｓ（２π×（３ｔ２＋ｔ２＋２０ｔ））
＋０．６ｃｏｓ（２π×（５ｔ２＋３０ｔ）） （１３）

用２００Ｈｚ的采样频率对它进行采样，采样点数为
５１２．信号及其频率如图１所示．

对信号用基于多尺度线调频基的稀疏信号分解方

法分解，得到分离结果如图２、图３、图４所示，从图２～
图４可以看出，本文方法能将多项式相位信号分量有效
分离，且能较准确地估计瞬时频率，对分解结果做进一

步的数值分析，得到三个分量的相对误差信号能量占

真实分量能量的百分比分别为：０６８％，０５５％，
０７４％，对应的频率估计的绝对误差最大值分别
００４５３，００１５５，０．这个结果表明该方法确实能够用于
分离多分量多项式相位信号，且频率估计精度较高．

为了分析噪声对本文方法的影响，对上述分析信

号加入白噪声，信噪比初始值为１０ｄＢ，每分析一次信噪
比减１ｄＢ，直至方法失效为止，得到该方法有效的最低
信噪比可达－１ｄＢ．

令 ｅｓ（ｉ）＝
Ｅ（ｓｉ－ｃｉ）
Ｅ（ｓｉ）

，其中 Ｅ（·）表示能量，ｓｉ，ｃｉ为
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第 ｉ个分量真实值与分解结果值，因此 ｅｓ（ｉ）表示分量
的相对误差信号能量与真实分量能量的比值，可用 ｅｓ
（ｉ）的大小来衡量分量分离误差；令 ｅｆ（ｉ）＝ｍａｘ

（
ｆ′ｉ－ｆｉ
ｆｉ

），其中 ｆ′ｉ，ｆｉ分别表示第ｉ个分量的频率估

计值与真实值，则 ｅｆ（ｉ）表示第 ｉ个分量频率的真实值
与估计值绝对误差的最大值，可用 ｅｆ（ｉ）来衡量频率估
计误差，追踪噪声对 ｅｓ（ｉ），ｅｆ（ｉ）的影响得到结果如图
５，图６所示．

分析图５、图 ６可知，由于第三分量本身就是一个
线性调频分量，用该方法分解分量误差和频率误差较

第一、第二分量都更小些，频率估计的准确度可达百分

之百，但在［０ｄＢ １０ｄＢ］这一信噪比区间内，三个信号分
量的相对误差信号能量与真实分量能量比值都不超过

５％，而分量频率的绝对误差的最大值也都小于０１．可

见该方法有很好的抗噪声干扰的能力，适合用于含噪

多分量多项式相位信号的分离与瞬时频率估计．

５ 结论

（１）仿真分析表明，基于多尺度线性调频基的稀疏
信号分解方法能将多分量多项式相位信号包含的多项

式相位分量（即ＰＰＳ分量）有效分离，并且分离过程中所
用的基元函数连接形成的频率曲线可作为多分量多项

式相位信号（ｍｃＰＰＳ）包含的 ＰＰＳ分量的频率估计，且频
率估计具有较高的精度．

（２）本文方法为多分量多项式信号的分析与处理
提供了新的思路．首先，ｍｃＰＰＳ分量的分离有利于得到
其分量数目 Ｋ和幅值参数Ａｋ的估计；其次，ＰＰＳ分量的
瞬时频率估计有利于得到其相位多项式的参数 ａｋ，ｍ和
最高阶数Ｍｋ的估计．

（３）该方法对噪声不敏感，对信噪比很低的多分量
多项式相位信号（ｍｃＰＰＳ）仍然有效，适合于工程实际信
号分析．
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