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摘 要： 为避免无源定位中的迭代运算，该文针对两类特殊的无源定位（非线性）观测方程，分别提出将其进行

伪线性化处理，从而实现目标位置闭式解算的理论分析框架．首先，在不限定具体物理观测量的前提下，归纳总结出两
类将非线性观测方程转化为伪线性观测方程的数学模型，并推导出用于目标定位的加权线性最小二乘闭式解．接着，
利用一阶误差分析方法定量分析两类闭式解的理论定位方差，并证明其参数估计性能均能够达到相应的克拉美罗界

（在门限效应发生前），从而证明闭式解的渐近最优性．最后，文中以ＡＯＡ／ＴＯＡ联合定位和ＡＯＡ／ＴＤＯＡ／ＦＤＯＡ联合定位
为算例，分别阐述两类伪线性化无源定位方法的具体应用，并通过仿真实验验证文中理论分析的有效性．
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１ 引言

无源定位是通过观测站接收来自目标的无线电信

号，并从信号中挖掘出用于定位的观测量．最典型的观
测量包括：接收信号强度（ＲｅｃｅｉｖｅｄＳｉｇｎａｌＳｔｒｅｎｇｔｈ，
ＲＳＳ）［１］，到达时间（ＴｉｍｅｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＴＯＡ）［２］，到达时间差

（ＴｉｍｅＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＡｒｒｉｖａｌ，ＴＤＯＡ）［３～７］，到达角度（Ａｎｇｌｅｏｆ
Ａｒｒｉｖａｌ，ＡＯＡ）［８，９］，到达频率差（ＦｒｅｑｕｅｎｃｙＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆＡｒ
ｒｉｖａｌ，ＦＤＯＡ）［１０～１６］等．根据上述观测信息均能够建立关
于目标位置或速度与观测站位置或速度之间的（非线

性）方程，再通过优化求解该方程即可获得关于目标位

置或速度的参数信息．
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近些年来，基于上述观测量的目标定位算法已相

继提出，其中包括 Ｔａｙｌｏｒ级数迭代算法［８，１３］、总体最小
二乘（ＴｏｔａｌＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＴＬＳ）算法［１２］、约束加权最小二
乘（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＷｅｉｇｈｔｅｄＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＣＷＬＳ）算法［１７］、约
束总体最小二乘（ＣｏｎｓｔｒａｉｎｅｄＴｏｔａｌＬｅａｓｔＳｑｕａｒｅｓ，ＣＴＬＳ）算
法［７，１４］、结 构 总 体 最 小 二 乘 （ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｄＴｏｔａｌＬｅａｓｔ
Ｓｑｕａｒｅｓ，ＳＴＬＳ）算法［９］、基于凸优化的定位算法［５，１６］等．
然而，上述算法大都需要迭代运算，这除了带来较复杂

的运算量外，还会出现迭代发散和局部收敛等问题．为
避免迭代运算，相关学者提出一系列著名闭式算

法［１～４，６，１０，１１，１５］，这些算法均能够直接给出目标位置或

速度的闭式公式．最具代表性的算法是文献［３］提出的
基于ＴＤＯＡ的两步加权线性最小二乘定位算法（学界称
为Ｃｈａｎ氏算法）．基于 Ｃｈａｎ氏算法思想，文献［１，２，４，
６，１０，１１，１５］分别提出基于 ＲＳＳ、基于 ＴＯＡ、联合 ＴＤＯＡ／
ＦＤＯＡ的两步解算公式．

值得一提的是，文献［１～４，６，１０，１１，１５］中定位闭
式解的推导及其理论性能分析都是针对某些特定观测

方程所进行，因此缺乏系统性的理论框架．事实上，这
些定位算法背后都可用统一的理论框架来描述和分

析，从而便于推广于更多的定位场景．笔者通过研究现
有无源定位系统中的观测方程，总结归纳出两类将非

线性观测方程转化为伪线性方程的代数处理模式：第

一类是直接将原定位方程通过等价代数变换得到与之

具有相同维数的线性方程，并且两种方程的未知参量

保持不变（即单步定位模式）；第二类虽然无法直接转

化为线性方程，但通过引入中间辅助变量可获得关于

新参量的线性方程，根据新参量与原参量之间的闭式

关系即可确定第二个线性方程（即两步定位模式）．
针对上述两类伪线性化处理模型，该文在不限定

具体观测量的前提下，分别推导出用于目标定位的加

权线性最小二乘闭式解，随后利用一阶误差分析方法

定量推导其理论估计方差，并证明两类伪线性化处理

方法的定位性能均能够达到克拉美罗界（ＣｒａｍéｒＲａｏ
Ｂｏｕｎｄ，ＣＲＢ）（在门限效应发生前，即观测噪声方差大于
阈值而使一阶误差分析方法失效前），从而定量证明闭

式解的渐近最优性．最后，本文以两个算例分别阐述两
类伪线性化无源定位方法的具体应用．

２ 无源定位观测方程及最小方差估计器

假设通过某些测量方式可获得关于目标位置状态

的时域、空域或频域参量，于是可建立如下观测模型

ｚ＝ｆ（ｓ）＋ｎ （１）
式中 ｚ∈Ｒｐ×１表示观测向量，ｓ∈Ｒｑ×１（ｑ≤ｐ）为目标位
置状态向量，ｆ（·）表示某非线性观测方程（这里不限制
特定观测量），ｎ∈Ｒｐ×１为加性观测噪声，假设它服从零

均值高斯分布，协方差矩阵为 ｃｏｖ（ｎ）＝Ｅ［ｎｎＴ］．
无源定位问题就是根据观测向量 ｚ估计目标位置

状态向量ｓ，一种可获得渐近最优性能的估计器为
ｓ^ｏｐｔ＝ａｒｇｍｉｎ

ｓ∈Ｒ
ｑ×１
（ｚ－ｆ（ｓ））Ｔｃｏｖ－１（ｎ）（ｚ－ｆ（ｓ））（２）

上述估计器的估计方差矩阵等于ＣＲＢ，即有
ｃｏｖ（^ｓｏｐｔ）＝（ＦＴ（ｓ）ｃｏｖ－１（ｎ）Ｆ（ｓ））－１＝ＣＲＢ（ｓ）（３）

式中 Ｆ（ｓ）＝ｆ（ｓ）
ｓＴ

表示函数向量 ｆ（ｓ）的Ｊａｃｏｂｉ矩阵．

３ 两类观测方程的伪线性化及渐近最优闭
式解

３１ 第一类伪线性化处理及其渐近最优闭式解

３．１．１ 第一类伪线性化处理过程及其加权线性最小二

乘闭式解

定义 ｚ０＝ｆ（ｓ），对于某些定位模型可将该非线性
等式转化为如下等价的并具有相同维数的伪线性等式

ａ（ｚ０）＝Ｂ（ｚ０）ｓ （４）
其中 ａ（ｚ０）∈Ｒｐ×１和 Ｂ（ｚ０）∈Ｒｐ×ｑ分别为关于Ｚ０的向
量和矩阵函数．在实际计算中，函数 ａ（·）和 Ｂ（·）的形
式都已知，但 ｚ０不可获知，只能用 ｚ代替．显然，若用 ｚ
直接代替ｚ０，式（４）已无法成立，会产生如下误差向量

ｅ＝ａ（ｚ）－Ｂ（ｚ）ｓ （５）
为合理估计 ｓ，需分析误差向量 ｅ的统计特性，根据一
阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开可得
ｅ≈（Ａ（ｚ０）－ Ｂ１（ｚ０）ｓ Ｂ２（ｚ０）ｓ … Ｂｐ（ｚ０）[ ]ｓ）ｎ
＝Ｅ（ｓ，ｚ０）ｎ （６）

式中 Ｂｋ（ｚ０）＝
Ｂ（ｚ０）
〈ｚ０〉ｋ

和Ａ（Ｚ０）＝
ａ（ｚ０）
ＺＴ０

，而且

Ｅ（ｓ，ｚ０）＝Ａ（ｚ０）－ Ｂ１（ｚ０）ｓ Ｂ２（ｚ０）ｓ … Ｂｐ（ｚ０）[ ]ｓ
（７）

根据式（６）可知 ｅ服从零均值高斯分布，其协方差阵为
ｃｏｖ（ｅ）＝Ｅ（ｓ，ｚ０）ｃｏｖ（ｎ）ＥＴ（ｓ，ｚ０） （８）

联合式（５）和式（８）可得到加权线性最小二乘闭式解
ｓ^ｗｌｓ＝（ＢＴ（ｚ）ｃｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ））－１ＢＴ（ｚ）ｃｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ）

（９）
需要指出，ｃｏｖ（ｅ）表达式中 ｚ０和 ｓ均无法获知，其中 ｚ０
只能用 ｚ来代替，而 ｓ可用任意渐近无偏估计值 ｓ^ｕｅ（通
过非加权线性最小二乘估计获得）来代替，它满足

ｌｉｍ
ｃｏｖ（ｎ）→Ｏ

ｓ^ｕｅ＝ｓ．此时 ｃｏｖ（ｅ）用 ｃ^ｏｖ（ｅ）来表示，于是有

ｓ^ｗｌｓ＝（ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ））－１ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ）
（１０）

下节的理论分析表明式（１０）是无偏估计并具有渐近最
优性，即其具有最小的估计方差．
３．１．２ 加权线性最小二乘闭式解的渐近最优性分析

本小节将推导 ｓ^ｗｌｓ的理论性能．根据式（１０）可知
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ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ）^ｓｗｌｓ＝ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ）


ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ０）＋δＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ０）

＋ＢＴ（ｚ０）δｃｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ０）＋ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）δＢ（ｚ０
( )）
×（ｓ＋δｓｗｌｓ）≈ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ０）＋δＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ０）

＋ＢＴ（ｚ０）δｃｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ０）＋ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）δａ（ｚ０）

ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ０）δｓｗｌｓ≈ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）ｅ

（１１）
式中

δＢ（ｚ０）＝Ｂ（ｚ）－Ｂ（ｚ０），δａ（ｚ０）＝ａ（ｚ）－ａ（ｚ０）

δｓｗｌｓ＝ｓ^ｗｌｓ－ｓ，δｃｏｖ－１（ｅ）＝ｃ^ｏｖ－１（ｅ）－ｃｏｖ－１（ｅ
{ ）

（１２）
于是有

Ｅ（^ｓｗｌｓ）＝ｓ＋Ｅ［δｓｗｌｓ］＝ｓ

ｃｏｖ（^ｓｗｌｓ）＝（ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ０））
{ －１

（１３）

式（１３）中第一式表明 ｓ^ｗｌｓ是 ｓ的无偏估计，而由第二式
可证明 ｓ^ｗｌｓ是 ｓ的渐近最优估计，具体可见如下命题．

命题１ ｃｏｖ（^ｓｗｌｓ）＝ＣＲＢ（ｓ）．
证明 将等式 ｚ０＝ｆ（ｓ）代入式（４）可得

ａ（ｆ（ｓ））＝Ｂ（ｆ（ｓ））ｓ （１４）
计算式（１４）两边Ｊａｃｏｂｉ矩阵可得
Ａ（ｚ０）Ｆ（ｓ）＝ Ｂ１（ｚ０）ｓ Ｂ２（ｚ０）ｓ … Ｂｐ（ｚ０）[ ]ｓＦ（ｓ）

＋Ｂ（ｚ０）Ｅ（ｓ，ｚ０）Ｆ（ｓ）＝Ｂ（ｚ０） （１５）
将式（８）和式（１５）代入式（１３）中可得
ｃｏｖ（^ｓｗｌｓ）＝（ＦＴ（ｓ）ＥＴ（ｓ，ｚ０）ｃｏｖ－１（ｅ）Ｅ（ｓ，ｚ０）Ｆ（ｓ））－１

＝（ＦＴ（ｓ）ｃｏｖ－１（ｎ）Ｆ（ｓ））－１ （１６）
又由式（３）可知 ｃｏｖ（^ｓｗｌｓ）＝ＣＲＢ（Ｓ），即命题得证．

３２ 第二类伪线性化处理及其渐近最优闭式解

３．２．１ 第二类伪线性化处理过程及其两步加权线性最

小二乘闭式解

定义无观测误差条件的观测量 ｚ０＝ｆ（ｓ），对于某
些定位模型可将该非线性等式转化为如下伪线性等式

珔ａ（ｚ０）＝珚Ｂ（ｚ０）ｈ（ｓ）＝珚Ｂ（ｚ０）珋ｓ （１７）
式中珔ａ（ｚ０）∈Ｒｐ×１和珚Ｂ（ｚ０）∈Ｒｐ×

珋ｑ（ｐ珋ｑ＞ｑ）分别为
关于 ｚ０的向量和矩阵函数，珋ｓ＝ｈ（ｓ）∈Ｒ

珋ｑ×１是关于 ｓ
的非线性向量函数．虽然式（１７）并不是关于 ｓ的线性方
程，但却是关于珋ｓ的线性方程，因此第一步可先求解珋ｓ，
再利用珋ｓ和ｓ之间的闭式关系估计ｓ．

类似于式（４）的求解过程，这里同样用 ｚ代替式
（１７）中的 ｚ０，并定义误差向量

珋ｅ＝珔ａ（ｚ）－珚Ｂ（ｚ）珋ｓ （１８）
为了合理估计珋ｓ，需要分析误差向量珋ｅ的统计特性，根
据一阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开可得

珋ｅ≈（珚Ａ（ｚ０）－［珚Ｂ
·

１（ｚ０）珋ｓ珚Ｂ
·

２（ｚ０）珋ｓ … 珚Ｂ
·

ｐ（ｚ０）珋ｓ］）ｎ
＝珚Ｅ（珋ｓ，ｚ０）ｎ （１９）

式中珚Ｂ
·

ｋ（ｚ０）＝
珚Ｂ（ｚ０）
〈ｚ０〉ｋ

和珚Ａ（ｚ０）＝
珔ａ（ｚ０）
ｚＴ０

，而且

珚Ｅ（珋ｓ，ｚ０）＝珚Ａ（ｚ０）－［珚Ｂ
·

１（ｚ０）珋ｓ珚Ｂ
·

２（ｚ０）珋ｓ … 珚Ｂ
·

ｐ（ｚ０）珋ｓ］
（２０）

根据式（１９）可知珋ｅ服从零均值高斯分布，其协方差矩
为

ｃｏｖ（珋ｅ）＝珚Ｅ（珋ｓ，ｚ０）ｃｏｖ（ｎ）珚ＥＴ（珋ｓ，ｚ０） （２１）
联合式（１８）和式（２１）建立如下加权线性最小二乘模型

珋ｓ
＾

ｗｌｓ＝ａｒｇｍｉｎ
珋ｓ∈Ｒ

珋ｑ×１
（珔ａ（ｚ）－珚Ｂ（ｚ）珋ｓ）Ｔｃｏｖ－１（珋ｅ）（珔ａ（ｚ）－珚Ｂ（ｚ）珋ｓ）

＝（珚ＢＴ（ｚ）ｃｏｖ－１（珋ｅ）珚Ｂ（ｚ））－１珚ＢＴ（ｚ）ｃｏｖ－１（珋ｅ）珔ａ（ｚ） （２２）
类似地，ｃｏｖ（珋ｅ）表达式中的 ｚ０和珋ｓ均无法获知，其中 ｚ０
只能用 ｚ来代替，而珋ｓ可用其任意无偏估计值珋ｓ

＾

ｕｅ（通过

非加权线性最小二乘估计获得）来代替，它满足 ｌｉｍ
ｃｏｖ（ｎ）→Ｏ

珋ｓ
＾

ｕｅ＝珋ｓ．此时 ｃｏｖ（ｅ）用 ｃ^ｏｖ（ｅ）来表示，于是有

珋ｓ
＾

ｗｌｓ＝（珚ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（珋ｅ）珚Ｂ（ｚ））－１珚ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（珋ｅ）珔ａ（ｚ）
（２３）

类似于第３１２小节中的理论分析可知珋ｓ
＾

ｗｌｓ是珋ｓ的无偏
估计，其协方差矩阵为

ｃｏｖ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）＝（珚ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（珋ｅ）珚Ｂ（ｚ０））－１ （２４）

下面考虑从珋ｓ
＾

ｗｌｓ中估计 ｓ．显然，若直接根据珋ｓ和ｓ之间
的非线性关系珋ｓ＝ｈ（ｓ）求解 ｓ，需要求解非线性优化问
题，此时需要迭代运算．幸运的是，对于某些定位模型，
珋ｓ和ｓ之间还满足如下等价关系

ｔ（珋ｓ）＝Ｑ（珋ｓ）ｇ（ｓ）＝Ｑ（珋ｓ）珌ｓ （２５）
式中 ｔ（珋ｓ）∈Ｒ珋ｑ×１和 Ｑ（珋ｓ）∈Ｒ珋ｑ×ｑ分别为关于珋ｓ的向量
和矩阵函数，珌ｓ＝ｇ（ｓ）∈Ｒｑ×１是关于 ｓ的非线性向量函
数．函数 ｇ（·）与 ｈ（·）的不同处在于，ｇ（·）的反函数
ｇ－１（·）的形式可直接获得，于是利用珌ｓ可直接估计出ｓ
＝ｇ－１（珌ｓ）．
下面基于式（２５）估计珌ｓ，类似于式（４）和式（１７）的

求解过程，这里需要利用估计向量珋ｓ
＾

ｗｌｓ代替式（２５）中的
珋ｓ，并定义新的误差向量

ε＝ｔ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）－Ｑ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）珌ｓ （２６）
类似地，为了合理估计珌ｓ，需要分析误差向量ε的统计
特性，根据一阶Ｔａｙｌｏｒ级数展开可得
ε≈（Ｔ（珋ｓ）－ Ｑ１（珋ｓ）珌ｓ Ｑ２（珋ｓ）珌ｓ … Ｑ珋ｑ（珋ｓ）珌[ ]ｓ）δ珋ｓｗｌｓ
＝Φ（珌ｓ，珋ｓ）δ珋ｓｗｌｓ （２７）

式中δ珋ｓｗｌｓ＝珋ｓ
＾

ｗｌｓ－珋ｓ表示珋ｓ
＾

ｗｌｓ的估计误差，Ｑｋ（珋ｓ）＝
Ｑ（珋ｓ）
〈珋ｓ〉ｋ

和 Ｔ（珋ｓ）＝ｔ（
珋ｓ）
珋ｓＴ

，而且

Φ（珌ｓ，珋ｓ）＝Ｔ（珋ｓ）－ Ｑ１（珋ｓ）珌ｓ Ｑ２（珋ｓ）珌ｓ … Ｑ珋ｑ（珋ｓ）珌[ ]ｓ
（２８）
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根据式（２７）可知向量ε服从零均值高斯分布，其协方
差矩阵为

ｃｏｖ（ε）＝Φ（珌ｓ，珋ｓ）ｃｏｖ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）Φ
Ｔ（珌ｓ，珋ｓ） （２９）

联合式（２６）和式（２９）可得的加权线性最小二乘闭式解
珌ｓ
＾

ｗｌｓ＝（ＱＴ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）ｃｏｖ－１（ε）Ｑ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ））
－１ＱＴ（珋ｓ

＾

ｗｌｓ）ｃｏｖ－１（ε）ｔ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）

（３０）
ｃｏｖ（ε）表达式中珋ｓ和珌ｓ均无法获知，其中珋ｓ只能用向量

珋ｓ
＾

ｗｌｓ来代替，而珌ｓ用任意无偏估计值珌ｓ
＾

ｕｅ（通过非加权线性

最小二乘估计获得）来代替，它满足 ｌｉｍ
ｃｏｖ（ｎ）→Ｏ

珌ｓ
＾

ｕｅ＝珌ｓ．此时

ｃｏｖ（ε）不妨用 ｃ^ｏｖ（ε）来表示，于是有
珌ｓ
＾

ｗｌｓ＝（ＱＴ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）ｃ^ｏｖ－１（ε）Ｑ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ））
－１ＱＴ（珋ｓ

＾

ｗｌｓ）ｃ^ｏｖ－１（ε）ｔ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）

（３１）

类似于第３．１．２小节中的理论分析可知珌ｓ
＾

ｗｌｓ是珌ｓ的
无偏估计，其协方差矩阵为

ｃｏｖ（珌ｓ
＾

ｗｌｓ）＝（ＱＴ（珋ｓ）ｃｏｖ－１（ε）Ｑ（珋ｓ））－１ （３２）
最后，目标位置状态向量 ｓ的估计值为

ｓ^ｔｓ－ｗｌｓ＝ｇ－１（珌ｓ
＾

ｗｌｓ） （３３）
并且其协方差矩阵为

ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝Ｇ－１（ｓ）ｃｏｖ（珌ｓ
＾

ｗｌｓ）Ｇ－Ｔ（ｓ） （３４）

式中 Ｇ（ｓ）＝ｇ（ｓ）
ｓＴ

．

３．２．２ 加权线性最小二乘闭式解的渐近最优性分析

命题 ２ ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝（ＨＴ（ｓ）ｃｏｖ－１（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）

Ｈ（ｓ））－１，式中 Ｈ（ｓ）＝ｈ（ｓ）
ｓＴ

．

证明 首先将式（３２）代入式（３４）中可得
ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝（ＧＴ（ｓ）ＱＴ（珋ｓ）ｃｏｖ－１（ε）Ｑ（珋ｓ）Ｇ（Ｓ））－１

（３５）
再将式（２９）代入式（３５）可得

ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝
ＧＴ（ｓ）ＱＴ（珋ｓ）Φ－Ｔ（珌ｓ，珋ｓ）ｃｏｖ－１（珋ｓ

＾

ｗｌｓ）

×Φ－１（珌ｓ，珋ｓ）Ｑ（珋ｓ）Ｇ（ｓ( )
）

－１

（３６）
另一方面，将等式珋ｓ＝ｈ（ｓ）代入式（２５）中可得

ｔ（ｈ（ｓ））＝Ｑ（ｈ（ｓ））ｇ（ｓ）＝Ｑ（ｈ（ｓ））珌ｓ （３７）
计算式（３７）两边的Ｊａｃｏｂｉ矩阵可得
Ｔ（珋ｓ）Ｈ（ｓ）＝ Ｑ１（珋ｓ）珌ｓ Ｑ２（珋ｓ）珌ｓ … Ｑ珋ｑ（珋ｓ）珌[ ]ｓＨ（ｓ）
＋Ｑ（珋ｓ）Ｇ（ｓ）Ｈ（ｓ）＝Φ－１（珌ｓ，珋ｓ）Ｑ（珋ｓ）Ｇ（ｓ）

（３８）
将式（３８）代入式（３６）中可得

ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝（ＨＴ（ｓ）ｃｏｖ－１（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）Ｈ（ｓ））－１

（３９）
基于命题２可得到如下结论．

命题３ ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝ＣＲＢ（ｓ）．
证明 首先将式（２４）代入式（３９）可得

ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝（ＨＴ（ｓ）珚ＢＴ（ｚ０）ｃｏｖ－１（珋ｅ）珚Ｂ（ｚ０）Ｈ（ｓ））－１

（４０）
再将式（２１）代入式（４０）可得

ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝
ＨＴ（ｓ）珚ＢＴ（ｚ０）珚Ｅ－Ｔ（珋ｓ，ｚ０）ｃｏｖ－１（ｎ）

×珚Ｅ－１（珋ｓ，ｚ０）珚Ｂ（ｚ０）Ｈ（ｓ
( )）

－１

（４１）
另一方面，将等式 ｚ０＝ｆ（ｓ）代入式（１７）可得

珔ａ（ｆ（ｓ））＝珚Ｂ（ｆ（ｓ））ｈ（ｓ） （４２）
计算式（４２）两边的 Ｊａｃｏｂｉ矩阵可得

珚Ａ（ｚ０）Ｆ（ｓ）＝珚Ｂ
·

１（ｚ０）珋ｓ珚Ｂ
·

２（ｚ０）珋ｓ … 珚Ｂ
·

ｐ（ｚ０）珋[ ]ｓＦ（ｓ）
＋珚Ｂ（ｚ０）Ｈ（ｓ）Ｆ（ｓ）＝珚Ｅ－１（珋ｓ，ｚ０）珚Ｂ（ｚ０）Ｈ（ｓ）

（４３）
式（４３）代入式（４１）可得

ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝（ＦＴ（ｓ）ｃｏｖ－１（ｎ）Ｆ（ｓ））－１

（４４）
又由式（３）可知 ｃｏｖ（^ｓｔｓ－ｗｌｓ）＝ＣＲＢ（ｓ），即命题得证．

４ 两种无源定位算例及其渐近最优闭式解

４１ 基于第一类伪线性化处理的无源定位算例

考虑基于ＡＯＡ／ＴＯＡ的联合定位场景．假设目标位
置向量为 ｓ＝ ｕｔｖｔｗ[ ]ｔ Ｔ，现有 Ｍ个观测站用于定位，第

ｍ个观测站位置向量为ｓｒ，ｍ＝ ｕｒ，ｍｖｒ，ｍｗｒ，[ ]ｍ Ｔ，现利用

ＡＯＡ／ＴＯＡ进行联合定位，相应的定位方程为

θｍ＝ａｒｃｔａｎ
ｖｔ－ｖｒ，ｍ
ｕｔ－ｕｒｍ

βｍ＝ａｒｃｔａｎ
ｗｔ－ｗｒ，ｍ

（ｕｔ－ｕｒ，ｍ）２＋（ｖｔ－ｖｒ，ｍ）槡 ２

ｔｍ＝
１
ｃ （ｕｔ－ｕｒ，ｍ）２＋（ｖｔ－ｖｒ，ｍ）２＋（ｗｔ－ｗｒ，ｍ）槡











 ２

（４５）
式中θｍ，βｍ和ｔｍ分别表示目标到第ｍ个观测站的方位
角，仰角和时间，ｃ表示光速．定义无误差的观测向量为
ｚ０＝［θＴβＴｔＴ］Ｔ，其中θ＝［θ１θ２…θＭ］Ｔ，β＝［β１β２…

βＭ］
Ｔ和 ｔ＝［ｔ１ｔ２… ｔＭ］Ｔ．
根据ＡＯＡ／ＴＯＡ的定位方程特性可以得到如下等

价的“伪线性”定位方程

ａ（ｚ０）＝Ｂ（ｚ０）ｓ （４６）
式中

ａ（ｚ０）＝ ａＴθ（ｚ０） ａＴ
β
（ｚ０） ａＴｔ（ｚ０[ ]）Ｔ

Ｂ（ｚ０）＝ ＢＴθ（ｚ０） ＢＴ
β
（ｚ０） ＢＴｔ（ｚ０[ ]）{ Ｔ

（４７）

其中
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ａθ（ｚ０）＝
ｕｒ，１ｓｉｎθ１－ｖｒ，１ｃｏｓθ１



ｕｒ，ＭｓｉｎθＭ－ｖｒ，Ｍｃｏｓθ








Ｍ

ａ
β
（ｚ０）＝

（ｕｒ，１ｃｏｓθ１＋ｖｒ，１ｓｉｎθ１）ｓｉｎβ１－ｗｒ，１ｃｏｓβ１


（ｕｒ，ＭｃｏｓθＭ＋ｖｒ，ＭｓｉｎθＭ）ｓｉｎβＭ－ｗｒ，Ｍｃｏｓβ








Ｍ

ａｔ（ｚ０）＝

（ｕｒ，１ｃｏｓθ１＋ｖｒ，１ｓｉｎθ１）ｃｏｓβ１＋ｗｒ，１ｓｉｎβ１＋ｃｔ１


（ｕｒ，ＭｃｏｓθＭ＋ｖｒ，ＭｓｉｎθＭ）ｃｏｓβＭ＋ｗｒ，ＭｓｉｎβＭ＋ｃｔ

























Ｍ

（４８）

Ｂθ（ｚ０）＝
ｓｉｎθ１ －ｃｏｓθ１ ０
  

ｓｉｎθＭ －ｃｏｓθＭ









０

Ｂ
β
（ｚ０）＝

ｃｏｓθ１ｓｉｎβ１ ｓｉｎθ１ｓｉｎβ１ －ｃｏｓβ１
  

ｃｏｓθＭｓｉｎβＭ ｓｉｎθＭｓｉｎβＭ －ｃｏｓβ









Ｍ

Ｂｔ（ｚ０）＝
ｃｏｓθ１ｃｏｓβ１ ｓｉｎθ１ｃｏｓβ１ ｓｉｎβ１
  

ｃｏｓθＭｃｏｓβＭ ｓｉｎθＭｃｏｓβＭ ｓｉｎβ





























Ｍ

（４９）
在获得伪线性观测方程（４６）的基础上，根据第３．１

小节中的推导可得到如下目标位置解算方法：

步骤１ 计算 ｓ^ｕｅ＝（ＢＴ（ｚ）Ｂ（ｚ））－１ＢＴ（ｚ）ａ（ｚ）；
步骤２ 计算 ｃ^ｏｖ（ｅ）＝Ｅ（^ｓｕｅ，ｚ）ｃｏｖ（ｎ）ＥＴ（^ｓｕｅ，

ｚ）；
步骤３ 计算 ｓ^ｗｌｓ＝（ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（ｅ）Ｂ（ｚ））－１

×ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（ｅ）ａ（ｚ）．
４２ 基于第二类伪线性化处理的无源定位算例

考虑基于ＡＯＡ／ＴＤＯＡ／ＦＤＯＡ的联合定位场景．假设
目标是运动的，其位置状态向量为 ｓ＝［ｓ（１）Ｔｓ（２）Ｔ］Ｔ，其
中 ｓ（１）＝［ｕｔｖｔｗｔ］Ｔ为目标位置向量，ｓ（２）＝［ｕｔｖｔｗｔ］Ｔ为
目标速度向量，现有 Ｍ个观测站用于目标定位，并且第
１个观测站为主站，第 ｍ个观测站的位置状态向量为
ｓｒ，ｍ＝［ｓ（１）Ｔｒ，ｍｓ（２）Ｔｒ，ｍ］Ｔ，其中 ｓ（１）ｒ，ｍ＝［ｕｒ，ｍｖｒ，ｍｗｒ，ｍ］Ｔ表示观
测站位置向量，ｓ（２）ｒ，ｍ＝［ｕｒ，ｍｖｒ，ｍｗｒ，ｍ］Ｔ表示观测站速度
向量，现利用 ＡＯＡ／ＴＤＯＡ／ＦＤＯＡ进行联合定位，相应的
定位方程为

θｍ＝ａｒｃｔａｎ
ｖｔ－ｖｒ，ｍ
ｕｔ－ｕｒ，ｍ

βｍ＝ａｒｃｔａｎ
ｗｔ－ｗｒ，ｍ

（ｕｔ－ｕｒ，ｍ）２＋（ｖｔ－ｖｒ，ｍ）槡 ２

Δｔｎ＝
１
ｃ（‖ｓ

（１）－ｓ（１）ｒ，ｎ‖－‖ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１‖）

Δｆｎ＝
ｆ０
ｃ
（ｓ（２）－ｓ（２）ｒ，ｎ）Ｔ（ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，ｎ）

‖ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，ｎ‖
－
（ｓ（２）－ｓ（２）ｒ，１）Ｔ（ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１）

‖ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１( )















‖
（５０）

式中θｍ和βｍ分别表示目标到第ｍ个观测站的方位角

和仰角，Δｔｎ和Δｆｎ分别表示目标到第ｎ个观测站与第１
个观测站的时间差和频率差，ｆ０表示信号频率．定义无
误差条件下的观测向量为 ｚ０＝［θＴβＴΔｔＴΔｆＴ］Ｔ，其中θ
＝ ［θ１θ２…θＭ］

Ｔ， β ＝ ［β１β２…βＭ］
Ｔ， Δｔ ＝

［Δｔ２Δｔ３…ΔｔＭ］Ｔ和Δｆ＝［Δｆ２Δｆ３…ΔｆＭ］Ｔ．
根据ＡＯＡ／ＴＤＯＡ／ＦＤＯＡ的定位方程特性可以得到

如下等价的“伪线性”定位方程

珔ａ（ｚ０）＝珚Ｂ（ｚ０）ｈ（ｓ）＝珚Ｂ（ｚ０）珋ｓ （５１）
式中

珔ａ（ｚ０）＝珔ａＴθ（ｚ０）珔ａ
Ｔ
β
（ｚ０）珔ａＴΔｔ（ｚ０）珔ａ

Ｔ
Δｆ（ｚ０[ ]）Ｔ

珚Ｂ（ｚ０）＝珚ＢＴθ（ｚ０） 珚Ｂ
Ｔ
β
（ｚ０） 珚ＢＴΔｔ（ｚ０） 珚Ｂ

Ｔ
Δｆ（ｚ０[ ]）Ｔ

珋ｓ＝ｈ（ｓ）＝ ｓ（１）Ｔ ρ
（１） ｓ（２）Ｔ ρ

（２[ ]）
{

Ｔ

（５２）
其中

珔ａθ（ｚ０）＝
ｕｒ，１ｓｉｎθ１－ｖｒ，１ｃｏｓθ１



ｕｒ，ＭｓｉｎθＭ－ｖｒ，Ｍｃｏｓθ









Ｍ

，

珔ａ
β
（ｚ０）＝

（ｕｒ，１ｃｏｓθ１＋ｖｒ，１ｓｉｎθ１）ｓｉｎβ１－ｗｒ，１ｃｏｓβ１


（ｕｒ，ＭｃｏｓθＭ＋ｖｒ，ＭｓｉｎθＭ）ｓｉｎβＭ－ｗｒ，Ｍｃｏｓβ









Ｍ

珔ａΔｔ（ｚ０）＝

ｃ２Δｔ２２－‖ｓ（１）ｒ，２‖２２＋‖ｓ
（１）
ｒ，１‖２２



ｃ２Δｔ２Ｍ－‖ｓ（１）ｒ，Ｍ‖２２＋‖ｓ
（１）
ｒ，１‖









２２

，

珔ａΔｆ（ｚ０）＝
２（ｃ２Δｔ２Δｆ２／ｆ０－ｓ（２）Ｔｒ，２ｓ（１）ｒ，２＋ｓ（２）Ｔｒ，１ｓ（１）ｒ，１）



２（ｃ２ΔｔＭΔｆＭ／ｆ０－ｓ（２）Ｔｒ，Ｍｓ（１）ｒ，Ｍ＋ｓ（２）Ｔｒ，１ｓ（１）ｒ，１

































）

（５３）

珔Ｂθ（ｚ０）＝

ｓｉｎθ１ －ｃｏｓθ１ Ｏ１×６
  

ｓｉｎθＭ －ｃｏｓθＭ Ｏ







１×６

，

珔Ｂ
β
（ｚ０）＝

ｃｏｓθ１ｓｉｎβ１ ｓｉｎθ１ｓｉｎβ１ －ｃｏｓβ１ Ｏ１×５
   

ｃｏｓθＭｓｉｎβＭ ｓｉｎθＭｓｉｎβＭ －ｃｏｓβＭ Ｏ







１×５

珔ＢΔｔ（ｚ０）＝

－２（ｓ（１）ｒ，２－ｓ（１）ｒ，１）Ｔ －２ｃΔｔ２ Ｏ１×４
  

－２（ｓ（１）ｒ，Ｍ－ｓ（１）ｒ，１）Ｔ －２ｃΔｔＭ Ｏ









１×４

，

珔ＢΔｆ（ｚ０）＝

－２（ｓ（２）ｒ，２－ｓ（２）ｒ，１）Ｔ －２ｃΔｆ２／ｆ０ －２（ｓ（１）ｒ，２－ｓ（１）ｒ，１）Ｔ －２ｃΔｔ２
   

－２（ｓ（２）ｒ，Ｍ－ｓ（２）ｒ，１）Ｔ－２ｃΔｆＭ／ｆ０－２（ｓ（１）ｒ，Ｍ－ｓ（１）ｒ，１）Ｔ－２ｃΔｔ





























Ｍ

（５４）

ρ
（１）＝‖ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１‖，ρ

（２）＝
（ｓ（２）－ｓ（２）ｒ，１）Ｔ（ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１）

‖ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１‖
（５５）

另一方面，根据向量珋ｓ中的元素之间的闭式关系
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可以建立如下方程

ｔ（珋ｓ）＝Ｑ（珋ｓ）ｇ（ｓ）＝Ｑ（珋ｓ）珌ｓ （５６）
式中

ｔ（珋ｓ）＝

（珋ｓ（１：３）－ｓ（１）ｒ，１）·（珋ｓ（１：３）－ｓ（１）ｒ，１）

珋ｓ２（４）
（珋ｓ（１：３）－ｓ（１）ｒ，１）·（珋ｓ（５：７）－ｓ（２）ｒ，１）

珋ｓ（４）珋ｓ（８











）

，Ｑ（珋ｓ）＝

Ｉ３ Ｏ３×３
１１×３ Ｏ１×３
Ｏ３×３ Ｉ３
Ｏ１×３ １











１×３

珌ｓ＝ｇ（ｓ）＝
（ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１）·（ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１）

（ｓ（１）－ｓ（１）ｒ，１）·（ｓ（２）－ｓ（２）ｒ，１
[ ]













）

（５７）
在获得伪线性观测方程（５１）和式（５６）的基础上，根

据第３２小节中的推导可得到如下目标位置解算方法：

步骤１ 计算珋ｓ
＾

ｕｅ＝（珚ＢＴ（ｚ）珚Ｂ（ｚ））－１珚ＢＴ（ｚ）珔ａ（ｚ）；

步骤２ 计算 ｃ^ｏｖ（珋ｅ）＝珚Ｅ（珋ｓ
＾

ｕｅ，ｚ）ｃｏｖ（ｎ）珚ＥＴ（珋ｓ
＾

ｕｅ，

ｚ）；

步骤３ 计算珋ｓ
＾

ｗｌｓ＝（珚ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（珋ｅ）珚Ｂ（ｚ））－１

×珚ＢＴ（ｚ）ｃ^ｏｖ－１（珋ｅ）珔ａ（ｚ）；

步骤４ 计算珌ｓ
＾

ｕｅ＝（ＱＴ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）Ｑ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ））
－１

×ＱＴ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）ｔ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）；

步骤５ 计算 ｃ^ｏｖ（ε）＝Φ（珌ｓ
＾

ｕｅ，珋ｓ
＾

ｗｌｓ）ｃ^ｏｖ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）

×ΦＴ（珌ｓ
＾

ｕｅ，珋ｓ
＾

ｗｌｓ）；

步骤６ 计算珌ｓ
＾

ｗｌｓ＝（ＱＴ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）ｃ^ｏｖ－１（ε）Ｑ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ））
－１

×ＱＴ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）ｃ^ｏｖ－１（ε）ｔ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ）；

步骤７ 计算

ｓ^ｔｓ－ｗｌｓ＝ Π 珌ｓ
＾

ｗｌｓ（１：３槡 ）

＋ｓ（１）ｒ，
( )

１

Ｔ珌ｓ
＾

ｗｌｓ（４：６）· Π 珌ｓ
＾

ｗｌｓ（１：３槡( )）
＋ｓ（２）ｒ，

( )
１

[ ]Ｔ
Ｔ

其中Π＝ｄｉａｇ［ｓｇｎ（珋ｓ
＾

ｗｌｓ（１：３）－ｓ（１）ｒ，１）］．

５ 仿真实验

５１ 联合ＡＯＡ／ＴＯＡ信息的定位仿真实验
假设共有６个观测站，其坐标见表１，目标坐标设

置为两种情况，第一种情况为远场源情况，其坐标为

（２５００ｍ，２２００ｍ，２０００ｍ），第二种情况为近场源情况，其
坐标为（８００ｍ，８００ｍ，８００ｍ）．假设 ＡＯＡ和 ＴＯＡ的估计误
差为独立同分布的斯噪声，首先固定 ＴＯＡ估计误差标
准差为σＴＯＡ＝１５０／ｃ，图 １给出目标定位均方根误差随
着σＡＯＡ（按弧度计）的变化曲线；接着固定 ＡＯＡ估计误
差标准差为σＡＯＡ＝８×１０－３，图２给出目标定位均方根
误差随着σＴＯＡ的变化曲线．

从图１和图２中可以看出，文中闭式解的定位性能
与ＣＲＢ以及 Ｔａｙｌｏｒ级数迭代法（初始值设为目标真实
值）的性能基本重合，从而说明第３１小节理论分析的

正确性，但相比 Ｔａｙｌｏｒ级数迭代法，闭式解算方法无需
迭代运算，因此不用考虑设置和发散等问题．另一方
面，文中闭式解的定位性能要明显优于 ＴＬＳ定位算法，
尤其在近场源条件下．最后还需要指出，在相同条件
下，各种定位算法对近场源的定位精度优于对远场源

的定位精度．
表１ 观测站三维坐标的数值列表（单位：ｍ）

观测站序号 １ ２ ３ ４ ５ ６

ｘ ３００ ４００ ３００ ３５０ －１００ ２００

ｙ １００ ５０ ５００ ２００ －１００ －３００

ｚ １５０ １００ ２００ １００ －１００ －２００

５２ 联合ＡＯＡ／ＴＤＯＡ／ＦＤＯＡ信息的定位仿真实验
假设共有６个运动观测站，其坐标见表１，速度数

值见表 ２．目标处于运动状态，其速度为（－２０ｍ／ｓ，１５
ｍ／ｓ，４０ｍ／ｓ），坐标设置同第 ５１小节．假设 ＡＯＡ、ＴＤＯＡ
和 ＦＤＯＡ的估计误差为独立同分布的高斯噪声，首先固
定 ＴＤＯＡ和 ＦＤＯＡ估计误差标准差为σＴＤＯＡ＝３×１０－１／ｃ
和σＦＤＯＡ＝３×１０－２×ｆ０／ｃ，图３和图４分别给出目标定
位均方根误差和速度估计均方根误差随着σＡＯＡ（按弧

度计）的变化曲线；接着固定 ＡＯＡ和 ＦＤＯＡ估计误差标
准差为σＡＯＡ＝１０－３和σＦＤＯＡ＝３×１０－２×ｆ０／ｃ，图５和图６
分别给出目标定位均方根误差和速度估计均方根误差

随着σＴＤＯＡ的变化曲线；最后固定 ＡＯＡ和 ＴＤＯＡ估计误
差标准差为σＡＯＡ＝１０－３和σＴＤＯＡ＝３×１０－１／ｃ，图７和图
８分别给出目标定位均方根误差和速度估计均方根误
差随着σＦＤＯＡ的变化曲线．
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表２ 观测站瞬时三维速度的数值列表（单位：ｍ／ｓ）

观测站序号 １ ２ ３ ４ ５ ６

ｘ ３０ －３０ １０ １０ －２０ ２０

ｙ －２０ １０ －２０ ２０ １０ －１０

ｚ ２０ ２０ １０ ３０ １０ １０

从图３至图８中可以得到类似图１和图２中的结
论．另一方面，从图中还可以看出，目标速度估计误差
受 ＦＤＯＡ估计误差的影响较大，而受ＡＯＡ和ＴＤＯＡ估计
误差的影响较小，这是因为目标的速度只作用于 ＦＤＯＡ
的观测方程中．

６ 结论

该文提出两种将非线性观测方程进行伪线性化处

理，并实现目标位置（闭式）解算的理论模型与分析框

架．文中的理论分析框架不限定具体物理观测量，只要
定位观测方程可转化为文中两种伪线性方程即可．另
一方面，该文还利用一阶误差分析方法定量推导伪线

性化方法的理论估计方差，并证明其定位性能能够达

到 ＣＲＢ，从而证明闭式解的渐近最优性．最后，该文以
ＡＯＡ／ＴＯＡ联合定位和ＡＯＡ／ＴＤＯＡ／ＦＤＯＡ联合定位为算
例，分别阐述两类伪线性化无源定位方法的具体应用，

并通过仿真验证理论分析的有效性．最后，本文的理论
分析框架可推广应用于观测站位置状态存在扰动的情

况，相关的分析将在今后的研究中完成．
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