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摘 要： 为了解决基于测距的无线网络节点定位中可能会发生翻转模糊的问题．已经有研究者证明了将节点翻
转模糊问题等价为判断是否存在一条直线和所有参考节点的测距误差圆都相交的问题（ＥｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆＩｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇＬｉｎｅ，
ＥＩＬ）．在测距误差圆半径相等的情况下，ＥＩＬ问题可采用凸包方法，其计算复杂度较低；而在测距误差圆半径不等的情
况下，采用公切线翻转模糊检测法的计算复杂度较高．为了解决ＥＩＬ问题中测距误差圆半径不等时计算复杂度较高的
缺陷，本文采用正交投影方法证明了ＥＩＬ问题的实质是判断是否存在一条直线，使任意两个测距误差圆在这条直线的
正交投影线段有重叠，这条直线与ＥＩＬ问题中的直线相垂直．根据该证明，文中提出了一种基于正交投影的节点翻转
模糊检测方法．该方法通过简单的坐标变换就能代替ＥＩＬ问题中求解公切线的复杂计算过程．仿真结果表明，本文提
出的基于正交投影的翻转模糊检测方法和Ｗａｎｇ提出的公切线翻转模糊检测方法相比，大大降低了计算复杂度，但检
测结果和平均定位误差是等价的．
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１ 引言

节点定位技术［１～６］在无线网络的实际应用中具有

非常重要的意义．无线网络节点的定位过程就是未知节
点通过与锚节点（事先知道自身位置的节点）或已经完

成定位的未知节点通信，获得相关信息并采用一定的定

位算法估计出自身位置的过程．目前节点定位方法通常
可以划分为基于测距和基于非测距的两种方法［７］．其中

基于测距的方法，由于定位精度高在无线网络节点定位

中被广泛采用．不过该方法存在从已知的数据所估计出
的位置信息的非唯一性问题［８，９］，也就是在定位中将出

现节点的翻转模糊［１０］．而且，基于测距的定位方法在实
际定位中，如果发生翻转模糊，就可能产生节点定位的

雪崩效应，导致整个网络节点的定位失效．因此，有必要
采取一定的措施去判断节点翻转模糊是否会发生，从而

减小其对整个网络定位过程的影响．
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目前主要采用鲁棒四边形的方法来判断节点定位

的翻转模糊问题［１１，１２］．该类方法通过判断未知节点和
三个参考节点（包括邻居锚节点和已完成定位的邻居

节点）组成的一个四边形是否满足一定的几何条件，来

确定未知节点的定位不发生翻转模糊的鲁棒性．文献
［１３］对四边形进行几何分析，量化其满足鲁棒性的概率
分布．在实际定位中，未知节点到参考节点的三个测量
距离均存在误差，而文献［１１～１３］中的鲁棒四边形方法
在理论分析时仅假设其中的一个测距有误差，另外两

个测距是精确的，这是不符合实际情况的．为此文献
［１４］对三个测距均有误差的情况进行了理论分析，提出
了一种改进算法．文献［１５］则通过增加一个参考节点的
方式来组成四个四边形，然后采用文献［１４］中的方法判
断这四个四边形的鲁棒性，只有当这些四边形全部满

足鲁棒性才能认为未知节点在定位时不会发生翻转模

糊．
判断节点翻转模糊的鲁棒四边形方法大多数只适

用于采用三个参考节点的三边定位．相对于三边定位
方法，使用多于三个参考节点的多边定位方法更能得

到较小的平均定位误差，因此在基于测距的无线网络

的节点定位中，大多采用多边定位方法．目前针对多边
定位中节点翻转模糊问题的研究还是非常少，虽然文

献［１４］首次提出了一种适合于多边定位的鲁棒四边形
方法，但是其计算复杂度大，而且判断效果较差．文献
［１６］将翻转模糊问题等价为判断是否存在一条直线和
若干圆（以参考节点为圆心，以参考节点到未知节点的

测距误差绝对值的最大值为半径）都相交（Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅｏｆ
ＩｎｔｅｒｓｅｃｔｉｎｇＬｉｎｅ，ＥＩＬ）问题．该方法不仅适合于多边定
位，而且判断效果较好．ＥＩＬ问题划分半径相等和半径
不等两种情况进行讨论．在文献［１６］中，对于半径相等
的情况，所采用的凸包方法具有较低的计算复杂度，而

对于半径不等的情况，采用的公切线方法的计算复杂

度则较高．
为了解决ＥＩＬ问题中半径不等的情况下，文献［１６］

的方法计算复杂度较高的缺陷，本文采用正交投影理

论对 ＥＩＬ问题进行表示，证明了该问题实际上可以等价
为在空间中存在某一直线，如任意两个圆在该直线的

正交投影线段有重叠部分，就认为可能存在节点翻转

模糊．根据该结论，本文进而提出了一种基于正交投影
解决翻转模糊问题的方法．由于该方法将ＥＩＬ问题转化
为一个角度计算问题，可以用坐标变换的方式简化计

算过程，经过分析该方法的计算复杂度仅为 Ｏ（ｋ２），而
公切线法的计算复杂度为 Ｏ（ｋ３）．通过进一步的仿真
结果说明了基于正交投影方法和公切线方法的判断结

果是等价的．

２ 节点定位的翻转模糊和ＥＩＬ问题

２１ 节点定位的翻转模糊问题［１０］

节点定位的翻转模糊问题的发生指的是当参考节

点间的位置几乎共线时，由于测距误差的存在，导致未

知节点的定位存在两个关于某一条直线成镜像关系的

估计位置．图１中节点 Ａ、Ｂ和Ｃ是位置已知的参考节
点，珘ｄａｄ、珘ｄｂｄ和珘ｄｃｄ分别是它们到未知节点的测量距离．以
Ｂ、Ｃ两点为圆心，分别以珘ｄｂｄ和珘ｄｃｄ为半径画两个圆．未
知节点的位置必然在两圆的交点 Ｄ或Ｄ′上，且关于直
线 ＢＣ对称．假设待定位的未知节点位置为 Ｄ，Ａ到Ｄ
和Ｄ′两点的距离分别为ｄａｄ和ｄ′ａｄ．测量距离珘ｄａｄ用来选
择未知节点的估计位置，其选择的标准是珘ｄａｄ更接近ｄａｄ
（选择 Ｄ）还是更接近 ｄ′ａｄ（选择 Ｄ′）．当 Ａ、Ｂ、Ｃ三点几
乎共线时，ｄａｄ和ｄ′ａｄ相差不大，由于测距误差的存在，就
有可能错误地选择 Ｄ′作为未知节点Ｄ的估计位置．如
果做出错误的选择，且让这种错误定位的未知节点参

与其它未知节点的定位，可能导致整个网络节点的定

位失效．

２２ ＥＩＬ问题［１６］

无线传感器网络的多边定位方法需用 ｋ（ｋ≥３）个
参考节点来定位一个未知节点．已知数据可以用一个
集合 Ｍ＝｛〈ｐｉ，珘ｄｉ〉｝，ｉ＝１，２，…，ｋ表示，其中，ｐｉ表示第
ｉ个参考节点的位置，珘ｄｉ表示第ｉ个参考节点到未知节
点的测量距离．珘ｄｉ＝ｄｉ＋εｉ，其中 ｄｉ和εｉ分别表示第ｉ个
参考节点到未知节点的真实距离和测距误差．如图２所
示，将每个参考节点沿着各自的测距方向平移εｉ至一

个新的位置珓ｐｉ，可以得到另一个集合 Ｍ′＝｛〈珓ｐｉ，ｄｉ〉｝．与
集合 Ｍ不同，集合 Ｍ′没有测距误差．因此，在集合 Ｍ′

中，如果平移后的 ｋ个节点位置珓ｐｉ不共线，那么，在未
知节点的定位过程中肯定不会发生翻转模糊．

在实际情况下，测距误差εｉ是未知的，所以无法求

出参考节点平移后的位置珓ｐｉ．不过εｉ的取值是有界限
的，故可以求出珓ｐｉ所处的区域范围．若δｉ表示未知节点
到第ｉ个参考节点测距误差绝对值的最大值，即δｉ＝
ｍａｘ｜εｉ｜，ｉ＝１，２，…，ｋ．那么，如图 ２所示，珓ｐｉ必然在以
ｐｉ为圆心，δｉ为半径的圆内．可以用集合 Ｓ＝｛〈ｐｉ，δｉ〉｝，ｉ
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＝１，２，…，ｋ表示这ｋ个圆．对于集合 Ｓ，若存在一条直
线和 ｋ个圆都相交，那么 ｐｉ平移后的位置珓ｐｉ有可能共
线，则会发生节点的翻转模糊；否则，珓ｐｉ肯定不会共线，
也不会发生翻转模糊．所以，翻转模糊问题可以等价为
判断是否存在一条直线和若干圆都相交（ＥＩＬ）问题［１６］．

３ 提出的基于正交投影的节点翻转模糊检
测方法

３１ 基于正交投影方法的思想

采用基于正交投影方法的思想来自于如下我们提

出的定理．该定理巧妙地给出了ＥＩＬ问题的充分必要条
件，下面对其进行详细证明．

定理 ＥＩＬ问题的充分必要条件是空间中存在一
条直线，任意两个圆在该直线上的正交投影线段有重

叠部分．
（１）必要性证明
如图３所示，假设空间中存在 ｋ个圆，其中任意两

个圆在直线 ｌ上的正交投影线段有重叠部分．第 ｉ个圆
正交投影线段的左端点为Ａｉ，右端点为 Ｂｉ（ｉ＝１，２，…，
ｋ）．若 Ａｍ是所有圆正交投影线段的左端点中最右边的
端点，那么所有圆正交投影线段的右端点都不在 Ａｍ的
左边，否则至少有两个圆的正交投影线段无重叠部分，

与已知的条件相矛盾．同理，若 Ｂｎ是圆正交投影线段右
端点中最左边的端点，那么相应地所有圆正交投影线

段的的左端点都不在 Ｂｎ的右边．由此得出线段 ＡｍＢｎ是
所有圆在直线ｌ上正交投影线段的公共部分．过线段
ＡｍＢｎ中的任意一点Ｐ做直线ｌ的垂线ｌ０，显然，ｌ０必然与
所有的圆都相交．

（２）充分性证明
从另一个角度看图３，假设空间中存在 ｋ个圆，直

线 ｌ０和所有的圆都相交．过 ｌ０上的任意一点 Ｐ做ｌ０的垂
线 ｌ．那么点 Ｐ就是直线ｌ０在直线 ｌ上的正交投影点．
由于直线 ｌ０和所有圆都相交，那么这 ｋ个圆在直线ｌ上
的正交投影线段必然都包含点Ｐ，从而任意两个圆在直
线 ｌ上的正交投影线段有重叠部分．
３２ 基于正交投影检测方法计算过程

根据３．１节的定理，针对半径不等时的情况，本文
提出了基于正交投影法解决ＥＩＬ问题．二维空间中的每
一条直线的方向可以映射为该直线与横坐标轴正方向

之间的夹角θ．因此 ＥＩＬ问题可转化为能否找到满足条
件的直线夹角θ值的问题．

在ＥＩＬ问题中，假设各圆的圆心坐标为（ｘｉ，ｙｉ），半
径为 ｒｉ，ｉ＝１，２，…，ｋ．若二维空间中有一条直线 ｌ与ｘ
轴相交于坐标为（ａ，０）的点 Ｐ，直线 ｌ与ｘ轴的夹角为θ
（０≤θ＜π）．为了简便计算，本文采用坐标变换的方式
求出各圆在直线 ｌ上的正交投影线段．坐标变换的目的
是使新坐标系的横坐标轴与直线 ｌ重合，需要两步变
换．第１步将图４（ａ）所示的原始坐标系 ｘＯｙ的坐标原
点Ｏ平移至Ｐ点，得到如图４（ｂ）所示的坐标系 ｘ′Ｏ′ｙ′．
第２步将坐标系 ｘ′Ｏ′ｙ′绕坐标原点Ｏ′旋转一个角度θ，
得到如图４（ｃ）所示的坐标系 ｘ″Ｏ″ｙ″．

由坐标变换的公式，可以得出各圆的圆心在坐标

系 ｘ″Ｏ″ｙ″上 的 坐 标 为 （（ｘｉ－ ａ）ｃｏｓθ ＋ ｙｉｓｉｎθ，
－（ｘｉ－ａ）ｓｉｎθ＋ｙｉｃｏｓθ），ｉ＝１，２，…，ｋ．而各圆心在直
线 ｌ上的正交投影点在坐标系ｘ″Ｏ″ｙ″的坐标为（（ｘｉ－ａ）
ｃｏｓθ＋ｙｉｓｉｎθ，０），ｉ＝１，２，…，ｋ．因此若任意两个圆在直
线 ｌ上的正交投影线段有重叠部分，则必须满足：
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｜（ｘｍ－ｘｎ）ｃｏｓθ＋（ｙｍ－ｙｎ）ｓｉｎθ｜≤ｒｍ＋ｒｎ
（ｍ＝１，２，…，ｋ；ｎ＝１，２，…，ｋ；ｍ≠ｎ）

（１）

式（１）表示的是包含 ｇ＝ｋ（ｋ－１）／２个不等式的不
等式组．假设：

ｃｊ＝ｘｍ－ｘｎ，ｄｊ＝ｙｍ－ｙｎ，
ｅｊ＝ｒｍ＋ｒｎ，ｊ＝１，２，…，ｇ

式（１）可简化为：
｜ｃｊｃｏｓθ＋ｄｊｓｉｎθ｜≤ｅｊ，ｊ＝１，２，…，ｇ （２）

由式（２）和初始条件０≤θ＜π，可以得到：

θ∈ ∩
ｇ

ｊ＝１
Ａ( )ｊ∪ ∩

ｇ

ｊ＝１
Ｂ( )ｊ∩［０，π） （３）

其中：

Ａｊ＝ －ａｒｃｓｉｎ
ｅｊ
ｃ２ｊ＋ｄ２槡 ｊ

－ａｒｃｔａｎ
ｃｊ
ｄｊ[ ，

ａｒｃｓｉｎ
ｅｊ
ｃ２ｊ＋ｄ２槡 ｊ

－ａｒｃｔａｎ
ｃｊ
ｄ]ｊ

Ｂｊ＝π－ａｒｃｓｉｎ
ｅｊ
ｃ２ｊ＋ｄ２槡 ｊ

－ａｒｃｔａｎ
ｃｊ
ｄｊ[ ，

π＋ａｒｃｓｉｎ
ｅｊ
ｃ２ｊ＋ｄ２槡 ｊ

－ａｒｃｔａｎ
ｃｊ
ｄ]ｊ

当式（３）所表示的集合为空集时，不等式组（１）无
解，此时，空间中不存在和这 ｋ个圆都相交的直线，节
点不会发生翻转模糊；否则，空间中存在直线和这 ｋ个
圆都相交，节点有可能发生翻转模糊．

对集合ＥＩＬ问题中的每一对圆，基于正交投影法都
要按照式（１）列出一个不等式，然后对其求解．所以，基
于正交投影法的计算复杂度为 Ｏ（ｋ２）．而公切线法首
先需要计算每对圆的公切线，然后再判断公切线与其

余的圆是否相交，所以公切线法的计算复杂度为

Ｏ（ｋ３）．相比之下，对于解决各圆半径不等的 ＥＩＬ问题，
本文提出的基于正交投影的节点翻转模糊检测方法的

计算复杂度明显降低．

４ 仿真分析

为了验证提出的基于正交投影节点翻转模糊检测

方法的性能，我们对其进行了仿真分析．仿真采用的测
距方法是 ＲＳＳＩ（ＲｅｃｅｉｖｅｄＳｉｇｎａｌＳｔｒｅｎｇｔｈＩｎｄｉｃａｔｉｏｎ），其测
距误差［１７］可以表示为 ｅ＝ｄ×１０σ／１０ｎ，其中 ｅ表示测距
误差，ｄ表示节点间的真实距离，ｎ为路径损耗指数（文
中设定为４），σ表示高斯白噪声（文中均值为０，标准差
为４）．可以看出，ＲＳＳＩ方法的测距误差和真实距离有
关，适用于半径不等的 ＥＩＬ问题．
４１ 检测结果的对比分析

我们在边长为５０ｍ的正方形网络区域中放置了２５
个节点，其中５个为锚节点．仿真的节点分布分别为均

匀分布和随机分布两种类型．均匀分布时，节点间距离
是１０ｍ（存在０～２ｍ的随机误差）．图５和图６分别是节
点均匀分布和随机分布时两种方法检测结果的对比

图．从中可以看出，对于不同节点分布，提出的基于正
交投影翻转模糊检测方法和公切线翻转模糊检测方法

的检测结果是完全一致的．

４２ 平均定位误差对比分析

下面，我们在节点定位的过程中分别加入基于正

交投影翻转模糊检测和公切线翻转模糊检测，对定位

后得到的平均定位误差进行仿真对比分析．目前，对于
检测出在定位中有可能发生翻转模糊的未知节点，有

两种处理方式．一种是大多数采用的悲观处理方式，即
直接不对该未知节点进行定位，从而防止其影响后续

未知节点的定位精度［８，１０，１６］；另外一种称为乐观的处理

方式，就是对于有可能发生翻转模糊的未知节点，采用

其它的一些附加信息（如节点之间的连通性等）进一步

判断和进行节点位置估计［１８，１９］．本文我们主要是说明
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提出的新的节点翻转模糊检测方法在计算复杂度方面

的优势，所以仿真中采用相对简单的悲观的处理方式．
圆的数量和各圆的半径是 ＥＩＬ问题中的两个主要

的变量，它们在无线传感器网络节点定位问题中分别

等价于节点的通信半径和单位检测误差．因此，为了研
究这两个变量对提出的基于正交投影检测方法和公切

线检测方法进行翻转模糊判断的影响，我们分别采用

不同节点通信半径和不同的单位检测误差仿真分析网

络的平均定位误差的变化．文中的平均定位误差采用
式（４）计算：

ｅ＝ １Ｎ∑
Ｎ

ｎ＝１

∑
ｉ∈Ｖｎ

（ｘｉ－ｘ^）２＋（ｙｉ－ｙ^）槡 ２

｜Ｖｎ｜Ｒ
×１００％

（４）
式（４）中，ｅ表示平均定位误差，Ｎ表示仿真的网络数目
（文中为１００个），（ｘｉ，ｙｉ）和（^ｘｉ，^ｙｉ）分别表示节点 ｉ的真
实坐标和估计坐标，Ｖｎ表示在第ｎ个网络中能够定位
的节点的集合，｜Ｖｎ｜表示集合 Ｖｎ中节点的数量，Ｒ表示
通信半径．

我们在边长为 １００ｍ的正方形网络区域中放置了
１００个节点，其中１０个为锚节点．仿真中节点分布同样
分别采用均匀分布和随机分布．均匀分布时，节点间距
离是１０ｍ（存在０～２ｍ的随机误差）．图７和图８分别表
示通信半径和单位检测误差与平均定位误差的关系．
其中，图７中单位检测误差为０５ｍ，图８中通信半径为
５０ｍ．从图７和图８中可以看出，两种节点分布下，本文
提出的基于正交投影翻转模糊检测方法和公切线翻转

模糊检测方法进行翻转模糊判断得到的平均定位误差

曲线是完全重合的，这就进一步证明了两种方法的判

断结果是相同的．另外，还可以看出，与不进行任何翻
转模糊检测相比，加入翻转模糊检测后，由于去除了有

可能发生翻转模糊的节点引入的高定位误差，而且避

免了翻转模糊节点对其它未知节点定位的影响，所以

得到的平均定位误差明显更小，也就是相对提高了整

体网络节点的定位精度．

４３ 计算时间的对比分析

为了比较提出的基于正交投影翻转模糊检测方法

和公切线翻转模糊检测方法的计算复杂度，我们对它

们的计算时间进行了仿真，仿真采用４２节中不同通信
半径的网络及其参数．

表１和表２分别是节点为均匀分布和随机分布时，
１００个不同网络仿真的计算时间平均值．在表中，Ｒ和
Ｎ分别表示节点的通信半径和参考节点的平均数，ＴＣＴＡ
和 ＴＯＰＡ分别表示公切线翻转模糊检测方法和基于正交
投影翻转模糊检测方法判断一次所需的平均时间，β表

示两者的比值（β＝ＴＣＴＡ／ＴＯＰＡ）．从表中可以看出，对于
两种节点分布，基于正交投影检测方法判断一次所需

的平均时间要小于公切线检测方法，而且随着参考节

点数量的增加，两者所需时间的比值越来越大，因此，

当参考节点数量较多时，基于正交投影检测方法明显

地更适用．这就说明了与公切线检测方法相比，本文提
出的基于正交投影翻转模糊检测方法在取得了相同判

断结果的同时，大大降低了计算复杂度．
表１ 节点均匀分布时间对比

Ｒ（ｍ） ４０ ５０ ６０ ７０

Ｎ ６．３４７ ６．８４３ ７．２４８ ８．２５８
ＴＣＴＡ（ｍｓ） ０．７３３ ０．８８０ ０．９６６ １．３５４
ＴＯＰＡ（ｍｓ） ０．２０３ ０．２４３ ０．２５０ ０．２５４

β ３．６０６ ３．６１４ ３．８６３ ５．３３０

表２ 节点随机分布时间对比

Ｒ（ｍ） ４０ ５０ ６０ ７０

Ｎ ５．２５４ ６．２２８ ７．０５９ ８．０７２
ＴＣＴＡ（ｍｓ） ０．６８９ ０．７４２ ０．８５４ １．１３８
ＴＯＰＡ（ｍｓ） ０．２０３ ０．２２８ ０．２５１ ０．２９２

β ３．２９５ ３．３２８ ３．７９４ ４．９６４

５ 结论

节点的翻转模糊是基于测距的无线网络节点定位

过程中需要解决的一个关键问题，而将翻转模糊等价

为ＥＩＬ问题是目前效果较好的方法．针对 ＥＩＬ问题现有
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的计算方法在测距误差圆半径不等时计算复杂度较大

的缺陷，本文提出了一种新的基于正交投影节点翻转

模糊检测方法，并经过理论分析和大量数据仿真证明

了本文提出的方法与 Ｗａｎｇ等人提出的公切线翻转模
糊检测方法的检测结果是等价的，但计算复杂度得到

大幅度降低．
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