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摘 要： 跳频技术具有抗干扰、抗截获、码分多址和频带共享等优点，在军事无线电通信、民用移动通信、现代雷

达和声纳等电子系统中具有重要的应用．其中跳频序列是跳频系统中不可或缺的一部分．本文基于有限域上的分圆法
和中国剩余定理，首先构造了一类周期为素数倍数的跳频序列族，随后利用分圆数的性质导出了此序列族的汉明相关

值．研究结果表明，该序列族不仅关于ＰｅｎｇＦａｎ界是最优的，而且每个序列关于ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界也是最优（或次最
优）的．另外，已有的基于分圆法的最优跳频序列构造是本文的特例．
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１ 引言

跳频系统是指收发双方的载波频率按照某种跳频

图案在很宽频带范围内跳变的通信收发系统．与常规通
信系统相比，跳频系统具有抗干扰、抗截获、码分多址和

频带共享等优点，因此常被应用于军事无线电通信、民

用移动通信、现代雷达和声纳等电子系统．其中，用于控
制载波频率跳变的地址码序列称为跳频序列，它的性能

对跳频系统有重大影响．为此，我们采用的跳频序列应
满足其非平凡汉明自相关值和汉明交错相关值（定义见

下节）尽可能小以减少信号之间的彼此干扰，同时还要

求序列的数目比较多以容纳尽可能多的用户．但是，跳
频序列族的参数受限于一些理论界［１～３］．对于跳频序列
的设计，我们比较关心的是满足 ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界［１］

或ＰｅｎｇＦａｎ界［２］的跳频序列．目前已有许多编码学者利
用代数或组合方法构造出了关于这些界的最优跳频序
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列（族），详见文献［１，４～１７］．
分圆是基础数论的一个古老话题．分圆数和广义

分圆数与 Ｗａｒｉｎｇ问题、差集、序列、编码理论和密码学
关系密切．具体地，Ｃｈｕ与 Ｃｏｌｂｏｕｒｎ［５］利用有限域 ＧＦ（ｐ）
（ｐ为素数）上的分圆法设计出达到理论界的最优跳频
序列．随后 Ｃｈｕｎｇ与 Ｙａｎｇ［１０］对上述构造作了很小的改
动得到了更多的跳频序列．通过引进离散对数函数，
Ｄｉｎｇ与Ｙｉｎ［９］把文献［５］中的构造推广到一般的有限域
ＧＦ（ｐｎ），借助它的分圆构造了更多具有灵活参数的最
优跳频序列族．后来，Ｈａｎ与Ｙａｎｇ［１１］从Ｓｉｄｅｌｎｉｋｏｖ序列的
观点改进了文献［９］中的构造．最近，Ｚｈａｎｇ等［１２，１３］利用
ＧＦ（ｐ）与 ＧＦ（２ｎ）上的分圆设计出新的最优跳频序列，
Ｌｉｕ等［１６］利用 Ｚｐｑ上的广义分圆构造出具有最优汉明相
关性能的跳频序列族，而 Ｒｅｎ等［１７］推广了先前文献［９］
与［１３］中的构造，得到了更多最优的跳频序列族．基于
分圆法和中国剩余定理，本文构造了一类周期为素数

倍数的最优跳频序列族．它不仅包含文献［５］与［１２］中
的构造作为特例，而且通过选择某些特定的参数，我们

可以得到许多先前构造无法得到的最优跳频序列族．

２ 预备知识

本节首先简单介绍跳频序列的相关知识，随后介

绍用于序列构造的有限域上的分圆．
２１ 跳频序列的相关知识

设 Ｆ＝｛ｆ０，ｆ１，…，ｆｖ－１｝为字符集，Ｘ＝｛ｘ０，ｘ１，…，
ｘＬ－１｝（ｘｉ∈Ｆ，０≤ ｉ＜Ｌ）称为大小为 ｖ的字符集Ｆ上的
一个跳频序列，Ｌ称为跳频序列Ｘ的长度或周期．令 Ｕ
是大小为ｖ的字符集Ｆ上的长度为Ｌ的Ｍ个跳频序列
构成的序列族，对于 Ｕ内的任意两个跳频序列 Ｘ＝｛
ｘ０，ｘ１，…，ｘＬ－１｝（ｘｉ∈Ｆ，０≤ｉ＜Ｌ）与 Ｙ＝｛ｙ０，ｙ１，…，

ｙＬ－１｝（ｙｉ∈Ｆ，０≤ｉ＜Ｌ），其（周期）汉明相关函数定义
为

ＨＸ，Ｙ（τ）＝∑
Ｌ－１

ｔ＝０
ｈ［ｘｔ，ｙｔ＋τ］，０≤τ ＜Ｌ （１）

这里函数 ｈ［ｘ，ｙ］的定义为：当 ｘ＝ｙ时ｈ［ｘ，ｙ］＝
１，否则为０式中，下标 ｔ＋τ按模Ｌ运算．若 Ｘ＝Ｙ且τ
≠０时，ＨＸ，Ｘ（τ）称为序列 Ｘ的非平凡汉明自相关，简
记为 ＨＸ（τ）．若 Ｘ≠Ｙ时，ＨＸ，Ｙ（τ）称为序列 Ｘ与Ｙ的
汉明交错相关．

对于任意的 Ｘ，Ｙ∈Ｕ且Ｘ≠Ｙ，令 Ｈ（Ｘ）＝ｍａｘ
１≤τ＜Ｌ

｛ＨＸ（τ）｝；Ｈ（Ｘ，Ｙ）＝ｍａｘ
０≤τ＜Ｌ
｛ＨＸ，Ｙ（τ）｝．

本文中，令（Ｌ，ｖ，λ）表示大小为 ｖ的字符集Ｆ上的
长度为 Ｌ的一个跳频序列Ｘ且λ＝Ｈ（Ｘ）．此时称序列
Ｘ具有参数（Ｌ，ｖ，λ）．
Ｌｅｍｐｅｌ和Ｇｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ在１９７４年给出了 Ｈ（Ｘ）的一

个下界：

引理 １［１］（ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界） 设 Ｘ是一个
（Ｌ，ｖ，λ）跳频序列，则

Ｈ（Ｘ）
（Ｌ－ｂ）（Ｌ＋ｂ－υ）

υ（Ｌ－１）
（２）

其中，ｂ＝＜Ｌ＞ｖ表示Ｌ模ｖ的最小非负整数，「ｘ?表示
大于或等于 ｘ的最小整数．

ＬｅｍｐｅｌＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒ界可写为以下简单形式．
推论１［４］ 设 Ｘ是一个（Ｌ，ｖ，λ）跳频序列，则

Ｈ（Ｘ）λａ＝
ａ， Ｌ≠υ
０， Ｌ＝{

υ
（３）

其中 Ｌ＝ａｖ＋ｂ，０≤ｂ＜ｖ．
一个（Ｌ，ｖ，λ）跳频序列 Ｘ称为最优，如果 Ｈ（Ｘ）＝

λａ；一个（Ｌ，ｖ，λ）跳频序列 Ｘ称为次最优，如果 Ｈ（Ｘ）

＝λａ＋１
对于跳频序列族 Ｕ，最大汉明自相关 Ｈａ（Ｕ）、最大

汉明交错相关 Ｈｃ（Ｕ）以及最大汉明相关 Ｈ（Ｕ）定义如
下：

Ｈａ（Ｕ）＝ｍａｘ
Ｘ∈Ｕ
｛Ｈ（Ｘ）｝； Ｈｃ（Ｕ）＝ ｍａｘ

Ｘ，Ｙ∈Ｕ，Ｘ≠Ｙ
｛Ｈ（Ｘ，

Ｙ）｝；Ｈ（Ｕ）＝ｍａｘ｛Ｈａ（Ｕ），Ｈｃ（Ｕ）｝．
本文使用（Ｌ，ｖ，λ；Ｍ）表示大小为 ｖ的字符集Ｆ上

的长度为Ｌ的Ｍ个跳频序列构成的一个序列族Ｕ且λ
＝Ｈ（Ｕ）．此时称序列族 Ｕ具有参数（Ｌ，ｖ，λ；Ｍ）．
关于跳频序列族 Ｕ，Ｐｅｎｇ和 Ｆａｎ在２００４年给出了

如下理论界：

引理２［２］（ＰｅｎｇＦａｎ界） 设 Ｕ是一个（Ｌ，ｖ，λ；Ｍ）
跳频序列族，则

（Ｌ－１）υＨａ（Ｕ）＋（Ｍ－１）ＬυＨｃ（Ｕ）（ＬＭ－υ）Ｌ（４）
作为 ＰｅｎｇＦａｎ界的简单形式以下推论被广泛应

用．
推论２［２］ 设 Ｕ是一个（Ｌ，ｖ，λ；Ｍ）跳频序列族，

则

Ｈ（Ｕ）
（ＬＭ－υ）Ｌ
（ＬＭ－１）υ

（５）

一个（Ｌ，ｖ，λ；Ｍ）跳频序列族 Ｕ称为最优，如果 Ｈ
（Ｕ）使得式（５）等号成立．
２２ 有限域上的分圆

设 ｐ是一个素数，ｎ是一个自然数，定义 ｑ＝ｐｎ＝
ｅｆ＋１，其中 ｅ＞１我们知道存在唯一一个含有 ｑ个元
素的有限域Ｇ＝ＧＦ（ｑ），其中 ＧＦ（ｑ）表示 Ｇ的所有非
零元的集合．令α是Ｇ的一个本原元，则有限域 Ｇ的ｅ
阶分圆类有如下定义：Ｃｉ＝｛αｅｓ＋ｉ：ｓ＝０，１，…，ｆ－１｝，０
≤ｉ＜ｅ．

对于正整数 Ｌ，ＺＬ＝｛０，１，…，Ｌ－１｝表示模 Ｌ的剩
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余类环．设 ａ∈ＺＬ，ＨＺＬ，定义：
Ｈ＋ａ＝｛ｈ＋ａ：ｈ∈Ｈ｝， ａ·Ｈ＝｛ａｈ：ｈ∈Ｈ｝．
对于固定的 ｉ和ｊ且０≤ｉ，ｊ＜ｅ，定义阶为 ｅ的分

圆数为：（ｉ，ｊ）＝｜（Ｃｉ＋１）∩Ｃｊ｜．
引理３［１８］ 上面定义的分圆数具有以下基本性质：
（１）αｉＣｊ＝Ｃｉ＋ｊ，０≤ｉ，ｊ＜ｅ；
（２）（ｉ，ｊ）＝（ｅ－ｉ，ｊ－ｉ）；

（３）∑
ｅ－１

ｉ＝０
（ｉ，ｊ）＝ｆ－ηｊ，当 ｊ＝０时ηｊ＝１，否则ηｊ＝

０；

（４）∑
ｅ－１

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ，ｉ）＝ｆ－ηｋ，当 ｋ＝０时ηｋ＝１，否则

ηｋ＝０
为求解下节所构造的跳频序列的汉明相关函数，

下面我们将给出一个重要的引理．
引理 ４ 对于任意的 ｋ∈Ｚｅ＼｛０｝和任意的ω∈

ＧＦ（ｑ），我们有

（１）∑
ｅ－１

ｉ＝０

（Ｃｉ＋ω）∩ Ｃｉ ＝ｆ－１；

（２）∑
ｅ－１

ｉ＝０

（Ｃｉ＋ｋ＋ω）∩ Ｃｉ ＝ｆ．

证明 （１）对于任意的ω∈Ｃｊ，不妨令ω＝αｅｓ１＋ｊ（０
≤ｓ１＜ｆ）．求解｜（Ｃｉ＋ω）∩Ｃｉ｜等价于研究下面同余式
在固定 ｓ１时解 ｓ２，ｓ３（０≤ｓ２，ｓ３＜ｆ）的个数．因为αｅｓ２＋ｉ＋

α
ｅｓ１＋ｊ＝αｅｓ３＋ｉ等价于αｅ（ｓ２－ｓ１）＋（ｉ－ｊ）＋１＝αｅ（ｓ３－ｓ１）＋（ｉ－ｊ），
所以｜（Ｃｉ＋ω）∩Ｃｉ｜＝（ｉ－ｊ，ｉ－ｊ）．从而由引理３可

得∑
ｅ－１

ｉ＝０
（Ｃｉ＋ω）∩ Ｃｉ ＝∑

ｅ－１

ｉ＝０
（ｉ－ｊ，ｉ－ｊ）＝ｆ－１

（２）对于任意的ω∈Ｃｊ，同理可得∑
ｅ－１

ｉ＝０
（Ｃｉ＋ｋ＋ω）

∩ Ｃｉ ＝∑
ｅ－１

ｉ＝０
（ｋ＋ｉ－ｊ，ｉ－ｊ）＝ｆ．

３ 新的跳频序列（族）的构造

本节中，首先利用有限域上的分圆法和中国剩余

定理给出了一类最优跳频序列（族）的代数构造．随后
说明本节构造不仅包含文献［５］与［１２］中的构造作为特
例，而且可以产生具有新参数的最优跳频序列（族）．

从现在起，我们总是假设 ｐ是一个素数且ｐ＝ｅｆ＋
１（ｅ＞１），｛Ｃｉ：０≤ｉ＜ｅ｝是有限域ＧＦ（ｐ）的 ｅ阶分圆类，
而 ｎ是一个正整数且ｎ不能被ｐ整除．令 Ｘ＝｛ｘ０，ｘ１，
…，ｘＬ－１｝是 Ｆ上的长度为Ｌ的跳频序列，那么称 ＳｕｐｐＸ
（ｍ）＝｛ｔ：ｘｔ＝ｍ，０≤ｔ＜Ｌ｝为元素 ｍ∈Ｆ在序列Ｘ中
的支撑集．若 Ｌ＝ｎｐ，则由 ｎ不能被ｐ整除与中国剩余
定理可知Ｚｎｐ同构于Ｚｎ×Ｚｐ，即对于任意的整数 ｔ（０≤ｔ
＜ｎｐ）都有唯一的表示 ｔ＝（ｔ１，ｔ２），其中 ｔ１＝＜ｔ＞ｎ，ｔ２

＝＜ｔ＞ｐ．从而在此一一对应下有
ＳｕｐｐＸ（ｍ）＝｛（ｔ１，ｔ２）：ｘ（ｔ１，ｔ２）＝ｍ，（ｔ１，ｔ２）∈Ｚｎ×Ｚｐ｝

（６）
定义１ 设 ｐ，ｅ，ｎ，Ｃｉ（０≤ｉ＜ｅ）定义同上，函数 ｇ

是Ｚｎ到Ｚｅ的一个单射．对于０≤ｉ，ｋ＜ｅ，令 Ｅｉｋ＝αｋＣｉ．
定义 Ｚｅ＋１上长度为 ｎｐ的一个跳频序列Ｘ，其中

ＳｕｐｐＸ（ｅ）＝∪
ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×｛０｝］； ＳｕｐｐＸ（ｉ）＝∪

ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×

Ｅｇ（ｊ）ｉ ］，０≤ｉ＜ｅ．
下面给出跳频序列 Ｘ的汉明自相关特性．
定理１ 当 ｎ＝１时，如上定义的序列 Ｘ具有参数

（ｐ，ｅ＋１，ｆ－１）；当 ｎ≠１时，序列 Ｘ具有参数（ｎｐ，ｅ＋
１，ｎｆ）．此外，当 ｎ＝１，ｆ≤ｅ＋２或者 ｎ≠１，ｆ＝１时，Ｘ为
最优的；当 ｎ≠１，ｅ＋１≥ｎ（ｆ－１）且 ｆ≥２时，Ｘ为次最
优的．

证明 由中国剩余定理可得，对于τ∈Ｚｎｐ，可记

τ＝（τ１，τ２）∈Ｚｎ×Ｚｐ．当τ≠０时，有

ＨＸ（τ）＝∑
ｅ

ｉ＝０
｛０≤ ｔ＜ｎｐ：ｘｔ＝ｘｔ＋τ ＝ｉ｝

＝ ∪
ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×｛０｝］∩∪

ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ＋τ１｝×｛τ２｝］

＋∑
ｅ－１

ｉ＝０
∪
ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×Ｅｇ（ｊ）ｉ］∩∪

ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ＋τ１｝×（Ｅｇ（ｊ）ｉ ＋τ２）］

＝ｎ·｜｛０｝∩｛τ２｝｜

＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｅｇ（ｊ）ｉ ∩（Ｅｇ（ｊ－τ１）ｉ ＋τ２） （７）

为计算 Ｘ的非平凡汉明自相关，下面我们分三种情况
讨论：

情况１：当τ１＝０，τ２≠０时，由引理４得

式 （７）＝ ∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ＋ｇ（ｊ）∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ）＋τ２） ＝ ｎ·

∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ∩（Ｃｉ＋τ２） ＝ｎ（ｆ－１）；

情况２：当τ１≠０，τ２＝０时，由 ｇ是单射得

式（７）＝ｎ＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ＋ｇ（ｊ）∩ Ｃｉ＋ｇ（ｊ－τ１） ＝ｎ；

情况３：当τ１≠０，τ２≠０时，由 ｇ是单射和引理４得

式 （７） ＝ ∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ＋ｇ（ｊ）∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ－τ１）＋τ２） ＝

∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ－τ１）－ｇ（ｊ）＋τ２） ＝ｎｆ．

注意当 ｎ＝１时，情况２与情况３皆不存在．因此，
当 ｎ＝１时 Ｈ（Ｘ）＝ｆ－１，当 ｎ≠１时 Ｈ（Ｘ）＝ｎｆ．此外，
当 ｎ＝１时，易见 Ｌ＝ｐ＝ｅｆ＋１＝（ｆ－１）（ｅ＋１）＋ｅ－ｆ
＋２；从而由推论１可知当 ｆ≤ｅ＋２时序列 Ｘ为最优的．
当 ｎ≠１时，我们有 Ｌ＝ｎｐ＝ｎ（ｅｆ＋１）＝ｎｆ（ｅ＋１）－
ｎ（ｆ－１）＝（ｎｆ－１）（ｅ＋１）＋（ｅ＋１）－ｎ（ｆ－１）；从而由
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推论１可得其余结论．
定义２ 设 ｐ，ｅ，ｎ，Ｃｉ，Ｅｉｋ（０≤ｉ，ｋ＜ｅ）定义同上，

而常数 Ｍ＝?ｅ／ｎ」≥１令函数 ｇ是Ｚｎ×ＺＭ到Ｚｅ的一个
二元单射，定义 Ｚｅ＋１上长度为 ｎｐ的一个跳频序列族Ｕ
＝｛Ｘ（ｓ）：ｓ＝０，１，…，Ｍ－１｝，其中 Ｘ（ｓ）＝｛ｘ（ｓ）０ ，ｘ（ｓ）１ ，…，
ｘ（ｓ）ｎｐ－１｝的支撑集为

ＳｕｐｐＸ（ｓ）（ｅ）＝∪
ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×｛０｝］；ＳｕｐｐＸ（ｓ）（ｉ）＝∪

ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×

Ｅｇ（ｊ，ｓ）ｉ ］，０≤ｉ＜ｅ．
下面研究跳频序列族 Ｕ的汉明相关性质．
定理２ 如上定义的序列族 Ｕ具有参数（ｎｐ，ｅ＋

１，ｎｆ；?ｅ／ｎ」）．当 ｅ≥ｎｆ时，序列族 Ｕ关于 ＰｅｎｇＦａｎ界
是最优的．此外，当 ｎ＝１，ｆ≤ｅ＋２或者 ｎ≠１，ｆ＝１时，
序列 Ｘ（ｓ）（０≤ｓ＜Ｍ）皆为最优的；当 ｎ≠１，ｅ＋１≥ｎ（ｆ
－１）且 ｆ≥２时，序列 Ｘ（ｓ）（０≤ｓ＜Ｍ）皆为次最优的．
证明 与定理１证明类似，我们很容易证得当 ｎ＝

１时，序列 Ｘ（ｓ）（０≤ｓ＜Ｍ）具有参数（ｐ，ｅ＋１，ｆ－１）；当
ｎ≠１时，序列 Ｘ（ｓ）（０≤ｓ＜Ｍ）具有参数（ｎｐ，ｅ＋１，ｎｆ）．
因此，当 ｎ＝１，ｆ≤ｅ＋２或者 ｎ≠１，ｆ＝１时，Ｘ（ｓ）（０≤ｓ
＜Ｍ）皆为最优的；当 ｎ≠１，ｅ＋１≥ｎ（ｆ－１）且 ｆ≥２时，
Ｘ（ｓ）（０≤ｓ＜Ｍ）皆为次最优的．
下面研究跳频序列族 Ｕ中任意两个不同序列之间

的汉明交错相关．对于τ∈Ｚｎｐ，可记τ＝（τ１，τ２）∈Ｚｎ
×Ｚｐ．令 Ｘ（ｓ）与 Ｘ（ｒ）是跳频序列族 Ｕ中两个不同的序
列，则有０≤ｓ≠ｒ＜Ｍ且

ＨＸ（ｓ），Ｘ（ｒ）（τ）＝∑
ｅ

ｉ＝０
｛０≤ ｔ＜ｎｐ：ｘ（ｓ）ｔ ＝ｘ（ｒ）ｔ＋τ ＝ｉ｝｜

＝｜∪
ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×｛０｝］∩∪

ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ＋τ１｝×｛τ２｝］｜

＋∑
ｅ－１

ｉ＝０
｜∪
ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ｝×Ｅｇ（ｊ，ｒ）ｉ ］∩∪

ｎ－１

ｊ＝０
［｛ｊ＋τ１｝×（Ｅｇ（ｊ，ｓ）ｉ ＋τ２）］｜

＝ｎ·｜｛０｝∩｛τ２｝｜＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｅｇ（ｊ，ｒ）ｉ ∩（Ｅｇ（ｊ－τ１，ｓ）ｉ ＋τ２）｜

（８）
为计算序列 Ｘ（ｓ）与 Ｘ（ｒ）的汉明交错相关，下面我们

分四种情况讨论：

情况１：当τ１＝０，τ２＝０时，由 ｇ是二元单射和ｒ≠ｓ

得 式（８）＝ｎ＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｅｇ（ｊ，ｒ）ｉ ∩ Ｅｇ（ｊ，ｓ）ｉ ＝ｎ；

情况２：当τ１＝０，τ２≠０时，由 ｇ是二元单射和引理
４得

式 （８）＝∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ＋ｇ（ｊ，ｒ）∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ，ｓ）＋τ２） ＝

∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ，ｓ）－ｇ（ｊ，ｒ）＋τ２） ＝ｎｆ；

情况３：当τ１≠０，τ２＝０时，由 ｇ是二元单射得

式（８）＝ｎ＋∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｅｇ（ｊ，ｒ）ｉ ∩ Ｅｇ（ｊ－τ１，ｓ）ｉ ＝ｎ；

情况４：当τ１≠０，τ２≠０时，由 ｇ是二元单射和引理
４得

式（８）＝∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ＋ｇ（ｊ，ｒ）∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ－τ１，ｓ）＋τ２） ＝

∑
ｎ－１

ｊ＝０
∑
ｅ－１

ｉ＝０
Ｃｉ∩（Ｃｉ＋ｇ（ｊ－τ１，ｓ）－ｇ（ｊ，ｒ）＋τ２） ＝ｎｆ．

注意当 ｎ＝１时，情况３与情况４皆不存在．综合情
况１～４，易见 Ｈ（Ｘ（ｓ），Ｘ（ｒ））＝ｎｆ．从而 Ｈ（Ｕ）＝ ｎｆ．因
此序列族 Ｕ具有参数（ｎｐ，ｅ＋１，ｎｆ；?ｅ／ｎ」）．

最后我们证明序列族 Ｕ关于 ＰｅｎｇＦａｎ界是最优
的．由 ＰｅｎｇＦａｎ界可得

（ＬＭ－υ）Ｌ
（ＬＭ－１）υ

＝ ｎｆ－ｎ·ｎｐＭｆ＋ｅ
２ｆ＋ｅ＋１－ｎｐＭ－ｆ

（ｎｐＭ－１）（ｅ＋１）

（９）
因为 Ｍ＝?ｅ／ｎ」，所以当 ｅ≥ ｎｆ时显然有 ０＜ｎ·
ｎｐＭｆ＋ｅ２ｆ＋ｅ＋１－ｎｐＭ－ｆ

（ｎｐＭ－１）（ｅ＋１） ＜１；从而由推论 ２可得此

跳频序列族 Ｕ关于 ＰｅｎｇＦａｎ界是最优的．
以下将给出本节构造与已知相关构造的比较，其

中（１）与（２）指出本节构造包含文献［５］与［１２］中的构造
作为特例．在此之前，我们列出它们的最优构造参数，
见表１

表１ 新构造与已知相关构造的比较（其中 ｐ＝ｅｆ＋１为素数）

文献 Ｌ ｖ Ｍ λ 限制 ＬＧ界 ＰＦ界

［５］ ｐ ｅ＋１ ｅ ｆ ２≤ｆ≤ｅ＋２ 最优 最优

［１２］ ２ｐ ｅ＋１ ?ｅ／２」 ｆ ２≤ｆ＜（ｅ＋９）／６ 次最优 最优

［９］ ｐ－１ ｅ＋１ ｅ ｆ ｆ≤ｅ－１ 最优 最优

［１７］ ｎ（ｐ－１） ｅ＋１ ?ｅ／ｎ」 ｎｆ ｇｃｄ（ｎ，ｅｆ）＝１，ｎ（ｆ＋１）≤ｅ 次最优 最优

定理２ ｎｐ ｅ＋１ ?ｅ／ｎ」 ｎｆ ｎｆ≤ｅ ｎ＝１或 ｎ≠１，ｆ＝１最优，其余次最优 最优

（１）Ｃｈｕ与 Ｃｏｌｂｏｕｒｎ［５］由 ＧＦ（ｐ）上的分圆构造了单
个最优（ｐ，ｅ＋１，ｆ）跳频序列和一类最优（ｐ，ｅ＋１，ｆ；ｅ）
跳频序列族．通过我们的方法，文献［５］中构造 ２（即定
理２）等价于本节定理１中 ｎ＝１，ｇ（０）＝０时的构造，文

献［５］中构造３（即引理５）等价于本节定理２中 ｎ＝１，
ｇ（０，ｓ）＝ｓ（０≤ｓ＜ｅ）时的简单构造．
（２）Ｚｈａｎｇ与Ｋｅ［１２］由ＧＦ（ｐ）上的分圆构造了单个最

优（２ｐ，ｅ＋１，２ｆ）跳频序列和一类最优（２ｐ，ｅ＋１，２ｆ；
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?ｅ／２」）跳频序列族．若选择 ｎ＝２，ｇ（０）＝０，ｇ（１）＝ｅ－
１，则本节定理１中构造等价于文献［１２］中的构造２（即
定理２）．若我们选择 ｎ＝２，ｇ（０，ｓ）＝ｓ，ｇ（１，ｓ）＝ｓ－１，
其中 ｓ＝２ｔ，０≤ｔ＜?ｅ／２」，那么本节定理２的构造等价
于文献［１２］中的构造３（即定理３）．

（３）若同样基于 ＧＦ（ｐ）上的分圆来构造序列（族）
时，Ｄｉｎｇ与 Ｙｉｎ［９］设计了一类最优（ｐ－１，ｅ＋１，ｆ；ｅ）跳
频序列族，Ｒｅｎ、Ｆｕ与 Ｚｈｏｕ［１７］构造了单个最优（ｎ（ｐ－
１），ｅ＋１，ｎｆ）跳频序列与一类最优（ｎ（ｐ－１），ｅ＋１，
ｎｆ；?ｅ／ｎ」）跳频序列族，而本节给出了单个最优（ｎｐ，ｅ
＋１，ｎｆ）跳频序列与一类最优（ｎｐ，ｅ＋１，ｎｆ；?ｅ／ｎ」）跳
频序列族的构造．对比文献［９］与［１７］中的构造，本节构
造的序列（族）具有不同的参数和更长的周期．

（４）当 ｎ≠１，２时，本节构造的最优（ｎｐ，ｅ＋１，ｎｆ）跳
频序列与最优（ｎｐ，ｅ＋１，ｎｆ；?ｅ／ｎ」）跳频序列族中参数
是新的．

最后我们举例验证定理２的相关结论．
例１ 令 ｐ＝３１，ｅ＝１０，ｆ＝３，ｎ＝２则 Ｌ＝６２，ｖ＝

１１，Ｍ＝５，且所对应的１０阶分圆类为
Ｃ０＝｛１，５，２５｝； Ｃ１＝｛３，１３，１５｝； Ｃ２＝｛８，９，

１４｝； Ｃ３＝｛１１，２４，２７｝； Ｃ４＝｛２，１０，１９｝；
Ｃ５＝｛６，２６，３０｝； Ｃ６＝｛１６，１８，２８｝； Ｃ７＝｛１７，

２２，２３｝； Ｃ８＝｛４，７，２０｝； Ｃ９＝｛１２，２１，２９｝．

取
ｇ（０，０） ｇ（０，１） ｇ（０，２） ｇ（０，３） ｇ（０，４）
ｇ（１，０） ｇ（１，１） ｇ（１，２） ｇ（１，３） ｇ（１，４[ ]） ＝

０ １ ２ ３ ４[ ]５ ６ ７ ８ ９
．

则跳频序列族 Ｕ＝｛Ｘ（ｓ）：ｓ＝０，１，２，３，４｝为
Ｘ（０）＝｛１０，５，４，６，８，５，５，３，２，７，４，８，９，６，２，６，６，２，

６，９，８，４，７，２，３，５，５，８，６，４，５，１０，０，９，１，３，０，
０，８，７，２，９，３，４，１，７，１，１，７，１，４，３，９，２，７，８，
０，０，３，１，９，０｝；

Ｘ（１）＝｛１０，４，３，５，７，４，４，２，１，６，３，７，８，５，１，５，５，１，
５，８，７，３，６，１，２，４，４，７，５，３，４，１０，９，８，０，２，９，
９，７，６，１，８，２，３，０，６，０，０，６，０，３，２，８，１，６，７，
９，９，２，０，８，９｝；

Ｘ（２）＝｛１０，３，２，４，６，３，３，１，０，５，２，６，７，４，０，４，４，０，
４，７，６，２，５，０，１，３，３，６，４，２，３，１０，８，７，９，１，８，
８，６，５，０，７，１，２，９，５，９，９，５，９，２，１，７，０，５，６，
８，８，１，９，７，８｝；

Ｘ（３）＝｛１０，２，１，３，５，２，２，０，９，４，１，５，６，３，９，３，３，９，
３，６，５，１，４，９，０，２，２，５，３，１，２，１０，７，６，８，０，７，
７，５，４，９，６，０，１，８，４，８，８，４，８，１，０，６，９，４，５，
７，７，０，８，６，７｝；

Ｘ（４）＝｛１０，１，０，２，４，１，１，９，８，３，０，４，５，２，８，２，２，８，
２，５，４，０，３，８，９，１，１，４，２，０，１，１０，６，５，７，９，６，

６，４，３，８，５，９，０，７，３，７，７，３，７，０，９，５，８，３，４，
６，６，９，７，５，６｝．

跳频序列 Ｘ（ｓ）（０≤ｓ≤４）的非平凡汉明自相关为：
ＨＸ（ｓ）＝｛６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，

４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，２，４，６，４，６，４，６，４，
６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，４，６，
４，６，４，６｝；

跳频序列 Ｘ（ｓ），Ｘ（ｒ）（０≤ｓ≠ｒ≤４）的汉明交错相关
为：

ＨＸ（ｓ），Ｘ（ｒ）＝｛２，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，
６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，２，６，６，６，
６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，６，
６，６，６，６，６，６，６，６，６｝．

跳频序列族 Ｕ最大汉明自相关和最大汉明交错相
关皆为６；由定理２与 ｅ≥ｎｆ可知跳频序列族Ｕ是最优
的且任意序列Ｘ（ｓ）（０≤ｓ≤４）皆是次最优的，此结论可
利用推论１与推论２进行验证．

４ 结论

本文利用分圆法与中国剩余定理给出了一类周期

为素数倍数的最优跳频序列（族），其构造包含先前基

于分圆法的已知构造作为特殊情况．通过选取某些特
定的参数，许多新的最优（或次最优）跳频序列可被得

到．
致谢 承蒙审稿人、编辑认真细致地审阅稿件，特

向您们致以诚挚的谢意！

参考文献

［１］ＬｅｍｐｅｌＡ，ＧｒｅｅｎｂｅｒｇｅｒＨ．Ｆａｍｉｌｉｅｓｏｆｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌ
Ｈａｍｍｉｎｇｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，１９７４，２０（１）：９０－９４．

［２］ＰｅｎｇＤＹ，ＦａｎＰＺ．ＬｏｗｅｒｂｏｕｎｄｓｏｎｔｈｅＨａｍｍｉｎｇａｕｔｏａｎｄ
ｃｒｏｓｓｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００４，５０（９）：２１４９－２１５４．

［３］ＰｅｎｇＤＹ，ＮｉｕＸＨ，ＴａｎｇＸＨ，ＣｈｅｎＱＣ．ＴｈｅａｖｅｒａｇｅＨａｍ
ｍｉｎｇｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎｆｏｒｔｈｅｃｕｂｉｃｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
［Ａ］．ＩＥＥＥＩＷＣＭＣ２００８，ＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＷｉｒｅｌｅｓｓ
ＣｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓａｎｄＭｏｂｉｌｅＣｏｍｐｕｔｉｎｇ［Ｃ］．Ｃｒｅｔｅ，Ｇｒｅｅｃｅ：
ＩＥＥＥ，２００８．４６４－４６９．

［４］ＦｕｊｉＨａｒａＲ，ＭｉａｏＹ，ＭｉｓｈｉｍａＭ．Ｏｐｔｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｓ：Ａｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌａｐｐｒｏａｃｈ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎ
ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００４，５０（１０）：２４０８－２４２０．

［５］ＣｈｕＷ，ＣｏｌｂｏｕｒｎＣＪ．Ｏｐｔｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
ｖｉａｃｙｃｌｏｔｏｍｙ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，
２００５，５１（３）：１１３９－１１４１．

［６］刘方，彭代渊，范佳，唐小虎．一类具有最优汉明自相关特
性的跳频序列［Ｊ］．电子学报，２０１３，４１（１）：１３－１７．

４３９１ 电 子 学 报 ２０１５年



ＬｉｕＦａｎｇ，ＰｅｎｇＤａｉｙｕａｎ，ＦａｎＪｉａ，ＴａｎｇＸｉａｏｈｕ．Ａｎｅｗｃｌａｓｓ
ｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌＨａｍｍｉｎｇａｕｔｏ
ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＡｃｔａＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃａＳｉｎｉｃａ，２０１３，４１（１）：１３－１７．

［７］ＧｅＧＮ，ＦｕｊｉＨａｒａＲ，ＭｉａｏＹ．Ｆｕｒｔｈｅｒｃｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌｃｏｎｓｔｒｃｕ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｏｐｔｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌｏｆ
ＣｏｍｂｉｎａｔｏｒｉａｌＴｈｅｏｒｙ，ＳｅｒｉｅｓＡ，２００６，１１３（８）：１６９９－１７１８．

［８］ＤｉｎｇＣＳ，ＭｏｉｓｉｏＭＪ，ＹｕａｎＪ．Ａｌｇｅｂｒａｉｃｃｏｎｓｔｒｃｔｉｏｎｓｏｆｏｐｔｉ
ｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００７，５３（７）：２６０６－２６１０．

［９］ＤｉｎｇＣＳ，ＹｉｎＪ．Ｓｅｔｓｏｆｏｐｔｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ
［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００８，５４（８）：
３７４１－３７４５．

［１０］ＣｈｕｎｇＪＨ，ＨａｎＹＫ，ＹａｎｇＫ．Ｎｅｗｃｌａｓｓｅｓｏｆｏｐｔｉｍａｌｆｒｅ
ｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓｂｙｉｎｔｅｒｌｅａｖｉｎｇｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００９，５５（１２）：５７８３
－５７９１．

［１１］ＨａｎＹＫ，ＹａｎｇＫ．ＯｎｔｈｅＳｉｄｅｌ’ｎｉｋｏｖｓｅｑｕｅｎｃｅｓａｓｆｒｅｑｕｅｎ
ｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ，２００９，５５（９）：４２７９－４２８５．

［１２］张云，柯品惠，张胜元．基于分圆类的最优跳频序列族
［Ｊ］．福建师范大学学报：自然科学版，２００９，２５（２）：１－５．
ＺｈａｎｇＹｕｎ，ＫｅＰｉｎｈｕｉ，ＺｈａｎｇＳｈｅｎｇｙｕａｎ．Ｏｐｔｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎ
ｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓｂａｓｅｄｏｎｃｙｃｌｏｔｏｍｙ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｕ
ｊｉａｎＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ：ＮａｔｕｒａｌＳｃｉｅｎｃｅＥｄｉｔｉｏｎ，２００９，２５（２）：
１－５．

［１３］ＺｈａｎｇＹ，ＫｅＰＨ，ＺｈａｎｇＳＹ．Ｏｐｔｉｍａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓｂａｓｅｄｏｎｃｙｃｌｏｔｏｍｙ［Ａ］．ＥＴＣＳ２００９，ＦｉｒｓｔＩｎｔｅｒｎａ
ｔｉｏｎａｌＷｏｒｋｓｈｏｐｏｎＥｄｕｃａｔｉｏｎＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒＳｃｉ
ｅｎｃｅ［Ｃ］．Ｗｕｈａｎ，Ｃｈｉｎａ：ＩＥＥＥ，２００９．１１２２－１１２６．

［１４］ＺｈｏｕＺＣ，ＴａｎｇＸＨ，ＰｅｎｇＤＹ，ＰａｒａｍｐａｌｌｉＵ．Ｎｅｗｃｏｎｓｔｒｕｃ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｏｐｔｉｍａｌｓｅｔｓｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓ［Ｊ］．
ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１１，５７（６）：３８３１
－３８４０．

［１５］ＺｈｏｕＺＣ，ＴａｎｇＸＨ，ＮｉｕＸＨ，ＰａｒａｍｐａｌｌｉＵ．Ｎｅｗｃｌａｓｓｅｓｏｆ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌｐａｒｔｉａｌｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１２，５８（１）：
４５３－４５８．

［１６］ＬｉｕＦ，ＰｅｎｇＤＹ，ＺｈｏｕＺＣ．Ａｎｅｗｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇｓｅ
ｑｕｅｎｃｅｓｅｔｂａｓｅｄｕｐｏｎｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｙｃｌｏｔｏｍｙ［Ｊ］．Ｄｅｓｉｇｎｓ，
ＣｏｄｅｓａｎｄＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０１２，６９（２）：２４７－２５９．

［１７］ＲｅｎＷＬ，ＦｕＦＷ，ＺｈｏｕＺＣ．Ｎｅｗｓｅｔｓｏｆｆｒｅｑｕｅｎｃｙｈｏｐｐｉｎｇ
ｓｅｑｕｅｎｃｅｓｗｉｔｈｏｐｔｉｍａｌＨａｍｍｉｎｇｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｄｅｓｉｇｎｓ，
ＣｏｄｅｓａｎｄＣｒｙｐｔｏｇｒａｐｈｙ，２０１４，７２（２）：４２３－４３４．

［１８］ＳｔｏｒｅｒＴ．ＣｙｃｌｏｔｏｍｙａｎｄＤｉｆｆｅｒｅｎｃｅＳｅｔｓ［Ｍ］．Ｃｈｉｃａｇｏ：
ＭａｒｋｈａｍＰｕｂｌｉｓｈｉｎｇＣｏｍｐａｎｙ，１９６７．

作者简介

徐善顶 男，１９７９年１１月出生于山东省兖
州市．现为南京航空航天大学数学系博士研究
生．主要研究方向为代数编码及信息安全．
Ｅｍａｉｌ：ｓｄｘｚｘ１１＠１６３．ｃｏｍ

曹喜望 男，１９６５年 ０６月出生于湖北省麻
城市．现为南京航空航天大学教授、博士生导师．
主要研究方向为代数组合论，代数密码学．
Ｅｍａｉｌ：ｘｗｃａｏ＠ｎｕａａ．ｅｄｕ．ｃｎ

５３９１第 １０ 期 徐善顶：一类周期为素数倍数的跳频序列族




