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几类非确定型量子程序的终止验证
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　　摘　要：　程序验证是保证程序正确性的关键技术．由于经典世界和量子世界的本质不同，经典程序验证的技术
和工具不能直接应用到量子系统．而量子程序设计语言是描述量子系统的一种新的形式化模型，量子程序的验证问题
就显得更为迫切和必要．本文首先讨论了量子通讯中常用的比特翻转、相位翻转、去极化、幅值阻尼、相位阻尼等信道
作为特殊的非确定型量子程序从计算基态开始运行时的可达集合和终止集合等程序验证问题．其次，把上述五种量子
程序两两组合组成非确定型量子程序，根据这五种量子程序的可达集合之相似点，最终合并成三种非确定型量子程

序，重点讨论了这三种非确定型量子程序从计算基态开始运行时的终止和发散等程序验证问题．研究表明：这三种非
确定型量子程序从计算基态０开始运行时都是终止的；而从计算基态１开始运行时：比特翻转信道和去极化信道组成
的非确定型量子程序的终止和发散与分别刻画它们的两个参数有关；比特翻转信道和相位翻转信道组成的非确定型

量子程序的终止和发散只与刻画比特翻转信道的参数有关；幅值阻尼信道和相位阻尼信道组成的非确定型量子程序

是发散的，其发散条件与刻画量子信道的两个参数都没有关系．本文的结果可以为量子信息安全中量子通讯协议的验
证提供理论和技术支持．
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第　１２　期 雷红轩：几类非确定型量子程序的终止验证

ｐｏｒｔｆｏｒｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｐｒｏｔｏｃｏｌｉｎｑｕａｎｔｕｍｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｅｃｕｒｉｔｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｑｕａｎｔｕｍｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ；ｑｕａｎｔｕｍｐｒｏｇｒａｍｓ；ｐｒｏｇｒａｍｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ；ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｅｃｕｒｉｔｙ

１　引言

　　Ｓｈｏｒ［１］关于大数的质因子分解算法以及 Ｇｒｏｖｅｒ［２］

关于数据库搜索算法的相继出现，显示出量子计算在

某些计算领域比经典计算更有效［３］．当前，量子算法还
处在较低水平的量子线路的探索阶段．正如 Ａｂｒａｍ
ｓｋｙ［４］所说的，高水平的概念化的方法对量子系统的设
计、编程、推理是很必要的．正如此，在过去的 ２０多年
中，多种量子程序语言被先后定义和提出．比如，Ｋｎｉｌｌ［５］

最先提出了设计量子程序语言，?ｍｅｒ［６］第一次给出了
真正的量子程序语言并对其进行了计算仿真，Ｓｅｌ
ｉｎｇｅｒ［７］指出一个量子程序由超算子描述．正确性是程序
的最重要的属性之一．长期以来，如何保证程序的正确
性、提高软件的可信度一直是计算机科学界高度关注

的一个重要问题，也是推动计算机科学发展的主要动

力之一．由于量子通讯协议可以由量子程序表示，所以
量子程序的验证问题就显得更为迫切和必要．

同时，一些量子过程代数也被先后提出，如 Ｇａｙ和
Ｎａｇａｒａｊａｎ［８］提出了ＣＱＰ代数，Ｆｅｎｇ等［９］提出了ｑＣＣＳ代
数，这些代数系统为量子通讯和非确定型程序建立了

良好的模型．最近，Ｌｉ［１０］等作者定义了一个语言独立的
非确定型量子程序的模型，Ｙｕ［１１］等作者提出了并发量
子程序的概念和模型．在这些模型中，量子程序是由有
限个量子队列组成的，这些量子队列是由状态空间上

的量子Ｍａｒｋｏｖ链描述．本文在上述工作和作者已有成
果的基础上，首先讨论量子通讯中常用的比特翻转、相

位翻转、去极化、幅值阻尼、相位阻尼等信道作为特殊的

非确定型量子程序—确定型量子程序，从计算基态开

始运行时的可达集合、终止集合、发散集合等情况．其次
按照可达集合重点讨论这五种信道按照一定的组合方

式组成的三种非确定型量子程序从计算基态开始运行

时的终止和发散情况，进一步为量子程序和量子协议

的验证提供理论和技术支持．

２　基本概念
　　文中用到的有关量子计算的基本概念见文献［３］．
用Ｄ（Ｈ）表示Ｈｉｌｂｅｒｔ空间Ｈ上所有密度算子之集．设 ρ
∈Ｄ（Ｈ），ε是一个超算子，｛Ｅｉ｝是其运算元，则对任意

的ρ，有ε（ρ）＝∑
ｉ
ＥｉρＥ


ｉ，且满足∑

ｉ
ＥｉＥｉ＝Ｉ．

　　定义１［１０］　设 Ｈ是一个有限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间，它也
是量子程序的状态空间．一个非确定型量子程序是二
元组Ｐ＝（｛εｉ｜ｉ＝１，…，ｍ｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝），其中

（１）εｉ是Ｈ上的超算子，ｉ＝１，…，ｍ；

（２）｛Ｍ０，Ｍ１｝是Ｈ上的测量算子．
一个非确定型量子程序的一个计算是随机地选取

ｍ个超算子中的一个组成的有限或无限的计算序列，在
整个计算过程中，测量算子｛Ｍ０，Ｍ１｝作用在每一步上，
以决定程序是终止还是继续运行．这里选取“ｙｅｓｎｏ”测
量，当测量结果为０时，程序终止，此时程序状态进入一
个终止空间；否则，当测量结果为１时，程序将进入下一
步，继续完成保迹的超算子ε．

程序Ｐ的执行表定义为集合
Ｓ＝｛１，２，…，ｍ｝∞ ＝｛ｓ１ｓ２…ｓｋ…｜ｓｋ∈｛１，２，…，ｍ｝，ｋ≥０｝

（１）
程序Ｐ的有限执行表定义为集合

Ｓｆｉｎ＝｛１，２，…，ｍ｝
 ＝∪

∞

ｎ＝０
｛１，２，…，ｍ｝ｎ （２）

　　为方便起见，用θ表示空串．对任意的 ｓ＝ｓ１…ｓｋ∈
Ｓｆｉｎ，用｜ｓ｜表示ｓ的长度．对每一个｜ｓ｜≤ｎ，ｓ（≤ｎ）表示 ｓ
的头部ｓ１ｓ２，…，ｓｎ，也写ｓ＝ｓ１ｓ２…∈Ｓ的头部为

ｓ（≤ｎ）＝ｓ１ｓ２…ｓｎ∈Ｓｆｉｎ （３）
和尾部为

ｓ（＞ｎ）＝ｓｎ＋１ｓｎ＋２…∈Ｓ （４）
　　为了简单表示，用Ｔｉ表示如下的超算子

Ｔｉ（ρ）＝εｉ（Ｍ１ρＭ

１），０≤ｉ≤ｍ （５）

其中，ρ∈Ｄ（Ｈ）．进而，对任意的ｓ＝ｓ１ｓ２，…，ｓｎ∈Ｓｆｉｎ，写
Ｔｓ＝Ｔｓｎ…Ｔｓ２Ｔｓ１ （６）

特别地，Ｔθ（ρ）＝ρ．设ρ∈Ｄ（Ｈ）为输入态，程序 Ｐ按照
执行表 ｓ＝ｓ１ｓ２，…，∈Ｓ执行，在 ｎ步后程序的状态为
Ｔｓ（≤ｎ）（ρ）．
　　定义２［１０］　设非确定型量子程序的输入态为 ρ，对
任意一有限执行表ｓ∈Ｓｆｉｎ，定义程序Ｐ在 ｓ内终止的概
率为

ｔｓ（ρ）＝∑
｜ｓ｜

ｎ＝０
ｔｒ（Ｍ０Ｔｓ（≤ｎ）（ρ）Ｍ


０） （７）

　　如果程序按照ｓ＝ｓ１ｓ２…执行，则程序在不超过ｎ步
终止的概率为ｔｓ（≤ｎ）（ρ）．进而，程序在有限步终止的概
率为

ｔｓ（ρ）＝ｌｉｍｎ→∞ｔｓ（≤ｎ）（ρ）＝∑
∞

ｎ＝０
ｔｒ（Ｍ０Ｔｓ（≤ｎ）（ρ）Ｍ


０）（８）

显然，ｔｒ（ρ）≥ｔｓ（ρ），且ｔｒ（ρ）－ｔｓ（ρ）是程序在状态ρ运
行执行表ｓ时发散的概率．

对一个非确定型量子程序Ｐ，沿着任意一个执行表
ｓ∈Ｓ的执行都是可能的．因此，下面给出在所有可能的
执行路径上程序终止概率的定义如下：

　　定义３［１０］　从状态 ρ开始运行的非确定型量子程
序Ｐ的终止概率定义为ｔ（ρ）＝ｉｎｆ｛ｔｓ（ρ）｜ｓ∈Ｓ｝．
　　定义４［１０］　（１）开始于状态 ρ的非确定型量子程

３３９２
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序Ｐ的可达集合定义为Ｒ（ρ）＝｛Ｔｓ（ρ）｜ｓ∈Ｓｆｉｎ｝．
（２）对任意的ρ∈Ｄ（Ｈ），如果ｔ（ρ）＝ｔｒ（ρ），则称 ρ

是程序Ｐ的终止状态，简称为终态．用Ｔ表示程序 Ｐ的
所有终态的集合，即Ｔ＝｛ρ∈Ｄ（Ｈ）｜ｔ（ρ）＝ｔｒ（ρ）｝．

（３）对任意的ρ∈Ｄ（Ｈ），如果对某些ｓ∈Ｓ，有ｔｓ（ρ）
＝０，则称ρ是Ｐ的发散态．用Ｄ表示程序Ｐ的所有发散
态的集合，即Ｄ＝｛ρ∈Ｄ（Ｈ）｜ｔｓ（ρ）＝０，对某些ｓ∈Ｓ｝．

等式ｔ（ρ）＝ｔｒ（ρ）被叫做非确定型量子程序 Ｐ的
终止条件．这个条件是说，只要程序 Ｐ从状态 ρ开始，
则它一定会在有限步内终止且终止概率为１．

下面分别用Ｉ，Ｘ，Ｙ，Ｚ表示单位矩阵、ＰａｕｌｉＸ矩阵、
ＰａｕｌｉＹ矩阵、ＰａｕｌｉＺ矩阵．Ｈ２＝ｓｐａｎ｛｜０〉，｜１〉｝，Ｍ０＝
｜０〉〈０｜，Ｍ１＝｜１〉〈１｜．

３　常用信道组成的确定型量子程序的可达集
合和终态

　　为便于阅读，用 Ｅｉ，ｉ＝１，…，５和 εｉ，ｉ＝１，…，５分
别表示比特翻转、相位翻转、去极化、幅值阻尼、相位阻

尼等信道的运算元和Ｋｒａｕｓ算子和表示（超算子）．
３１　比特翻转信道组成的确定型量子程序的可达

集合和终态

比特翻转信道的运算元及其Ｋｒａｕｓ算子和表示分别

为Ｅ１１＝ ｐ槡１Ｉ，Ｅ１２＝ １－ｐ槡 １Ｘ和Ｋ１（ρ）＝∑
ｉ＝１，２
Ｅ１ｉρＥ


１ｉ，则

由比特翻转信道组成的确定型量子程序为 Ｐ＝（｛Ｋ１｝，
｛Ｍ０，Ｍ１｝）．

经计算Ｐ从计算基态｜０〉或｜１〉运行时的可达集合
分别为Ｒ（｜０〉〈０｜）＝｛｜０〉〈０｜，｜１〉〈１｜｝和Ｒ（｜１〉〈１｜）
＝｛｜０〉〈０｜，｜１〉〈１｜｝，而｜０〉，｜１〉∈Ｔ，Ｄ＝．
３２　相位翻转信道组成的确定型量子程序的可达

集合和终态

相位翻转信道的运算元和Ｋｒａｕｓ算子和表示为 Ｅ２１
＝ ｐ槡２Ｉ，Ｅ２２＝ １－ｐ槡 ２Ｚ和Ｋ２（ρ）＝∑

ｉ＝１，２
Ｅ２ｉρＥ


２ｉ，则由相

位翻转信道组成的确定型量子程序为Ｐ＝（｛Ｋ２｝，｛Ｍ０，
Ｍ１｝）．

经计算Ｐ从计算基态｜０〉或｜１〉开始运行时的可达
集合分别为Ｒ（｜０〉〈０｜）＝｛｜０〉〈０｜｝和 Ｒ（｜１〉〈１｜＝｛｜
１〉〈１｜｝．同时，当ρ＝｜０〉〈０｜时，由ｔ（｜０〉〈０｜）＝ｔｒ（Ｍ０｜
０〉〈０｜Ｍ０）＝１知，ρ＝｜０〉〈０｜∈Ｔ；当ρ＝｜１〉〈１｜时，由 ｔ
（｜０〉〈０｜）＝０知，ρ＝｜１〉〈１｜∈Ｄ．
３３　去极化信道组成的非确定型量子程序的可达

集合和终态

去极化信道的运算元和 Ｋｒａｕｓ算子和表示分别为

Ｅ３１＝
４－３ｐ槡 ３

２ Ｉ，Ｅ３２＝
ｐ槡３

２Ｘ，Ｅ３３＝
ｐ槡３

２Ｙ，Ｅ３４＝
ｐ槡３

２Ｚ和

Ｋ３（ρ）＝ ∑
ｉ＝１，２，３，４

Ｅ３ｉρＥ

３ｉ，则由去极化信道组成的确定型

量子程序为Ｐ＝（｛Ｋ３｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝）．
经计算Ｐ从计算基态｜０〉或｜１〉运行时的可达集合

均为Ｒ（｜０〉〈０｜）＝Ｒ（｜１〉〈１｜）＝｛｜０〉〈０｜，｜１〉〈１｜｝，
而｜０〉，｜１〉∈Ｔ，Ｄ＝．
３４　幅值阻尼信道组成的确定型量子程序的可达

集合和终态

幅值阻尼信道的运算元和 Ｋｒａｕｓ算子和表示为 Ｅ４１

＝
１ ０

０ １－ｐ槡
( )

４

，Ｅ４２ ＝
０ ｐ槡４( )０ ０

和 Ｋ４ （ρ） ＝

∑
ｉ＝１，２
Ｅ４ｉρＥ


４ｉ，则由幅值阻尼信道组成的确定型量子程序

为Ｐ＝（｛Ｋ４｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝）．
经计算Ｐ从计算基态｜０〉或｜１〉开始运行时的可达

集合分别为Ｒ（｜０〉〈０｜）＝｛｜０〉〈０｜｝和 Ｒ（｜１〉〈１｜）＝
｛｜１〉〈１｜｝．同时，当取 ρ＝｜０〉〈０｜，ｔ（ρ）＝ｔｒ（Ｍ０ρＭ


０）

＝１，ρ＝｜０〉〈０｜∈Ｔ；当ρ＝｜１〉〈１｜，ｔ（ρ）＝０，ρ＝｜１〉〈１
｜∈Ｄ．
３５　相位阻尼信道组成的确定型量子程序的可达

集合和终态

相位阻尼信道的运算元和 Ｋｒａｕｓ算子和表示为 Ｅ５１

＝
１ ０

０ １－ｐ槡
( )

５

，Ｅ５２ ＝
０ ０

０ ｐ槡( )
５

和 Ｋ５ （ρ） ＝

∑
ｉ＝１，２
Ｅ５ｉρＥ


５ｉ，则由相位阻尼信道组成的确定型量子程序

为Ｐ＝（｛Ｋ５｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝）．
经计算Ｐ从计算基态｜０〉或｜１〉开始运行时的可达

集合分别为Ｒ（｜０〉〈０｜）＝｛｜０〉〈０｜｝和 Ｒ（｜１〉〈１｜）＝
｛｜１〉〈１｜｝．同时，当取 ρ＝｜０〉〈０｜，ｔ（ρ）＝ｔｒ（Ｍ０ρＭ


０）

＝１，ρ＝｜０〉〈０｜∈Ｔ；当 ρ＝｜１〉〈１｜，ｔ（ρ）＝０，ρ＝｜１〉
〈１｜∈Ｄ．

综上，在单量子比特空间Ｈ２中，五种确定型量子程
序从计算基态｜０〉或｜１〉开始运行时有如下结论：

（１）比特翻转信道 Ｋ１和去极化信道 Ｋ３从｛｜０〉，
｜１〉｝开始运行时的可达集合相同，即 Ｒ（｜０〉〈０｜）＝Ｒ
（｜１〉〈１｜）＝｛｜０〉〈０｜，｜１〉〈１｜｝，而｜０〉，｜１〉∈Ｔ，Ｄ
＝．
（２）相位翻转信道Ｋ２、幅值阻尼信道 Ｋ４、相位阻尼

信道Ｋ５从｜０〉开始运行时的可达集合均为 Ｒ（｜０〉〈０｜）
＝｛｜０〉〈０｜｝，且｜０〉∈Ｔ；而从｜１〉开始运行时的可达集
合均为 Ｒ（｜１〉〈１｜）＝｛｜１〉〈１｜｝且｜１〉∈Ｄ，此时 Ｄ
≠．

４　几种常用量子信道组成的非确定型量子
程序

　　由上一节的分析，下面我们根据这五种确定型量

４３９２
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子程序的可达集合之相似点选取几种特殊的组合讨论

这五种量子信道两两组合组成的非确定型量子程序从

计算基态｛｜０〉，｜１〉｝开始运行时的终止和发散情
况，即：

（１）比特翻转信道 Ｋ１和去极化信道 Ｋ３组成的非
确定型量子程序；

（２）比特翻转信道 Ｋ１和相位翻转信道 Ｋ２组成的
非确定型量子程序；

（３）幅值阻尼信道 Ｋ４和相位阻尼信道 Ｋ５组成的
非确定型量子程序．
４１　比特翻转信道和去极化信道组成的非确定型

量子程序

比特翻转信道和去极化信道组成的非确定型量子

程序为

Ｐ＝（｛Ｋ１，Ｋ３｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝） （９）
４．１．１　Ｋ１执行ｍ次后Ｋ３执行ｎ次

（ａ）当ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，
ρ∈Ｔ．即，非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１（≤ｍ）
ｓ３（≤ｎ）从初态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）当ρ＝｜１〉〈１｜时：Ｔｓ１（≤ｍ）（ρ）＝ｐ
ｍ
１｜１〉〈１｜＋ｐ

ｍ－１
１ （１

－ｐ１）｜０〉〈０｜，令ρ′＝ｐ
ｍ
１｜１〉〈１｜＋ｐ

ｍ－１
１ （１－ｐ１）｜０〉〈０｜，则

Ｔｓ３（≤ｎ）（ρ′）＝ｐ
ｍ
１

２－ｐ３( )２

ｎ－１ ２－ｐ３
２ ｜１〉〈１｜＋

ｐ３
２｜０〉〈[ ]０｜

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝

（１－ｐｍ１）＋ｐ
ｍ
１

ｐ３
２ １＋

２－ｐ３
２ ＋…＋

２－ｐ３( )２

ｎ

[ ]
－１

．

对终止概率ｔ（ρ）的讨论如下：
（１）当ｐ１＝１，ｐ３＝０时：

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝０
即ρ＝｜１〉〈１｜∈Ｄ．

（２）当ｐ１＝０时：
ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝１

即ρ＝｜１〉〈１｜∈Ｔ．
（３）ｐ１＝１，ｐ３≠０时：

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝１－
２－ｐ３( )２

ｎ

，ｔ（ρ）＝１．

（４）ｐ１≠１，ｐ３≠０时：

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝１－
２－ｐ３( )２

ｎ

ｐｍ１

即当ｍ→∞，或ｎ→∞，或ｍ，ｎ→∞时，ｔ（ρ）＝１．
（５）ｐ１≠１，ｐ３＝１时：

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝１－
２－ｐ３( )２

ｎ

ｐｍ１

即当ｍ→∞，或ｎ→∞，或ｍ，ｎ→∞时，ｔ（ρ）＝１．
（６）０＜ｐ１＜１，０＜ｐ３＜１时：

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝１－
２－ｐ３( )２

ｎ

ｐｍ１

即当ｍ→∞，或ｎ→∞，或ｍ，ｎ→∞时，ｔ（ρ）＝１．
（７）当ｐ１≠１，ｐ３＝０时：

ｔｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤ｎ）（ρ）＝１－ｐ
ｍ
１，ｔ（ρ）＝１，ｍ→∞．

　　命题１　比特翻转信道（Ｋ１）和去极化信道（Ｋ３）组
成的非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１（≤ｍ）ｓ３（≤
ｎ）运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝１，ｐ３＝０时，ｔｓ（ρ）

＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是发散的；否则，
ｔｓ（ρ）＝１，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是终止的．
４．１．２　Ｋ３执行ｍ次后Ｋ１执行ｎ次

（ａ）当ρ＝｜０〉〈０｜时：
Ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，ρ∈Ｔ

即，非确定型量子程序Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）
从初态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）当ρ＝｜１〉〈１｜时：

Ｔｓ３（≤ｍ）（ρ）＝
２－ｐ３( )２

ｍ

｜１〉〈１｜＋
２－ｐ３( )２

ｍ－１ｐ３
２｜０〉〈０｜

令ρ′＝
２－ｐ３( )２

ｍ

｜１〉〈１｜＋
２－ｐ３( )２

ｍ－１ｐ３
２｜０〉〈０｜

则

Ｔｓ１（≤ｎ）（ρ′）＝
２－ｐ３( )２

ｍ

［ｐｎ１｜１〉〈１｜＋ｐ
ｎ－１
１ （１－ｐ１）｜０〉〈０｜］，

ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝

ｐ３
２ １＋

２－ｐ３
２ ＋…＋

２－ｐ３( )２

ｍ

[ ]
－１

＋
２－ｐ３( )２

ｍ

（１－ｐｎ１）

对终止概率ｔ（ρ）的讨论如下：
（１）当ｐ１＝１，ｐ３＝０时：

ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝０
即ρ＝｜１〉〈１｜∈Ｄ．

（２）当ｐ１＝０，ｐ３≠０时：
ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１

即ρ＝｜１〉〈１｜∈Ｔ．
（３）当ｐ１＝０，ｐ３＝１时：

ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１，ｔ（ρ）＝１．
（４）当ｐ１＝１，ｐ３≠０时：

ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１－
２－ｐ３( )２

ｍ

，ｔ（ρ）＝１，ｍ→∞．

（５）当ｐ１≠１，ｐ３＝１时：
ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１，ｔ（ρ）＝１．

（６）当ｐ１＝０，ｐ３＝０时：
ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１，ｔ（ρ）＝１．

（７）当０＜ｐ１＜１，０＜ｐ３＜１时：

５３９２
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ｔｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１－ｐ
ｎ
１

２－ｐ３( )２

ｍ

即当ｍ→∞，或ｎ→∞，或ｍ，ｎ→∞时，ｔ（ρ）＝１．
　　命题２　比特翻转信道（Ｋ１）和去极化信道（Ｋ３）组
成的非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ３（≤ｍ）ｓ１（≤
ｎ）运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝１，ｐ３＝０时，ｔｓ（ρ）

＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是发散的；否则，
ｔｓ（ρ）＝１，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是终止的．
４．１．３　Ｋ１执行１次后Ｋ３执行１次如此反复

（ａ）当ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ１ｓ３ｓ１ｓ３…（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，ρ∈
Ｔ．即，非确定型量子程序Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１ｓ３ｓ１ｓ３…从初
态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）初态ρ＝｜１〉〈１｜：
Ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝

２－ｐ３( )２

ｎ

ｐｎ１｜１〉〈１｜＋
２－ｐ３( )２

ｎ－１ｐ３
２ｐ

ｎ
１｜０〉〈０｜，

ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝

２－２ｐ１＋ｐ１ｐ３( )２
１＋
２－ｐ３
２ ｐ１＋…＋

２－ｐ３
２ ｐ( )１

ｎ

[ ]
－１

．

类似于命题１和命题２的讨论，有如下各结论．
　　命题３　比特翻转信道（Ｋ１）和去极化信道（Ｋ３）组
成的非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１ｓ３ｓ１ｓ３…运行
时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝１，ｐ３＝０时，ｔｓ（ρ）

＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是发散的；否则，
ｔｓ（ρ）＝１，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是终止的．
４．１．４　Ｋ３执行１次后Ｋ１执行１次如此反复

（ａ）当ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ３ｓ１ｓ３ｓ１…（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，ρ∈
Ｔ．即，非确定型量子程序Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ３ｓ１ｓ３ｓ１…从初
态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）初态ρ＝｜１〉〈１｜：
Ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝

２－ｐ３( )２

ｎ

ｐｎ１｜１〉〈１｜＋
２－ｐ３( )２

ｎ－１

ｐｎ－１１ （１－ｐ１）｜０〉〈０｜，

ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝

２－２ｐ１＋ｐ１ｐ３( )２
１＋
２－ｐ３
２ ｐ１＋…＋

２－ｐ３
２ ｐ( )１

ｎ

[ ]
－１

．

　　命题４　由比特翻转信道（Ｋ１）和去极化信道（Ｋ３）
组成的非确定型量子程序Ｐ按执行表ｓ＝ｓ３ｓ１ｓ３ｓ１…运行
时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝１，ｐ３＝０时，ｔｓ（ρ）

＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是发散的；否则，
ｔｓ（ρ）＝１，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是终止的．

综上可得如下定理：

　　定理１　设Ｐ是由比特翻转信道（Ｋ１）和去极化信
道（Ｋ３）组成的非确定型量子程序，则 Ｐ按任意的执行
表ｓ运行时，有如下结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当ｐ１＝１，ｐ３＝０时，ｔ（ρ）＝

０，即程序从状态｜１〉〈１｜开始运行时是发散的；否则，当
ｐ１≠１或ｐ３≠０时，ｔ（ρ）＝１，即程序从状态｜１〉〈１｜开始
运行时是终止的．
４２　比特翻转信道和相位翻转信道组成的非确定

型量子程序

比特翻转信道和相位翻转信道组成的非确定型量

子程序为

Ｐ＝（｛Ｋ１，Ｋ２｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝） （１０）
４．２．１　Ｋ１执行ｍ次后Ｋ２执行ｎ次

（ａ）当初态ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ１（≤ｍ）ｓ２（≤ｎ）（ρ）＝０，ｔ（ρ）
＝１，ρ∈Ｔ．即，非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１（≤
ｍ）ｓ２（≤ｎ）从初态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）当初态 ρ＝｜１〉〈１｜：Ｔｓ１（≤ｍ）ｓ２（≤ｎ）（ρ）＝ｐ
ｍ
１｜１〉

〈１｜，ｔｓ１（≤ｍ）ｓ２（≤ｎ）（ρ）＝１－ｐ
ｎ
１．

　　命题５　非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１（≤
ｍ）ｓ２（≤ｎ）运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝０时，ｔｓ（ρ）＝１，即

程序从状态｜１〉〈１｜运行时是终止的；否则，当ｐ１＝１时，
ｔｓ（ρ）＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜运行时是发散的．
４．２．２　Ｋ２执行ｍ次后Ｋ１执行ｎ次

（ａ）当初态ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ２（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝０，ｔ（ρ）
＝１，ρ∈Ｔ．即，非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ２（≤
ｍ）ｓ１（≤ｎ）从初态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）当初态ρ＝｜１〉〈１｜：
Ｔｓ２（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝ｐ

ｎ
１｜１〉〈１｜＋ｐ

ｎ－１
１ （１－ｐ１）｜０〉〈０｜，

ｔｓ２（≤ｍ）ｓ１（≤ｎ）（ρ）＝１－ｐ
ｎ
１．

　　命题６　非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ２（≤
ｍ）ｓ１（≤ｎ）运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝０时，ｔｓ（ρ）＝１，即

程序从状态｜１〉〈１｜运行时是终止的；否则，当ｐ１＝１时，
ｔｓ（ρ）＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜运行时是发散的．
４．２．３　Ｋ１执行１次后Ｋ２执行１次如此反复

（ａ）当初态ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ１ｓ２ｓ１ｓ２…（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，
ρ∈Ｔ．即，非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ２ｓ１ｓ２ｓ１…
从初态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

６３９２
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（ｂ）当初态ρ＝｜１〉〈１｜时：
Ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝ｐ

ｎ
１｜１〉〈１｜，ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝１－ｐ

ｎ
１．

　　命题７　非确定型量子程序Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ１ｓ２ｓ１ｓ２
…运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，同时当 ｐ１＝０时，ｔｓ（ρ）＝１，

即程序从状态｜１〉〈１｜运行时是终止的；否则，当 ｐ１＝１
时，ｔｓ（ρ）＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜运行时是发散的．
４．２．４　Ｋ２执行１次后Ｋ１执行１次如此反复

（ａ）当初态ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ２ｓ１ｓ２ｓ１…（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，
ρ∈Ｔ．即，非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ２ｓ１ｓ２ｓ１…
从初态｜０〉〈０｜运行时是终止的．

（ｂ）当初态ρ＝｜１〉〈１｜时：
Ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝ｐ

ｎ
１｜１〉〈１｜，ｔｓ（≤２ｎ）（ρ）＝１－ｐ

ｎ
１．

　　命题８　非确定型量子程序Ｐ按执行表 ｓ＝ｓ２ｓ１ｓ２ｓ１
…运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝０时，ｔｓ（ρ）＝１，即

程序从状态｜１〉〈１｜运行时是终止的；否则，当ｐ１＝１时，
ｔｓ（ρ）＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜运行时是发散的．
　　定理２　设Ｐ是由比特翻转信道（Ｋ１）和相位翻转
信道（Ｋ２）组成的非确定型量子程序，则程序 Ｐ按任意
执行表ｓ运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，且当 ｐ１＝０时，ｔ（ρ）＝１，即

程序从状态｜１〉〈１｜运行时是终止的；否则，当ｐ１＝１时，
ｔ（ρ）＝０，即程序从状态｜１〉〈１｜运行时是发散的；

（３）当初态为｜１〉〈１｜时，程序Ｐ的终止和发散只与
比特翻转信道（Ｋ１）的参数ｐ１有关．

从上面的定理可以看到，比特翻转信道（Ｋ１）和相
位翻转信道（Ｋ２）组成的非确定型量子程序 Ｐ的终止和
发散只与比特翻转信道（Ｋ１）的参数 ｐ１有关，与相位翻
转信道（Ｋ２）的参数 ｐ２没有关系，这和比特翻转信道
（Ｋ１）单独作为确定型量子程序时终止和发散的结论
一致．
４３　幅值阻尼信道和相位阻尼信道组成的非确定

型量子程序

幅值阻尼信道和相位阻尼信道组成的非确定型量

子程序为

Ｐ＝（｛Ｋ４，Ｋ５｝，｛Ｍ０，Ｍ１｝） （１１）
分别选取执行表 ｓ为 ｓ′＝ｓ４（≤ｍ）ｓ５（≤ｎ），ｓ″＝

ｓ５（≤ｍ）ｓ４（≤ｎ），ｓ＝ｓ４ｓ５ｓ４ｓ５…，ｓ″＝ｓ５ｓ４ｓ５ｓ４…经计算均
有如下的结果：

（ａ）当初态ρ＝｜０〉〈０｜时：Ｔｓ（ρ）＝０，ｔ（ρ）＝１，ρ∈
Ｔ．即，非确定型量子程序 Ｐ按执行表 ｓ从初态｜０〉〈０｜
运行时是终止的．

（ｂ）当初态ρ＝｜１〉〈１｜时：
Ｔｓ（ρ）＝（１－ｐ４）

ｌ｜１〉〈１｜，ｔ（ρ）＝０，ρ∈Ｄ，
其中ｌ为幅值阻尼信道Ｋ４执行的次数．
　　定理３　设Ｐ是由幅值阻尼信道（Ｋ４）和相位阻尼
信道（Ｋ５）组成的非确定型量子程序，则程序 Ｐ按任意
执行表ｓ运行时，有下列结论：

（１）当初态为｜０〉〈０｜时是终止的；
（２）当初态为｜１〉〈１｜，ｔ（ρ）＝０，即程序从状态｜１〉

〈１｜开始运行时是发散的．

５　结束语
　　终止条件是研究循环程序的一个非常重要但又极
其困难的课题．事实上一般量子循环的终止是不可判
定的．本文对几类非确定型量子程序的终止和发散进
行了详细的讨论，此研究对量子程序的设计和量子协

议的设计都有很好的帮助和启迪作用，但对非确定型

量子程序的研究还有很多的理论和实验需要完善和补

充，例如对于五种常用量子信道两两组成的非确定型

量子程序在别的测量算子，如 Ｍ０＝｜＋〉〈＋｜，Ｍ１＝
｜－〉〈－｜下的终止和发散情况，及 Ｈ２空间中两个以上
常用量子信道组合组成的非确定型量子程序的终止发

散的情况如何我们在另文中加以讨论．
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