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摘 要： 一维全相位数字信号处理已经在谱分析、自适应、模板设计、滤波器组分析与综合等领域得到应用，但

对于二维全相位理论的推导很少而且没有实现的方法．因此，本文在一维全相位信号处理方法的基础上，首先系统地
分析二维全相位信号处理模式，理论推导出无窗、单窗和双窗模式下传输函数表达式；其次，首次设计出二维全相位处

理的系统实现框图，并对算法复杂度进行了优化分析；还有，对二维全相位信号处理的性质进行了分析；最后，借助

ＭＡＴＬＡＢ实现了ＤＦＴ滤波器设计并画出３Ｄ特性曲面，完成设计二维ＤＦＴ全相位滤波器的理论、方法和实验验证．
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１ 引言

全相位概念被提出以后，因其在设计系统传输特性

时有效地弱化吉布斯现象，并通过加窗而极大地减少频

谱泄露等良好性能，在数据内插、谱分析、自适应信号处

理等领域不断得到应用［１～４］．各种正交变换在不同变换
域具有不同的物理意义，如 ＤＦＴ表达了信号空间频率
成分，ＤＣＴ和ＤＷＴ表达了信号基频分解，在压缩领域得
到较广泛的应用．全相位与正交变换相结合，已设计出
傅立叶、余弦和沃尔什变换域的全相位数字滤波器并较

好地改善滤波器性能［５～１０］，如降低频率取样误差，基本

消除一维信号分段及二维图像分块带来的截断误差等．

目前对全相位的研究主要集中在一维信号而在二

维信号处理方面研究较少．文章［１１～１３］对二维全相位
进行了初步探究，但对于二维全相位的实现及特性没有

进行系统分析，且建立过程都是从行列两方向分别应用

一维全相位来形成二维处理的方式．这种方法的一个明
显缺点是未考虑二维信号在斜向上的相关性，虽然保持

了行和列向上的频率分布，但无法处理斜向上的细节内

容［１４～１５］，本文在理论推导出加窗二维全相位信号处理

算术表达式的基础上，首次给出实现的系统原理图并对

算法进行优化分析，还讨论了二维全相位的两个重要特

性．最后，借助 ＭＡＴＬＡＢ实现并画出了三种加窗模式下
的传输特性曲面．
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２ 二维ＤＦＴ全相位算法设计

模拟系统输出与输入之间建立的是一一对应关

系，传统数字信号处理则是与输入序列建立多对多关

系，而全相位方法是以序列作为输入而产生唯一输出．
在一维全相位信号处理时，输入是包含 ｘ（ｎ）的 Ｎ个向
量，可以将其视为以 ｘ（ｎ）为中心、长度为２Ｎ１的准２

倍延拓，也可看作 Ｎ个向量构成的矩阵．对于 Ｍ×Ｎ二
维信号的全相位处理，如果分别在 Ｎ个长度为Ｍ的行
信号上进行，虽然在行方向上实现截断效应的改善，但

列方向上由于忽略相关性而没有得到充分处理．二维
的全相位信号处理应从纵横空间域上同时进行即分块

重叠方式，用图１示意图说明．

假设变换域系统 Ｈ大小为Ｎ×Ｎ，对于任意元素
ｘｉｊ在原点位置时对应的输入矩阵Ｘ（０，０），定义如下．

Ｘ（０，０）＝

ｘｉ，ｊ ｘｉ，ｊ＋１ … ｘｉ，ｊ＋Ｎ－１
ｘｉ＋１，ｊ ｘｉ＋１，ｊ＋１ … ｘｉ＋１，ｊ＋Ｎ－１
   

ｘｉ＋Ｎ－１，ｊ ｘｉ＋Ｎ－１，ｊ＋１ … ｘｉ＋Ｎ－１，ｊ＋Ｎ











－１ Ｎ×Ｎ

（１）
传输特性矩阵 Ｈ定义如下．

Ｈ＝

Ｈ０，０ Ｈ０，１ … Ｈ０，Ｎ－１
Ｈ１，０ Ｈ１，１ … Ｈ１，Ｎ－１
   

ＨＮ－１，０ ＨＮ－１，１ … ＨＮ－１，Ｎ











－１ Ｎ×Ｎ

（２）

输出 Ｙ等于［１６］，
Ｙ＝β?（αＸ

（０，０）
α
Ｔ）Ｈ」βＴ （３）

其中，表示对应元素相乘，α，β是正反正交变换核．
对于输入 Ｘ（０，０），对应 ｘｉ，ｊ的输出是（ｕ＝０，ｖ＝０）位置的
Ｙ（０，０）ｉ，ｊ ．二维全相位数字处理的输入是 ｘｉ，ｊ遍历Ｎ×Ｎ个
位置的Ｎ２个矩阵，输出则是对应 Ｘ（ｕ，ｖ）在位置（ｕ，ｖ）处
Ｎ２个输出 Ｙ（ｕ，ｖ）ｕ，ｖ 的和的平均．由式（１）可知遍历矩阵
Ｘ（ｕ，ｖ）如下：

Ｘ（ｕ，ｖ）＝

ｘｉ－ｕ，ｊ－ｖ ｘｉ－ｕ，ｊ－ｖ＋１ … ｘｉ－ｕ，ｊ－ｖ＋Ｎ－１
ｘｉ－ｕ＋１，ｊ－ｖ ｘｉ－ｕ＋１，ｊ－ｖ＋１… ｘｉ－ｕ＋１，ｊ－ｖ＋Ｎ－１
   

ｘｉ－ｕ＋Ｎ－１，ｊ－ｖｘｉ－ｕ＋Ｎ－１，ｊ－ｖ＋１…ｘｉ－ｕ＋Ｎ－１，ｊ－ｖ＋Ｎ











－１ Ｎ×Ｎ

（４）
所以，二维全相位信号处理输出如下．

ｙ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｙｕ，ｖ＝

１
Ｎ２∑

Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０

∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑβｕ，ｍβｖ，ｎＨｍ，( )ｎ Ｘ（ｕ，ｖ）ｐ，[ ]ｑ

（５）
观察式（４）易知，

Ｘ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ ＝ｘｉ＋ｐ－ｕ，ｊ＋ｑ－ｖ （６）
令，

Ｔ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ ＝∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑβｕ，ｍβｖ，ｎＨｍ，ｎ （７）

把式（６）和（７）代入到式（５）得，

ｙ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
Ｔ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ ｘｉ＋ｐ－ｕ，ｊ＋ｑ－[ ]ｖ

＝
ｒ＝ｐ－ｕ，ｃ＝ｑ－ｖ１

Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
∑
Ｎ－１－ｕ

ｒ＝－ｕ
∑
Ｎ－１－ｖ

ｃ＝－ｖ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖｘｉ＋ｒ，ｊ＋[ ]ｃ

（８）

分别交换 ｒ与ｘ和ｃ与ｙ的求和顺序后得，

ｙ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
＋∑

０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｕ＝－
( )

ｒ
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
＋∑

０

ｃ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｖ＝－
( )

ｃ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
＋∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
０

ｃ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
( )＋ Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＋１Ｎ２ ∑
０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
＋∑

０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
０

ｃ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｖ＝－
( )

ｃ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＝ １Ｎ２
∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋( )ｖ ＋∑

Ｎ－１

ｒ＝１
∑
０

ｃ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋( )ｖ ＋

∑
０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋( )ｖ ＋∑

０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
０

ｃ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋( )









ｖ

·ｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ （９）
观察式（７），矩阵 Ｔ是由正交变换正反核与特性矩阵共
同定义，它是数据 ｘｉ，ｊ移动到（ｕ，ｖ）时对应输入 Ｘ的加
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权，称 Ｔ为二维全相位变换核．观察上式（９），对于不同
区间的（ｒ，ｃ），定义变量如下．

Ａｒ，ｃ＝

Ａ＋＋＝１Ｎ２∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖ，１≤ｒ≤Ｎ－１，１≤ｃ≤Ｎ－１

Ａ＋－＝１Ｎ２∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖ，１≤ｒ≤Ｎ－１，－Ｎ＋１≤ｃ≤０

Ａ－＋＝１Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖ，－Ｎ＋１≤ｒ≤０，１≤ｃ≤Ｎ－１

Ａ－－＝１Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
Ｔ（ｕ，ｖ）ｒ＋ｕ，ｃ＋ｖ，－Ｎ＋１≤ｒ≤０，－Ｎ＋１≤ｃ≤













 ０

（１０）
由式（１０）可看出，矩阵 Ａ是通过对不同区间的全相位
变换核求和得到，它包含四个子矩阵即 Ａ＋＋、Ａ＋－、
Ａ－＋和 Ａ－－、，其物理意义是数据 ｘｉ，ｊ由（０，０）位置逐点
移动到（Ｎ－１，Ｎ－１）过程中，以数据 ｘｉ，ｊ划分的Ｔ的四
个区间内各自数据之和即得到Ａ的四个子矩阵，形成
过程如图２所示．

四个子矩阵 Ａ＋＋、Ａ＋－、Ａ－＋和 Ａ－－的维数分别
是 Ｎ×Ｎ、Ｎ×（Ｎ１）、（Ｎ１）×Ｎ和（Ｎ１）×（Ｎ１），所
以矩阵 Ａ的维数是（２Ｎ１）×（２Ｎ１）．把式（１０）代入到
（９）得，

ｙ＝ ∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
＋∑

Ｎ－１

ｒ＝１
∑
０

ｃ＝－Ｎ＋１
＋∑

０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
＋∑

０

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
０

ｃ＝－Ｎ＋
[ ]

１

·Ａｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ＝∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ （１１）

式（１１）表明，二维全相位信号处理对应 ｘｉ，ｊ的输出等于
在行列方向上以ｘｉ，ｊ为中心的共（２Ｎ１）２个以 Ａ为加权
的数据总和．式（１１）称为二维全相位变换，Ａ是全相位
变换基矩阵．对于二维傅立叶变换α＝ＦＮ，β＝ＦＮ，代
入到式（７）得，

Ｔ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ ＝∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｆｍ，ｐＦｎ，ｑＦｕ，ｍＦｖ，ｎＨｍ，ｎ （１２）

注意到，

Ｆｍ，ｐ＝ＷｍｐＮ ＝（Ｗ）－ｍｐＮ ＝（Ｗ－ｍｐＮ ）＝Ｆｍ，－ｐ
Ｆｎ，ｑ＝ＷｎｑＮ＝（Ｗ）－ｎｑＮ ＝（Ｗ－ｎｑＮ ）＝Ｆｎ，－ｑ

（１３）

把式（１３）代入到式（１２）并整理得，

Ｔ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ ＝∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
Ｆ（ｕ－ｐ），ｍＨｍ，ｎＦｎ，（ｖ－ｑ）

＝ｈ（ｕ－ｐ，ｖ－ｑ）

（１４）

显然，矩阵 ｈ以Ｎ为周期．把式（１４）结果代入到式（１０）
得到全相位基的四个子矩阵．

Ａｒ，ｃ＝

Ａ＋＋ ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
ｈ（－γ，－ｃ）

＝
（Ｎ－ｒ）（Ｎ－ｃ）

Ｎ２
ｈ（－ｒ，－ｃ），

１≤ ｒ≤ Ｎ－１，１≤ ｃ≤ Ｎ－１

Ａ＋－ ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１－ｒ

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
ｈ（－γ，－ｃ）

＝
（Ｎ－ｒ）（Ｎ＋ｃ）

Ｎ２
ｈ（－ｒ，－ｃ），

１≤ ｒ≤ Ｎ－１，－Ｎ＋１≤ ｃ≤０

Ａ－＋ ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１－ｃ

ｖ＝０
ｈ（－γ，－ｃ）

＝
（Ｎ＋ｒ）（Ｎ－ｃ）

Ｎ２
ｈ（－ｒ，－ｃ），

－Ｎ＋１≤ ｒ≤０，１≤ ｃ≤ Ｎ－１

Ａ－－ ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝－ｒ
∑
Ｎ－１

ｖ＝－ｃ
ｈ（－γ，－ｃ）

＝
（Ｎ＋ｒ）（Ｎ＋ｃ）

Ｎ２
ｈ（－ｒ，－ｃ），

－Ｎ＋１≤ ｒ≤０，－Ｎ＋１≤ ｃ≤

































０
（１５）

因此，只要给出系统传输特性序列 Ｈ就可以按照
式（１５）求出全相位基矩阵 Ａ，按照式（１１）就可以得到二
维全相位处理结果．

通过加窗可以改善二维全相位处理效果［１７］，正变

换前和反变换后加二维窗的示意图如图３所示：

假定系统维度为 Ｎ×Ｎ，输入 Ｘ是ｘｉ，ｊ遍历Ｎ２位置
时的全部输入矩阵，Ｙ是对应元素ｘｉ，ｊ位置的输出矩阵，
前后窗函数定义如下：

Ｆ＝

Ｆ０，０ Ｆ０，１ … Ｆ０，Ｎ－１
Ｆ１，０ Ｆ１， … Ｆ１，Ｎ－１
   

ＦＮ－１，０ ＦＮ－１，１ … ＦＮ－１，Ｎ











－１ Ｎ×Ｎ

，

Ｂ＝

Ｂ０，０ Ｂ０，１ … Ｂ０，Ｎ－１
Ｂ１，０ Ｂ１， … Ｂ１，Ｎ－１
   

ＢＮ－１，０ ＢＮ－１，１ … ＢＮ－１，Ｎ











－１ Ｎ×Ｎ

（１６）

则由图３可得，
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Ｓｐ，ｑ＝Ｘ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ·Ｆｐ，ｑ，
Ｙｕ，ｖ＝Ｒｕ，ｖ·Ｂｕ，ｖ

Ｉｍ，ｎ＝∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑＳｐ，ｑ＝∑

Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑＦｐ，ｑＸ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ，

Ｏｍ，ｎ＝Ｉｍ，ｎＨｍ，ｎ＝∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑＨｍ，ｎＦｐ，ｑＸ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ

（１７）
可求得输出如下．

Ｙｕ，ｖ＝Ｂｕ，ｖ∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
βｕ，ｍβｖ，ｎＯｍ，ｎ＝∑

Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
βｕ，ｍβｖ，ｎ

·∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑＨｍ，ｎＦｐ，ｑＢｕ，ｖＸ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ

＝∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑβｕ，ｍβｖ，ｎＨｍ，ｎＦｐ，ｑＢｕ，( )ｖＸ（ｕ，ｖ）ｐ，ｑ

（１８）
所以，加双窗的全相位信号处理输出等于，

ｙ＝ １Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｙｕ，ｖ＝

１
Ｎ２∑

Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０

· ∑
Ｎ－１

ｐ＝０
∑
Ｎ－１

ｑ＝０
∑
Ｎ－１

ｍ＝０
∑
Ｎ－１

ｎ＝０
αｍ，ｐαｎ，ｑβｕ，ｍβｖ，ｎＨｍ，ｎＦｐ，ｑＢｕ，( )ｖＸ（ｕ，ｖ）ｐ，[ ]ｑ

（１９）
对于 ＤＦＴ域带双窗的二维全相位变换（简记为 ａｐ２ｄ

ＤＦＴ），根据式（１５）及式（１９），可得对应的全相位变换基
如下．

Ａ（ｄ）ｒ，ｃ＝
ｈｅ（－ｒ，－ｃ）

Ｎ２
·［Ｂ（－ｒ，－ｃ）Ｆ（ｒ，ｃ）］
＝ｈｅ（－ｒ，－ｃ）Ｃ（ｄ）ｒ，ｃ （２０）

其中，归一化卷积窗 Ｃ（ｄ）ｒ，ｃ＝Ｂ（－ｒ，－ｃ）Ｆ（ｒ，ｃ）／Ｎ２．
上式（２０）表明 Ｎ阶 ａｐ２ｄＤＦＴ基矩阵等于前后窗卷积再
点乘系统冲激响应矩阵后除以 Ｎ２．

３ 二维ＤＦＴ全相位信号处理的实现

二维全相位信号处理可以按照行或者列优先的方

式来实现，下面以行优先为例给出实现原理图．行方向
上块处理方式如图４所示．输入是按照行方向１像素／
次移动的大小为 Ｎ×Ｎ的数据块，假设待处理图像大
小为 Ｍ×Ｌ，且进行边界扩展成（Ｍ＋２Ｎ－１）×（Ｌ＋２Ｎ
－１）以保证输出图像大小不变．Ｚｃ是行方向移动的单
位延迟．上图４工作方式是：按照间隔 Ｚｃ顺序输入的Ｎ
个起始方块经过正交变换、Ｈ加权和反变换后依次进
入延迟分别为ｉＺｃ（ｉ＝Ｎ－１，Ｎ－２，… ０）的缓存器中，
Ｘ（０，Ｎ－１）处理后的 Ｎ个数据块同时进入加法器上方的
单位延迟缓存器并断开各路开关．后续的 Ｘ（０，Ｎ）即对应
ｘｉ，ｊ＋１的输入处理结果将直接进入最左边直通通路而顺
序产生 Ｍ个对应输出ｙ（０，ｖ），并把 Ｍ＋Ｎ－１个处理

结果存入缓存中以作为列方向 Ｎ次处理参考使用，封
装如图５所示．

其中 ｂｕｆｆｅｒｏｕｔ是本模块处理的所有中间结果，ｂｕｆｆｅｒｉｎ
是下一行模块处理的所有中间结果作为当前模块处理

时初始状态值，存入加法器上方的 Ｎ个单位延迟缓存
器中．这样，与 ｘｉ，ｊ相关的Ｎ行并行处理系统可设计成
如图６所示结构．

图６工作流程是：初始 Ｎ个数据块输入后，断开所
有开关．Ｎ列并行处理，经过（Ｍ＋Ｎ－１）Ｚｃ时间后，所
有行均完成处理并输出 Ｎ个结果，这样对应 ｘｉ，ｊ的 Ｎ２个
数据和即为输出 ｙｉ，ｊ．以上是按照式（１９）的实现过程，与
其等价的式（１１）实现方式只需用全相位变换基按照行或
列优先逐点移动处理来完成．一种直接方式如图 ７所
示．

由图７处理过程可以看出，通过滑动全相位基矩阵
Ａ来对准某像素ｘｉ，ｊ后按照式（１１）即得到对应输出 ｙｉ，ｊ．
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考虑到图像信号的空间相关性以及为充分利用相邻行

或列的重复部分，可做进一步优化处理．对于同行的相
邻点 ｘｉ，ｊ和ｘｉ，ｊ＋１，由式（１１）可知对应输出 ｙｉ，ｊ和ｙｉ，ｊ＋１具
有如下关系．

Δｙ（ｃ）ｉ，ｊ＝ｙｉ，ｊ＋１－ｙｉ，ｊ＝∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃ（ｘｉ＋ｒ，ｊ＋１＋ｃ－ｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ）

＝∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃΔｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ （２１）

即相邻像素的全相位处理输出差分正比于对应输入

块 Ｘ的差分．由此，同一行的任意点输出等于，

ｙｉ，ｊ＝ｙｉ，０＋∑
Ｎ－１

ｊ＝１
Δｙ（ｃ）ｉ，ｊ

＝∑
Ｎ－１

ｊ＝１
∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃΔｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ （２２）

对于同列相邻点 ｘｉ，ｊ和ｘｉ＋１，ｊ，由式（１１）可知对应输出
ｙｉ，ｊ和ｙｉ＋１，ｊ具有如下关系．

Δｙ（ｒ）ｉ，ｊ＝ｙｉ＋１，ｊ－ｙｉ，ｊ

＝∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃｘｉ＋１＋ｒ，ｊ＋ｃ

－∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＝
ｒ′＝１＋ｒ

∑
Ｎ

ｒ′＝－Ｎ＋２
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ′－１，ｃｘｉ＋ｒ′，ｊ＋ｃ－∑

Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＝
ｒ＝ｒ′

∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
（ＡＮ－１，ｃｘｉ＋Ｎ，ｊ＋ｃ－Ａ－Ｎ＋１，ｃｘｉ－Ｎ＋１，ｊ＋ｃ）

＋∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋２
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
（Ａｒ－１，ｃ－Ａｒ，ｃ）ｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

ｙｉ＋１，ｊ＝ｙｉ，ｊ＋∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
（ＡＮ－１，ｃｘｉ＋Ｎ，ｊ＋ｃ－Ａ－Ｎ＋１，ｃｘｉ－Ｎ＋１，ｊ＋ｃ）

－∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
ΔＡｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＝∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
ＡＮ－１，ｃｘｉ＋Ｎ，ｊ＋ｃ＋∑

Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋２
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

－∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋２
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
ΔＡｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

＝
ＡＮ－１，ｃ＝ΔＡＮ，ｃ

∑
Ｎ

ｒ＝－Ｎ＋２
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
ΔＡｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ＋∑

Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋２
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａｒ，ｃｘｉ＋ｒ，ｊ＋ｃ

（２３）
式（２３）表明，隔行的输出由两部分组成，第一部分是新
增行对于全相位基行的差分与 Ｘ（ｉ＋１，ｊ）加权和，第二部
分是上一行元素全相位基与 Ｘ（ｉ，ｊ）加权求和后除去第
一行．其中第二部分已经在上一行处理中计算出来，因
此可重复利用．此外，利用全相位基的对称性可进一步
优化计算过程．

４ 二维ＤＦＴ全相位处理的两个特性

二维全相位在各种正交变换的基础上进行了全相

位信号处理，一方面扩展了输入信号信息，另一方面对

于不同相位信号进行不同权值的加权，从而使二维全

相位信号处理在保留传统分块固有性质的同时也具备

了一些特殊性质，主要有以下两个．
性质１ Ｎ阶 ａｐ２ＤＦＴ系统具有线性相位的充要条

件是：Ｈ（ｋ）＝Ｈ（Ｎ－ｋ），且对于单窗系统要求非矩形
窗中心对称，对于双窗系统要求 Ｆ＝Ｂ或者前后基窗
均中心对称．

证明 由式（１１）可知二维全相位系统传输特性如
下．

Ｈ（ｊωｒ，ｊωｃ）

＝∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ａ（ｄ）ｒ，ｃｅ－ｊ（ｒωｒ＋ｃωｃ）

＝Ａ（ｄ）０，０＋∑
Ｎ－１

ｃ＝１
（Ａ（ｄ）０，ｃｅ－ｊｃωｃ＋Ａ（ｄ）０，－ｃｅｊｃωｃ）

＋∑
Ｎ－１

ｒ＝１
（Ａ（ｄ）ｒ，０ｅ－ｊｒωｒ＋Ａ（ｄ）－ｒ，０ｅｊｒωｒ）

＋∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
［Ａ（ｄ）ｒ，－ｃｅ－ｊ

（ｒωｒ－ｃωｃ）＋Ａ（ｄ）－ｒ，ｃｅｊ
（ｒωｒ－ｃωｃ）

＋Ａ（ｄ）ｒ，ｃｅ－ｊ（ｒωｒ＋ｃωｃ）＋Ａ（ｄ）－ｒ，－ｃｅｊ
（ｒωｒ＋ｃωｃ）］

（２４）

当全相位基满足如下条件时，特性具有线性相位．
Ａ（ｄ）－ｒ，－ｃ＝Ａ（ｄ）ｒ，ｃ （２５）

假设 ａｐ２线性相位如下．

φ（ω）＝－τｒωｒ－τｃωｃ （２６）
把式（２４）展开求得相位并整理如下．

φ（ω）＝－ａｒｇｔａｎ
∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
［Ａｒ，ｃｓｉｎ（ｒωｒ＋ｃωｃ）］

∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
［Ａｒ，ｃｃｏｓ（ｒωｒ＋ｃωｃ）］

＝－τｒωｒ－τｃωｃ

 ∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
｛Ａｒ，ｃｓｉｎ［（ｒ－τｒ）ωｒ

＋（ｃ－τｃ）ωｃ］｝＝０ （２７）
由式（２７）可看出，τｒ＝τｃ＝０时正弦部分关于（０，０）奇对
称，上式（２７）恒成立的条件是 Ａｒ，ｃ关于原点对称，从而
得式（２５）结论，系统具有严格零相位．

性质２ Ｎ阶 ａｐ２ＤＦＴ系统频率响应函数等于频率
采样向量 Ｈ与卷积窗Ｃ的离散卷积．频率响应函数可
通过频率采样序列内插实现，其内插函数为卷积窗谱

函数．
证明 把式（２０）代入式（１１）得系统频率响应如下．

ａｐＨ（ｊωｒ，ｊωｃ）＝ ∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ｃｒ，ｃｈ（－ｒ，－ｃ）ｅ－ｊ（ｒωｒ＋ｃωｃ）

＝∑
Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ｃｒ，ｃ

１
Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｈｕ，ｖｅ－ｊ（２π·ｕｒ／Ｎ＋２π·ｖｃ／Ｎ[ ]）ｅ－ｊ（ｒωｒ＋ｃωｃ）

＝１
Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｈｕ，ｖ ∑

Ｎ－１

ｒ＝－Ｎ＋１
∑
Ｎ－１

ｃ＝－Ｎ＋１
Ｃｒ，ｃｅ－ｊ（ωｒ＋２π·ｕ／Ｎ）ｒ－ｊ（ωｃ＋２π·ｖ／Ｎ）[ ]ｃ
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＝１
Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｈｕ，ｖΦ［ｊ（ωｒ＋２ｕπ／Ｎ），ｊ（ωｃ＋２ｖπ／Ｎ）］ （２８）

上式（２８）中，Ф（ωｒ，ωｃ）是卷积窗 Ｃ的谱，由式（２０）知，

Ф（ωｒ，ωｃ）等于前基窗谱和后基窗共轭谱乘积．

Φ（ｊωｒ，ｊωｃ）＝Ｆ（ｊωｒ，ｊωｃ）·Ｂ（ｊωｒ，ｊωｃ） （２９）
对于无窗ａｐ２ＤＦＴ，前后窗谱如下．

Ｆ（ｊωｒ，ｊωｃ）＝Ｂ ｊωｒ，ｊω( )ｃ ＝ｅ－ｊ（Ｎ－１）（ωｒ＋ωｃ）／２

·
ｓｉｎ（Ｎωｒ／２）
Ｎｓｉｎ（ωｒ／２）

ｓｉｎ（Ｎωｃ／２）
Ｎｓｉｎ（ωｃ／２）

（３０）

所以，ａｐ２ＤＦＴ系统频率响应函数等于，

ａｐＨ（ｊωｒ，ｊωｃ）＝
１
Ｎ２∑

Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｈｕ，ｖΦ［ｊ（ωｒ＋２ｕπ／Ｎ），

ｊ（ωｃ＋２ｖπ／Ｎ）］

＝

ωｒ′（ｃ′）＝
ωｒ（ｃ）＋２ｕ（ｖ）π／Ｎ １

Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｈｕ，ｖ

ｓｉｎ（Ｎωｒ′／２）
Ｎｓｉｎ（ωｒ′／２[ ]）

２

·
ｓｉｎ（Ｎωｃ′／２）
Ｎｓｉｎ（ωｃ′／２[ ]）

２

＝

ωｒ（ｃ）＝
ωｒ′（ｃ′）－２π（Ｎ－ｕ（ｖ））／Ｎ １

Ｎ２∑
Ｎ－１

ｕ＝０
∑
Ｎ－１

ｖ＝０
Ｈｕ，ｖ

ｓｉｎ（Ｎωｒ′／２－Ｎπ）
Ｎｓｉｎ（ωｒ′／２－π[ ]）

２

·
ｓｉｎ（Ｎωｃ′／２－Ｎπ）
Ｎｓｉｎ（ωｃ′／２－π[ ]）

２

＝ １Ｎ２∑
Ｎ

ｕ′＝１
∑
Ｎ

ｖ′＝１
ＨＮ－ｕ′，Ｎ－ｖ′

ｓｉｎ（Ｎωｒ／２）
Ｎｓｉｎ（ωｒ／２[ ]）

２ ｓｉｎ（Ｎωｃ／２）
Ｎｓｉｎ（ωｃ／２[ ]）

２
，

ｕ′（ｖ′）＝Ｎ－ｕ（ｖ） （３１）
从式（３１）可看出，插值函数Ф（ωｒ，ωｃ）只有在 ｒ＝ｕ′和ｃ
＝ｖ′时有非零值１，所以，线性 ａｐ２ＤＦＴ系统频率响应函
数在（２ｒπ／Ｎ，２ｃπ／Ｎ）的取样值等于，

ａｐＨ（ｊωｒ，ｊωｃ）｜ｒ＝ｕ′，ｃ＝ｖ′＝
１
Ｎ２∑

Ｎ

ｕ′＝１
∑
Ｎ

ｖ′＝１
ＨＮ－ｒ，Ｎ－ｃ

＝Ｎ
２

Ｎ２
Ｈｒ，ｃ＝Ｈｒ，ｃ

（３２）

式（３２）表示 ａｐ２ＤＦＴ系统频率响应函数经过 Ｈ每个采
样点．

５ 实验

在满足条件（２５）的情况下，具有线性相位的
ａｐ２ＤＦＴ的传输函数如下：

Ｈ（ｊωｒ，ｊωｃ）＝Ａ（ｄ）０，０＋２∑
Ｎ－１

ｃ＝１
Ａ（ｄ）０，ｃｃｏｓ（ｃωｃ）＋２∑

Ｎ－１

ｒ＝１
Ａ（ｄ）ｒ，０ｃｏｓ（ｒωｒ）

＋２∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∑
Ｎ－１

ｃ＝１
［Ａ（ｄ）ｒ，－ｃｃｏｓ（ｒωｒ－ｃωｃ）＋Ａ（ｄ）ｒ，ｃｃｏｓ（ｒωｒ＋ｃωｃ）］

（３３）
这样，设计 ａｐ２ＤＦＴ的步骤如下．

（１）选择基窗 Ｆ／Ｂ，使其满足性质１而使传输特性
具有线性相位．

（２）根据应用选择二维传输特性矩阵 Ｈ且满足性
质１即中心对称．

（３）按照式（２０）构造全相位基矩阵 Ａ．
（４）带入式（３３）求得传输特性 Ｈ（ｊωｒ，ｊωｃ）．
实验中，选择中心对称的二维三角窗为基窗和二

维低通传输矩阵 Ｈ，分别设计 Ｎ＝８时无窗、单窗和双
窗ａｐ２ＤＦＴ，实验结果如下．

８阶低通滤波特性 Ｈ定义如下．

Ｈ＝

１ １ １ ０ ０ ０ １ １
１ １ １ ０ ０ ０ ０ ０
１ １ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １





















１ ０ ０ ０ ０ ０ １ １

（３４）

三角窗定义及３Ｄ图如图８所示．

无窗、单窗和双窗 ａｐ２ＤＦＴ的处理特性如图９所示．
可看出，单窗和双窗曲面的波峰和波谷数量明显

小于无窗，双窗的平滑性又优于单窗；双窗和无窗的相

位恒为零，单窗出现 １８０度的相位．由于特性具有中心
对称性，下面给出幅频特性 ＸＺ面投影图．如图 １０所

示．
双窗的幅频特性由于采用与无窗和单窗相同的归

一化方法而未达到１，可看出其完全消除波纹，但过渡
带宽度最大；单窗的波纹相比无窗数量减少，在衰减性

方面没有明显区别．上面的结果与选取窗的形状有关，
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通过调节或者设计新窗体可进一步改善处理特性．上
面实验的三种卷积窗曲面如图１１所示．

６ 小结

基于一维全相位信号处理模式，本文理论推导出

二维加窗 ＤＦＴ域全相位算术表达式．首次实现了二维
全相位信号处理的系统原理图，并对算法复杂度进行

了初步分析，得到逐行复用的简化算法．分析并证明了
二维全相位的线性性和频率采样定理，由此得到无窗、

单窗和双窗条件下二维 ａｐＤＦＴ的传输特性函数．最后，
借助ＭＡＴＬＡＢ设计实现了无窗、单窗和双窗全相位信
号处理特性和３Ｄ曲面图，为基于全相位的二维信号处
理提供了重要参考．
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