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摘 要： 本文基于ＭａｘｉｍｕｍＤｉｓｔａｎｃｅＳｅｐａｒａｂｌｅ（ＭＤＳ）码的Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布提出一类新的二元 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码．
分析表明这类新的子类码包含整个ＢＣＨ码类，并且可以渐进达到ＧｉｌｂｅｒｔＶａｒｓｈａｍｏｖ（ＧＶ）界．
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１ 引言

Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码是一类范围非常宽广的经典线性纠错
码．该类码可以看作是扩展 ＲｅｅｄＳｏｌｏｍｏｎ码（ＧＲＳ码）的
子域子类码［１］．很多好的经典纠错码都属于 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码
的范畴，比如ＢＣＨ码，Ｇｏｐｐａ码就是两类非常著名的 Ａｌ
ｔｅｒｎａｎｔ子类码［１，２］．Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码的码长可以在 ２到 ｑｍ（ｑ
为素数幂，ｍ为正整数）之间自由选择，其维度与最小
距离也有好的下界估计，重要的是Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码包含可以
渐进达到ＧｉｌｂｅｒｔＶａｒｓｈａｍｏｖ（ＧＶ）界的好码．Ｇｏｐｐａ码则是
一类可以渐进达到 ＧＶ界的 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码［３］．由文献
［１］可知，从渐进的观点来看，长的 ＢＣＨ码不是好码，即
码率随着相对距离的增加渐进趋近于０，ＢＣＨ码是一类
循环码，到目前为止人们尚不知是否存在渐进好的循环

码［４］．
本文我们首先基于 ＲｅｅｄＳｏｌｏｍｏｎ（ＲＳ）码的 Ｈａｍｍｉｎｇ

重量分布构造了一类新的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码：我们通过将
Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码的校验矩阵与ＲＳ码编码后的非零码字进行
交织以得到新的校验矩阵，以此作为 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码的
校验矩阵．分析表明，交织后的 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码可以渐
进达到ＧＶ界，并且包含整个 ＢＣＨ码类．然后我们进一
步将其推广到更为普遍的基于 ＭＤＳ码的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量
分布来进行构造，结果显示，该构造具有相同的渐近

效果．

２ 几类经典纠错码介绍

记 ｐ为素数，ｑ为ｐ的幂次，即 ｑ＝ｐｒ，ｒ＞０．记 Ｆｑ
表示有ｑ个元素的有限域，ＧＦ（ｑｍ）表示 ＧＦ（ｑ）的 ｍ次
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扩张域，α表示有限域ＧＦ（ｑｍ）的本原元．
有限域 ＧＦ（ｑｍ）上码长为 ｎ＝ｑｍ－１的本原 ＲＳ码

可以定义为以α
ｌ，α

ｌ＋１，…，α
ｌ＋δ－２为根的循环码，其中 ｌ

与δ为整数，且２≤δ≤ｎ－１，记作 ＲＳ（ｎ，δ）．其生成多
项式为 ｇ（ｘ）＝（ｘ－αｌ）（ｘ－αｌ＋１）…（ｘ－αｌ＋δ－２）．ＲＳ
（ｎ，δ）为 ＭＤＳ码，其参数为［ｎ，ｋ，ｄ］ｑｍ，其中 ｋ＝ｎ－δ
＋１，ｄ＝δ．如果 ｌ＝１，那么此时的 ＲＳ（ｎ，δ）为狭义本
原ＲＳ码，其校验矩阵可记作：

ＨＲＳ（ｎ，δ）＝

１ α … α
ｎ－１

１ α
２ … α

２（ｎ－１）

   

１ αδ
－１ … α

（δ－１）（ｎ－１











）

（１）

ＧＲＳ码通过对 ＲＳ码做了进一步推广而得来，其取
消了码长与定义集合的限制，是一类码长可以自由变

换的纠错码．记 ａ＝（α１，α２，…，αｎ），其中αｉ为ＧＦ（ｑｍ）
中的不同元素；记 ｖ＝（ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ），其中 ｖｉ为ＧＦ（ｑｍ）
中的非零元素．对于任意的 １≤ｋ≤ｎ－１，ＧＲＳ码 ＧＲＳｋ
（ａ，ｖ）定义为：
ＧＲＳｋ（ａ，ｖ）＝｛ｖ１Ｆ（α１），ｖ２Ｆ（α２），…，ｖｎＦ（αｎ）｜Ｆ（ｚ）

∈ＧＦ（ｑｍ）［ｚ］，ｄｅｇＦ（ｚ）＜ｋ｝．
ＧＲＳｋ（ａ，ｖ）的参数为［ｎ，ｋ，ｎ－ｋ＋１］ｑｍ，亦是 ＭＤＳ码．
ＧＲＳ码的对偶码仍然为 ＧＲＳ码，即 ＧＲＳｋ（ａ，ｖ）⊥ ＝
ＧＲＳｎ－ｋ（ａ，ｙ），其中 ｙ＝（ｙ１，ｙ２，…，ｙｎ），并且 ｙｉ·ｖｉ＝

１／∏
ｊ≠ｉ
（αｉ－αｊ）．ＧＲＳ码 ＧＲＳｋ（ａ，ｖ）的校验矩阵为：

ＨＧＲＳｋ（ａ，ｖ）＝

ｙ１ ｙ２ … ｙｎ
ｙ１α１ ｙ２α２ … ｙｎαｎ
   

ｙ１αｒ－１１ ｙ２αｒ－１２ … ｙｎαｒ－１













ｎ

（２）

其中 ｒ＝ｎ－ｋ．
ＲＳ码与ＧＲＳ码都是ＭＤＳ码，对于任意一个参数为

［ｎ，ｋ，ｄ］ｑｍ，ｄ＝ｎ－ｋ＋１的 ＭＤＳ码，由文献［１，５］可知
其Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布为：

Ａｗ＝
ｎ( )ｗ （ｑｍ－１）∑

ｗ－ｄ

ｊ＝０
（－１）ｊ

ｗ－１( )ｊ ｑｍ（ｗ－ｄ－ｊ）（３）

Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码是 ＧＲＳ码的子域子类码，对于上述记
号，其定义为 Ａｒ（ａ，ｙ）＝ＧＲＳｋ（ａ，ｖ）｜ＧＦ

（ｑ）
．因此 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ

码 Ａｒ（ａ，ｙ）与 ＧＲＳ码 ＧＲＳｋ（ａ，ｖ）有着相同的校验矩
阵，即 ＨＡｒ（ａ，ｙ）＝ＨＧＲＳｋ（ａ，ｖ）．

３ 渐进好的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码

对于通常意义下的 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码，向量 ｙ中ｙｉ的选
择除了零元素之外是完全随机的，这在一定程度上满

足香农定理对好码随机性的要求．事实上的确存在好
的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码能够渐进达到ＧＶ界（文献［１］，第九章）．

本文我们考虑二元本原 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码，即我们取 ｑ＝２，ｎ
＝２ｍ－１，αｉ＝αｉ，０≤ｉ≤ｎ－１．那么二元本原 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ
码 Ａｒ（ａ，ｙ）的校验矩阵为

ＨＡｒ（ａ，ｙ）＝

ｙ１ ｙ２α … ｙｎαｎ－１

ｙ１ ｙ２α２ … ｙｎα２（ｎ－１）

   

ｙ１ ｙ２αｒ … ｙｎαｒ（ｎ－１











）

（４）

由文献（１）可知，Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码 Ａｒ（ａ，ｙ）的维度满足 ｋ
ｎ－ｍｒ，最小距离满足 ｄｒ＋１．需要注意的是，此处
Ａｒ（ａ，ｙ）校验矩阵的选取与式（２）略有差别．易知，
ＨＡｒ（ａ，ｙ）＝ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）·ｄｉａｇ（ｙ），其中 ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）为狭义本

原ＲＳ码 ＲＳ（ｎ，ｒ＋１）对应的校验矩阵，ｄｉａｇ（ｙ）表示以
向量 ｙ为对角元素的对角矩阵．

我们取Υ ＝（τ１，τ２，…，τｎ）为狭义本原 ＲＳ码 ＲＳ
（ｎ，δ）编码后的码字，并且要求编码后的码字为全非零
向量，即τｉ≠０，１≤ｉ≤ｎ．那么Υ的所有可能选择组成
了Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码的一个子类，我们称作ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码．对
于该子类中的码字，我们记作 Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）．具体的，我
们有如下定义：

定义１ 对于任意的Υ＝（τ１，τ２，…，τｎ）∈ＲＳ（ｎ，

δ），即 ＨＲＳ（ｎ，δ）Υ
Ｔ＝０，并且τｉ≠０，１≤ｉ≤ｎ．那么 Ｓ－Ａｒ

（ａ，Υ）定义为：
Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）＝｛ｃ∈Ｆｎ２｜ＨＡｒ（ａ，Υ）ｃ

Ｔ＝０｝

其中 ＨＡｒ（ａ，Υ）为（４）中选定Υ后的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码 Ａｒ（ａ，Υ）
的校验矩阵，而 ＨＲＳ（ｎ，δ）为（１）中 ＲＳ码 ＲＳ（ｎ，δ）的校验
矩阵．

例１ 我们取码长为 ｎ＝１５，设计距离δ＝３，有限
域 ＧＦ（１６）上的ＲｅｅｄＳｏｌｏｍｏｎ码 ＲＳ（１５，３），该码的校验矩
阵为

ＨＲＳ（１５，３）＝
１ α … α

１４

１α２ … α
( )２８

其中α为ＧＦ（１６）上的本原元．由式（３）可知定义 １中非
零向量Υ＝（τ１，τ２，…，τ１５）∈ＲＳ（１５，３）的数量为 Ａ１５＝

１５∑
１２

ｊ＝０
（－１）ｊ

１４( )ｊ１６１２－ｊ＝１７１０５２３００９３００２４５，整个码空
间的码元数量为１６１３＝４５０３５９９６２７３７０４９６，原Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码
向量 ｙ的可选择数量为１５１６＝６５６８４０８３５５７１２８９０６２５．任
取其中的一个非零向量Υ，那么 Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）可定义
为：

Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）＝｛ｃ∈Ｆｎ２｜ＨＡｒ（ａ，Υ）ｃ
Ｔ＝０｝

其中 ＨＡｒ（ａ，Υ）为Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码 Ａｒ（ａ，Υ）的校验矩阵．
比如选取向量Υ ＝（１，α６，α１２，α３，α９，α１０，α６，α５，

α
３，α

９，α
５，α

１０，α
１２，α

５，α
１０），ｒ＝２，可得 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码

Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ），其参数为［１５，７，３］，进一步的计算可
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得该码的具体参数为［１５，７，５］，由向量Υ 的选取不难
发现，该码不是ＢＣＨ码．

对于定义１中的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码 Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ），我
们有如下的渐进结果．

定理１ 对于δ／２＜ｒ＜ｍｉｎ｛δ，ｎ／２｝，存在长的 Ａｌ
ｔｅｒｎａｎｔ子类码 Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）可以渐进达到ＧＶ界．

证明 对于Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码 Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ），考虑任
意的二元向量 ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ），设其Ｈａｍｍｉｎｇ重量为
ｔ．如果 ｃ是Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）的一个码元，那么由定义１知，
必有 ＨＡｒ（ａ，Υ）ｃ

Ｔ＝０，也就有

ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）（τ１ｃ１，τ２ｃ２，…，τｎｃｎ）Ｔ＝０
记向量 ｃ＝（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ）中非零元素的位置集合

为｛ｃｉ１，ｃｉ２，…，ｃｉｔ｝，１≤ｉ１＜ｉ２＜… ＜…ｉｔ≤ｎ，那么我们
有

ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）（…，τｉ１ｃｉ１，…，τｉｔｃｉｔ，…）
Ｔ＝０

其中“…”表示根据具体的需要，零元素相对应的位置．
由于 ｃ是二元向量，这说明

ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）（…，τｉ１，…，τｉｔ，…）
Ｔ＝０

如果记

Ｂ’ｗ＝（２ｍ－１）∑
ｗ－（ｒ＋１）

ｊ＝０
（－１）ｊ

ｗ－１( )ｊ ２ｍ（ｗ－（ｒ＋１）－ｊ）

那么以 ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）为校验矩阵的 ＲＳ码的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量

分布为 Ｂｗ＝
ｎ( )ｗＢ’ｗ，那么（…，τｉ１，…，τｉｔ，…）总的选择

数量为 Ｂ’ｔ．
根据 定 义 １，以 及 ｒ＜δ，我 们 有 ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）

（τ１，τ２，…，τｎ）
Ｔ＝０，那么有

ＨＲＳ（ｎ，ｒ＋１）（…，τｊ１，…，τｊ（ｎ－ｔ），…）
Ｔ＝０

其中（…，τｊ１，…，τｊ（ｎ－ｔ），…）
Ｔ＝（τ１，τ２，…，τｎ）Ｔ－（…，τｉ１

ｃｉ１，…，τｉｔｃｉｔ，…）
Ｔ，１≤ｊ１＜ｊ２＜…＜ｊ（ｎ－ｔ）≤ｎ，“…”表示

根据具体的需要，零元素相对应的位置，那么（…，τｊ１，

…，τｊ
（ｎ－ｔ）
，…）总的选择数量为 Ｂ’ｎ－ｔ．因此Υ＝（τ１，τ２，

…，τｎ）的总的选择数量至多为 Ｂ’ｔＢ’ｎ－ｔ，注意到 Ｂ’ｗ≤
（２ｍ－１）ｗ－ｒ，那么有

Ｂ’ｔＢ’ｎ－ｔ≤（２ｍ－１）ｎ－２ｒ

因此对于所有Ｈａｍｍｉｎｇ重量 ｔ＜ω的码元，包含这
些码元的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码 Ｓ－Ａｒ（ａ，Υ）的选择数至多
是

∑
ω－１

ｔ＝ｒ＋１
Ｂ’ｔＢ’ｎ－ｔ( )ｎｔ≤（２ｍ－１）ｎ－２ｒ∑

ω－１

ｔ＝ｒ＋１
( )ｎｔ

另一方面，整个 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码的数量等于向量
Υ的选择数量，即为

Ａｎ＝（２ｍ－１）∑
ｎ－δ

ｊ＝０
（－１）ｊ

ｎ－１( )ｊ ２ｍ（ｎ－δ－ｊ）

（２ｍ－１）２（ｍ（ｎ－δ）） １－
ｎ－１
２( )ｍ

＞（２ｍ－１）ｎ－δ
因此如果

（２ｍ－１）ｎ－２ｒ∑
ω－１

ｔ＝ｒ＋１
( )ｎｔ ＜（２ｍ－１）ｎ－δ

即为

∑
ω－１

ｔ＝ｒ＋１
( )ｎｔ ＜（２ｍ－１）２ｒ－δ （５）

对于式（５），利用文献［１］中的二项式估计，取基于２的
对数，并且取 ｎ→∞，可将其重写为：

Ｈ（ζ）＋ｏ（１）＜
ｍ（２ｒ－δ）
ｎ ＋ｏ（１）＜ｍｒｎ＋ｏ（１）（６）

其中ζ＝ｌｉｍｎ→∞
ω
ｎ，通过选取合适的 ｎ，ｒ以及δ，我们

可以使得
ｍｒ
ｎ近似等于Ｈ（ζ），即有对于任意小的ε，

ｍｒ
ｎ

＝Ｈ（ζ）＋ε．根据 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码的维度性质，该码的码率
满足：

Ｒ１－
ｍｒ
ｎ１－Ｈ（ζ）－ε （７）

因此存在ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码能够渐进达到ＧＶ界．
证毕．
由于所有ＭＤＳ码都具有完全确定的 Ｈａｍｍｉｎｇ重量

分布，因此上述ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码中的Υ也可选为其他非
ＲＳ码的编码后码元，并且码长可以在２到２ｍ之间自由
变换，即我们可以把 ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码中对应的 ＲＳ码的
校验矩阵选为

ＨΥ＝

１ １ … １
α１ α２ … αｎ

   

αδ
－２
１ αδ

－２
２ … αδ

－２











ｎ

而将 Ｓｕｂ－Ａｌｔｅｒｎａｎｔ码的校验矩阵选为

ＨＡｒ（ａ，Υ）＝

τ１ τ２ … τｎ

τ１α１ τ２α２ … τｎαｎ

   

τ１α
ｒ－１
１ τ２α

ｒ－１
２ … τｎα

ｒ－１













ｎ

其中２≤ｒ≤ｎ≤２ｍ，我们有如下结论：
推论１ 对于码长为２≤ｒ≤ｎ≤２ｍ的 ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ

码，当 ｎ→∞时，存在长的ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码可以渐进达到
ＧＶ界．

为了考察ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码与ＢＣＨ码之间的关系，易
知以式（１）为校验矩阵的 ＲＳ（ｎ，δ）码对应的生成矩阵
为

ＧＲＳ（ｎ，δ）＝

１ １ … １
１ α … α

ｎ－１

   

１ α
ｎ－δ … α

（ｎ－δ）（ｎ－１











）
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因此当Υ＝（τ１，τ２，…，τｎ）取上述矩阵的行向量时，Ｓ
－Ａｒ（ａ，Υ）的校验矩阵即为 ＢＣＨ码的校验矩阵．因此
ＢＣＨ码属于ＳｕｂＡｌｔｅｒｎａｎｔ码的范畴．

４ 总结与展望

本文基于ＭＤＳ码的Ｈａｍｍｉｎｇ重量分布提出一类新
的Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码，这是除了Ｇｏｐｐａ码之外另一类新的
可以渐进达到 ＧＶ界的 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ子类码，并且该 Ａｌｔｅｒ
ｎａｎｔ子类码包含 ＢＣＨ码．本文提出的渐进好的 Ａｌｔｅｒｎａｎｔ
子类码的优势在于其码长可以在 ２到 ２ｍ之间自由变
换，而渐进好的二元 Ｇｏｐｐａ码其码长限制在 ｎ＝２ｍ．另
一方面，目前渐进好的纠错码都是存在性的，至于如何

具体构造出渐进好的纠错码则需要进一步的研究．

参考文献

［１］ＭａｃＷｉｌｌｉａｍｓＦＪ，ＳｌｏａｎｅＮＪＡ．ＴｈｅＴｈｅｏｒｙｏｆＥｒｒｏｒＣｏｒｒｅｃｔ
ｉｎｇＣｏｄｅｓ［Ｍ］．Ａｍｓｔｅｒｄａｍ：ＴｈｅＮｅｔｈｅｒｌａｎｄｓ：ＮｏｒｔｈＨｏｌｌａｎｄ，
１９８１．１－３６９．

［２］冯克勤．纠错码的代数理论［Ｍ］．北京：清华大学出版社，
２００５．１－８０．
ＫｅｑｉｎＦｅｎｇ．ＴｈｅＡｌｇｅｂｒａｉｃＴｈｅｏｒｙｏｆＥｒｒｏｒＣｏｒｒｅｃｔｉｎｇＣｏｄｅｓ
［Ｍ］．Ｂｅｉｊｉｎｇ：ＴｓｉｎｇｈｕａＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＰｒｅｓｓ，２００５．１－８０．（ｉｎＣｈｉ
ｎｅｓｅ）

［３］ＢｅｒｌｅｋａｍｐＥ．Ｇｏｐｐａｃｏｄｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａ
ｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，１９７３，１９（５）：５９０－５９２．

［４］ＭａｒｔｉｎｅｚＰｅｒｅｚＣ，ＷｉｌｌｅｍｓＷ．Ｉｓｔｈｅｃｌａｓｓｏｆｃｙｃｌｉｃｃｏｄｅｓ
ａｓｙｍｐｔｏｔｉｃａｌｌｙｇｏｏｄ？［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ
Ｔｈｅｏｒｙ，２００６，５２（２）：６９６－７００．

［５］ＥｚｅｒｍａｎＭＦ，ＧｒａｓｓｌＭ，ＳｏｌｅＰ．ＴｈｅｗｅｉｇｈｔｓｉｎＭＤＳｃｏｄｅｓ
［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２０１１，５７（１）：
３９２－３９６．

作者简介

樊继豪 男，１９８７年５月出生，江苏连云港
人．２００９年毕业于兰州大学数学与统计学院应
用数学专业，现为东南大学计算机科学与工程

学院博士研究生，研究方向为差错控制编码与量

子纠错码理论．
Ｅｍａｉｌ：ｆａｎｊｈ１２＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

陈汉武（通信作者） 男，１９５５年出生于江
苏南京．分别于１９８１年、２０００年在东南大学、日
本国立山口大学获理学学士和理工学博士学位．
现为东南大学教授、博士生导师．主要研究领域
为经典信息论，量子信息与量子计算，数理解析．
Ｅｍａｉｌ：ｈｗ－ｃｈｅｎ＠ｓｅｕ．ｅｄｕ．ｃｎ

６４２２ 电 子 学 报 ２０１５年




