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　　摘　要：　基于ＮＵＲＢＳ的等几何分析方法集成了计算机辅助设计（ＣＡＤ）和有限元方法的优点，ＣＡＤ模型、网格
划分和数值仿真均采用同样的几何描述．然而，由于单个ＮＵＲＢＳ曲面片拓扑的局限性，单片等几何分析方法难以处理
介质分布不均匀以及截面形式复杂的多连通区域问题．本文基于面片拼接，将等几何分析方法用来求解此类问题的波
导本征值．细分前后，ＮＵＲＢＳ曲面片拼接处的控制点和网格必须匹配．通过 Ｇａｌｅｒｋｉｎ法来离散波导本征值问题的
Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ控制方程，计算结果表明该方法具有自由度消耗小、精度高、收敛速度快等优点．
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１　引言

　　波导［１］是一种在微波或可见光波段中传输电磁波

的装置，常用于无线电通讯、雷达、导航等无线电领域，

其常用的截面形状有矩形波导、圆形波导、椭圆波导和

环形波导［２］．按照电磁波在传输方向上有没有电场和
磁场分量，可以分为横磁波（ＴｒａｎｓｖｅｒｓｅＭａｇｎｅｔｉｃ，ＴＭ）、

横电波（ＴｒａｎｓｖｅｒｓｅＥｌｅｃｔｒｉｃ，ＴＥ）、横电磁波（ＴＥＭ）．其中
波导本征值问题是微波理论中最关键问题之一，因为

它不仅与不同模式的电磁波传输特性有关，而且还是

许多微波部件分析优化的基础．
求解波导本征值问题的方法主要有解析法和数值

解法两类．解析法能求解的实例比较少，且截面形状较
为简单正规，介质均匀规则．除了均匀波导外，不均匀
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波导元件目前已经大量的应用于微波系统［３］中，如可

变移相器、抗匹配器等．
对于介质分布不均匀和截面复杂的波导，只能通

过数值解法来求解．随着计算机科学技术的发展，出现
了许多求解波导本征值问题的数值解法，如有限元方

法［４～７］，边界元方法［８］，无网格法［９，１０］，比例边界有限元

方法［１１，１２］．
等几何分析方法（ＩｓｏｇｅｏｍｅｔｒｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，简称 ＩＧＡ）

是Ｈｕｇｈｅｓ［１３］于２００５年提出来的，其将 ＮＵＲＢＳ（ＮｏｎＵ
ｎｉｆｏｒｍＲａｔｉｏｎａｌＢｓｐｌｉｎｅ）基函数引入到等参有限元中．
该方法可以有效衔接计算机辅助设计（ＣｏｍｐｕｔｅｒＡｉｄｅｄ
Ｄｅｓｉｇｎ，ＣＡＤ）和有限元方法（ＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔＭｅｔｈｏｄ，
ＦＥＭ），将分析计算建立在精确的几何模型之上，消除
了计算模型与几何模型之间的非一致性问题．它同时
兼备了ＦＥＭ和无网格方法的优点，其基本思想是，几何
模型和网格计算模型采用相同的基函数空间．该方法
具有以下独特的优势：（１）避免了 ＦＥＭ分段多项式逼
近问题域所产生的误差；（２）由于 ＮＵＲＢＳ的几何精确
特性，即使是稀疏的参数网格也保留了模型的几何信

息，同时细分过程中无需访问原ＣＡＤ模型，这便于实现
网格的自适应保形细分，节省了工作量．

目前该方法已经被用于电磁学问题［１４～１６］，张勇［１７］

将其与比例边界有限元（ＳｃａｌｅｄＢｏｕｎｄａｒｙＦｉｎｉｔｅＥｌｅｍｅｎｔ
Ｍｅｔｈｏｄ，ＳＢＦＥＭ）耦合来求解波导本征值问题．然而由
于ＮＵＲＢＳ曲面片是定义在矩形参数域中的，受制于拓
扑的局限性，单片等几何分析方法尚且难于处理介质

分布不均匀以及截面形式复杂的波导本征值问题．由
于ＮＵＲＢＳ曲面片的张量积特性，可以通过多面片拼
接［１８］的等几何分析方法来处理上述问题，即对 ＮＵＲＢＳ
曲面片进行“加法”操作，这充分借鉴了子结构法的基

本思想［１９］．由于等几何分析方法采用等参元的思想，电
场或磁场纵向分量用 ＮＵＲＢＳ基函数来构造，Ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ
控制方程的弱形式通过Ｇａｌｅｒｋｉｎ变分原理来实现，最后
施加不同的边界条件，便可得横磁波（ＴＭ）和横电波
（ＴＥ）的等几何分析方程，本文通过三个算例来验证其
有效性．

２　等几何分析基本思想

２１　ＮＵＲＢＳ基函数
ＮＵＲＢＳ基函数是通过Ｂ样条基函数的有理化来实

现的［２０］，令Ξ＝｛ξ０，ξ１，…，ξｎ＋ｐ＋１｝是一个参数空间中的
单调不减的坐标序列，即 ξｉ≤ξｉ＋１，ｉ＝０，１，…，ｎ＋ｐ．其
中ξｉ是节点，Ξ为节点矢量，ｎ＋１和ｐ分别是Ｂ样条基
函数的个数和次数．对应于节点矢量 Ξ的各阶基函数
可由ｄｅＢｏｏｒＣｏｘ公式递归得到，即

Ｎｉ，０（ξ）＝
１， ξｉ≤ξ≤ξｉ＋１
０，{ 其他

Ｎｉ，ｐ（ξ）＝
ξ－ξｉ
ξｉ＋ｐ－ξｉ

Ｎｉ，ｐ－１（ξ）＋

　　　　
ξｉ＋ｐ＋１－ξ
ξｉ＋ｐ＋１－ξｉ＋１

Ｎｉ＋１，ｐ－１（ξ），ｐ











 １

（１）

当节点矢量Ξ端点的重复度等于ｐ＋１时，这样的节
点矢量是开放型的，开放型节点矢量是ＣＡＤ标准的，其
定义的Ｂ样条基函数在端点处等于１，通常把节点矢量
定义在标准区间［０，１］中．在等几何分析中，单元的细分
有三种方法，即节点插入的ｈ细分、基函数升阶的ｐ细分
和结合两者而成的ｋ细分方法．图１给出了节点矢量为
Ξ＝｛０，０，０，０２，０４，０６，０８，１，１，１｝的基函数图形．

赋给每个 Ｂ样条基函数 Ｎｉ，ｐ（ξ）权值 ｗｉ（０＜ｗｉ≤
１），并进行加权平均，就得到ＮＵＲＢＳ基函数

Ｒｉ，ｐ（ξ）＝
Ｎｉ，ｐ（ξ）ｗｉ

∑
ｎ

ｊ＝０
Ｎｊ，ｐ（ξ）ｗｊ

（２）

若权值相等，则 ＮＵＲＢＳ基函数退化为 Ｂ样条基函数．
二维ＮＵＲＢＳ基函数可通过一维 ＮＵＲＢＳ基函数张量积
得到，即

Ｒｐ，ｑｉ，ｊ（ξ，η）＝
Ｎｉ，ｐ（ξ）Ｎｊ，ｑ（η）ｗｉｊ

∑
ｎ

ｉ^＝０
∑
ｍ

ｊ^＝０
Ｎ^ｉ，ｐ（ξ）Ｎ^ｊ，ｑ（η）ｗ^ｉ^ｊ

（３）

给出控制点Ｐｉ，便可构造ＮＵＲＢＳ曲线，即

Ｃ（ξ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｒｉ，ｐ（ξ）Ｐｉ （４）

式中：Ｐｉ是 ＮＵＲＢＳ控制点．图 ２给出了一 ＮＵＲＢＳ曲
线，其采用的基函数如图１所示．

　　对于ＮＵＲＢＳ曲面也有类似的表达，且为

Ｓ（ξ，η）＝∑
ｎ

ｉ＝０
∑
ｍ

ｊ＝０
Ｒｐ，ｑｉ，ｊ（ξ，η）Ｐｉｊ （５）

２２　波导本征值问题的变分方程
在等几何分析中，ＮＵＲＢＳ基函数将节点矢量所张

成的参数域 Ω^映射为控制点所在的物理域Ω，即

１０２
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Ｆ：^Ω→Ω

　ｘ＝Ｆ（ξ）＝∑
ＮＣ

ｋ＝１
Ｎｋ（ξ）Ｐｋ

（６）

其中：Ｎｋ为ＮＵＲＢＳ基函数，Ｐｋ为控制点，ＮＣ为控制点
个数，也是基函数的个数，ｘ＝（ｘ，ｙ）为笛卡尔坐标，ξ＝
（ξ，η）为参数坐标．等几何分析采用等参元的思想，即
场变量ｕｈ（ｘ）与几何形状ｘ的近似采用相同的 ＮＵＲＢＳ
基函数，则任意场变量可近似表示为

ｕｈ（ｘ）＝∑
ＮＣ

ｋ＝１
Ｎｋ（ξ）ｕｋ ＝Ｎｕ （７）

式中：ｕｋ是与控制点Ｐｋ对应的控制点变量．
问题域Ω的网格可由节点矢量和参数域中的节点

区间映射生成．设节点矢量为Ξξ＝｛ξ０，ξ１，…，ξｌ｝和Ξη＝
｛η０，η１，…，ηｍ｝，从两个方向节点矢量中去除重复节点
可得子矢量Ξξ

′和Ξη
′，定义参数域中的节点区间 Ｑｉ，ｊ＝

［ξｋｉ，ξ
ｋ
ｉ＋１］×［η

ｋ
ｊ，η

ｋ
ｊ＋１］，通过式（６）可映射成物理域上的

一个剖分．可以看出，网格的生成和细化均可以自动实
现，且自动生成的网格能够准确描述计算物理域，不会引

入离散误差，这实现了几何设计和数值分析的无缝连接．
波导内电磁场量满足的控制微分方程为

２ｕ＋ｋ２ｃｕ＝０ （８）
式中：２为Ｌａｐｌａｃｅ算子；对于ＴＭ波，ｕ表示为纵向电
场分量，即ｕ＝Ｅｚ；对于 ＴＥ波，ｕ表示为纵向磁场分量，
即ｕ＝Ｈｚ．ｋｃ为截止波数，ｋ

２
ｃ＝ｋ

２－β２＝ω２με－β２，ω为
频率，μ为磁导率，ε为介电常数，β为相位常数．

不同波型满足的边界条件为

ＴＭ波：　ｕ｜Ω＝０ （９）

ＴＥ波：　ｕ
ｎ
｜Ω＝０ （１０）

式中：Ω为问题域Ω的边界线，ｎ为外法线方向．
由Ｇａｌｅｒｋｉｎ变分原理，上述问题可推得如下代数

方程

（Ｋ－ｋ２ｃＭ）ｕ＝０ （１１）

这里，Ｋ＝∑
ｉ，ｊ
Ｋｉｊ和 Ｍ＝∑

ｉ，ｊ
Ｍｉｊ分别为集成的总体系

数矩阵．

Ｋｉｊ＝∫
ξｋｉ＋１

ξｋｉ
∫
ηｋｊ＋１

ηｋｊ

Ｂ（ξ，η）ＴＢ（ξ，η）｜Ｊ｜ｄξｄη （１２）

Ｍｉｊ＝∫
ξｋｉ＋１

ξｋｉ
∫
ηｋｊ＋１

ηｋｊ

Ｎ（ξ，η）ＴＮ（ξ，η）｜Ｊ｜ｄξｄη （１３）

其中：

Ｎ（ξ，η）＝ Ｎ１（ξ，η） Ｎ２（ξ，η） … Ｎｎ（ξ，η{ }）

Ｂ（ξ，η）＝

Ｎ１（ξ，η）
ξ

Ｎ２（ξ，η）
ξ

…
Ｎｎ（ξ，η）
ξ

Ｎ１（ξ，η）
η

Ｎ２（ξ，η）
η

…
Ｎｎ（ξ，η）












η

由于ＮＵＲＢＳ基函数具有局部支撑性和非负性，只
有少量ＮＵＲＢＳ基函数在边界上非零．对于ＴＭ波，边界
上为零的基函数为Ｎｚｚｉ，不为零的基函数为Ｎ

ｎｚ
ｉ，则有

∑Ｎｚｚｉｕｚｚｉ ＋∑Ｎｎｚｉｕｎｚｉ ＝０ （１４）

由ＮＵＲＢＳ基函数的单位分解特性可知
ｕｎｚｉ＝０ （１５）

２３　ＮＵＲＢＳ曲面片的拼接
在实际的波导装置中，波导横截面往往需要多个

ＮＵＲＢＳ曲面片来共同描述，例如介质分布不均匀和截
面形式复杂的波导．然而由于 ＮＵＲＢＳ曲面片的分片连
续性及有理形式，ＮＵＲＢＳ曲面片实现光滑拼接出现了
瓶颈，这里我们只研究交接处Ｃ０连续下的ＮＵＲＢＳ曲面
片的拼接问题．

多片等几何分析的基本思想为：求出每块 ＮＵＲＢＳ
曲面片的系数矩阵，然后再通过连通数组（ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ
ａｒｒａｙｓ）组装成波导横截面的总体系数矩阵．这里我们
以两个Ｂ样条曲面片拼接为例来说明，如图３所示，下
标ｆ代表交接处的控制点，下标ｎ代表面片其他处的控
制点．

Ｐ１＝
Ｐ１ｎ
Ｐ１( )
ｆ

，Ｐ２＝
Ｐ２ｎ
Ｐ２( )
ｆ

（１６）

其中

Ｐ２ｆ＝Ｐ
１
ｆ （１７）

如图４所示，如果对面片２进行节点插入的ｈ细分
方法，我们可以得到一组新的控制点．

珘Ｐ２＝珘ＴＰ２＝
珘Ｔｎ ０
０ 珘Ｔ( )

ｆ

Ｐ２ｎ
Ｐ２( )
ｆ

（１８）

２０２
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其中：珘Ｔ为延拓算子．连接式（１７）和（１８），可以得到 Ｃ０

连续的关系式

珘Ｐ２ｆ＝珘ＴｆＰ
１
ｆ （１９）

设片１和片２的控制点变量为

ｕ１＝
ｕ１ｎ
ｕ１( )
ｆ

，ｕ２＝
ｕ２ｎ
ｕ２( )
ｆ

（２０）

交接处解满足Ｃ０连续
ｕ２ｆ＝珘Ｔｆｕ

１
ｆ （２１）

３　数值算例

　　本节应用多片等几何分析方法求解波导本征值问
题，为了面片拼接的实施，这里我们选取齐次控制点

珔Ｐｉ＝（Ｘｉ，Ｙｉ，ｗｉ）＝（ｗｉｘｉ，ｗｉｙｉ，ｗｉ） （２２）
同时为了验证方法的有效性，我们选取非均匀矩形波

导、均匀弯曲型 Ｌ形金属波导和均匀十字形金属波导
进行求解，定义数值解的相对误差为

ｅｒ＝
‖ｕｎｕｍ－ｕｅｘａｃｔ‖
‖ｕｅｘａｃｔ‖

（２３）

３１　非均匀介质的矩形波导
为了验证多片等几何分析方法的有效性，本文选

取如图５所示的波导模型，相关材料参数为ε１＝１０，ε２
＝１５，μ１＝μ２＝μ０．表１给出了通过多片等几何分析方
法和有限元方法计算的前三阶模态的截止波数，通过

与解析解对比可以看出，在采用更少自由度的情况下，

等几何分析方法可以求得更准确的 ＴＥ、ＴＭ波截止波
数．图６给出了ＴＥ１１模态的相对误差随自由度变化的
收敛图，很明显，随着自由度的增加，等几何分析方法

和有限元方法均能收敛于解析解，但是等几何分析方

法误差小、收敛速度快．同时可以看出，等几何分析方
法在１０３９个自由度的情况下，ＴＥ１１模态的相对误差是
０１４％，而有限元方法在２１９７个自由度的情况下，其相
对误差为１３９％．

表１　截止波数（ｋｃａ）对比

模式 准确值
ＩＧＡ，ｐ＝３

（ｄ．ｏ．ｆ＝１０３９）
ＦＥＭ

（ｄ．ｏ．ｆ＝１３２２）
ＩＧＡ
误差

ＦＥＭ
误差

１．３９８１ １．３９８２ １．４２９９ ０．００００ ０．０３９５
ＴＥ ２．８５１４ ２．８５４３ ２．８７９７ ０．００１０ ０．０２７８

３．０７３１ ３．０７７５ ３．２３６６ ０．００１４ ０．０３１５
２．７１８１ ２．７１８２ ２．７８９１ ０．００００ ０．０１９９

ＴＭ ３．２７６７ ３．２７９１ ３．３８３７ ０．０００７ ０．０１９９
４．０１３７ ４．０１８０ ４．３５０８ ０．００１１ ０．０３０３

表２　计算自由度、计算内存占用和计算时间比较

网格数
自由度数 计算内存／Ｍｂ 计算ＣＰＵ时间／ｓ
ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ

４００ ２５６２ ９２４ ６９６ ３９０ ６０．２５ １７．０６

　　为了与ＦＥＭ在计算内存占用和计算时间作对比，
本文选用同样的４００个网格剖分，其对应的计算自由度
数、计算内存占用和计算时间见表２．在此网格剖分的
情况下，ＩＧＡ计算得到的 ＴＥ１１模态的相对误差是
０１６％，而 ＦＥＭ计算得到的 ＴＥ１１模态的相对误差是
１２２％．这里很明显可以看出，ＩＧＡ中的 ＮＵＲＢＳ等参元
之间可以共享更多的自由度，从而节省了自由度消耗，

降低了计算所用的空间存储．
３２　均匀弯曲型Ｌ形金属波导

考虑弯曲型金属波导，其界面形式如图７所示，它通
过两个ＮＵＲＢＳ曲面片来构造其图形，其齐次控制点见表
３．表４给出了等几何分析方法和有限元方法计算的 ＴＥ
波前五阶模态的截止波数，通过与参考解对比可以看出，

在自由度差不多的情况下，等几何分析方法求得的ＴＥ波
截止波数误差远小于有限元方法得到的误差，甚至小三

个数量级，这充分说明了等几何分析方法可以通过更少

的自由度来求得ＴＥ波更准确的截止波数．

３０２
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表３　两个曲面片的齐次控制点

曲面片１ 曲面片２

（ｃｏｓ（ｐｉ／８），ｓｉｎ（ｐｉ／８），１） （２，０，１）

（０．８３１５，０．５５５６，０．９８０８） （２．５，０，１）

（ｃｏｓ（ｐｉ／４），ｓｉｎ（ｐｉ／４），１） （３，０，１）

（１．５ｃｏｓ（ｐｉ／８），１．５ｓｉｎ（ｐｉ／８），１） （１．９６１６，０．３９０２，０．９８０８）

（１．４０００，０．９９４１，１） （２．４１４８，０．６４７０，０．９６５９）

（２ｃｏｓ（ｐｉ／４），２ｓｉｎ（ｐｉ／４），１） （２．７７１６，１．１４８１，０．９２３９）

（２ｃｏｓ（ｐｉ／８），２ｓｉｎ（ｐｉ／８），１） （２ｃｏｓ（ｐｉ／８），２ｓｉｎ（ｐｉ／８），１）

（１．９８４５，１．４４３３，１） （１．９８４５，１．４４３３，１）

（３ｃｏｓ（ｐｉ／４），３ｓｉｎ（ｐｉ／４），１） （３ｃｏｓ（ｐｉ／４），３ｓｉｎ（ｐｉ／４），１）

表４　截止波数对比

模式 参考值
ＩＧＡ，ｐ＝３

（ｄ．ｏ．ｆ＝１８００）
ＦＥＭ

（ｄ．ｏ．ｆ＝１９６２）
ＩＧＡ
误差

ＦＥＭ
误差

ＴＥ

１．８１８６ １．８１５５ １．７９０９ ０．００１７ ０．０１５２
３．４９０６ ３．４９０５ ３．５１５６ ０．００００ ０．００７２
１０．０６５６ １０．０６５６ １０．１５３０ ０．００００ ０．００８７
１０．１１１９ １０．１１１６ １０．３０２０ ０．００００ ０．０１８８
１２．４３５５ １２．４２９８ １２．７４８０ ０．０００５ ０．０２５１

　　为了与ＦＥＭ在计算内存占用和计算时间作对比，
本文选用同样的网格剖分，其对应的计算自由度数、计

算内存占用和计算时间见表５．由于 ＮＵＲＢＳ等参元之
间可以共享更多的自由度，因此在同样数量单元的情

况下，ＩＧＡ所花费的计算自由度会少于 ＦＥＭ．图８给出
了在第２个网格剖分的情况下前５阶截止波数相对误
差变化趋势图，可以看出 ＦＥＭ相对误差要远远大于
ＩＧＡ的计算相对误差，甚至大两到三个量级．可见，ＩＧＡ
与传统的ＦＥＭ相比，具有消耗自由度少、精度高、收敛
速度快等优点．

表５　计算自由度、计算内存占用和计算时间比较

网格 网格数
自由度数 计算内存／Ｍｂ 计算ＣＰＵ时间／ｓ
ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ ＦＥＭ ＩＧＡ

１ ５６ ３９８ ３３１ ７５ ５１ ２．１２ １．３９
２ ２２５ １９６２ １１０５ ７２６ ３７８ １０３．３６ ３１．５５

３３　均匀十字形金属波导
十字形金属波导［５］的截面形式如图９所示，这里

可以通过五个 ＮＵＲＢＳ曲面片拼接构造．为了与文献
［５］取得的结果作比较，只给出了通过等几何分析方法
求得的ＴＥ波第一、第三阶模态的截止波数，见表６．

通过与参考解对比可以看出，在自由度差不多的

情况下，等几何分析方法求得的 ＴＥ波截止波数与有限
元方法计算得到的ＴＥ波截止波数相近，这验证多片等
几何分析方法的有效性．

表６　ＴＥ波第一、第三阶模态的截止波数对比

参考值 ＩＧＡ，ｐ＝３（ｄ．ｏ．ｆ＝２５６） 计算参数（ｍｍ）
０．５０２７ ０．５０１２ Ａ１＝Ａ３＝１．７７８，Ａ２＝３．５５６
０．７１４３ ０．７１１５ Ｂ１＝Ｂ３＝１．７７８，Ｂ２＝３．５５６

４　结论

　　本文通过拼接将等几何分析方法由单片扩展到多
片，并推导了波导本征值问题的等几何分析离散方程．
通过对非均匀介质和截面形式复杂的波导求解，可以

看出等几何分析方法具有计算自由度少、收敛速度快、

精度高等优点，而且还具有非常好的细分保形特性．但
是面片拼接需要定义多个曲面片，这不利于解决多孔

结构，因此面片拼接和面片裁剪结合是未来等几何分

析方法走向工程应用的关键．
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