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小变量情况下第一类整数阶 Ｂｅｓｓｅｌ函数的计算
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（上海理工大学理学院，上海２０００９３）

　　摘　要：　在计算第一类整数阶Ｂｅｓｓｅｌ函数时，后向递推算法稳定高效．然而，起始点的选取必须有足够高的阶
数，并且需要进行归一化处理．本文对Ｔａｙｌｏｒ级数展开算法进行研究，并对其级数展开规律、计算精度，以及求和项与
参数间的关系进行了讨论．此外，本文利用指数形式，极大扩展了该算法的可计算范围．与 ｄｕＴｏｉｔ算法、ＭＡＴＬＡＢ和
Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ应用软件的计算结果比较显示，本文的算法具有较高的准确性和稳定性．
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１　引言
　　第一类整数阶Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊｎ（ｚ）在物理学、力学、电
磁学、环境科学等领域都有着重要的用途［１，２］．由于应
用广泛，大量文献致力于讨论它的性质并给出了多种

不同的算法［３～１６］．其中后向递推算法选取两个连续的
高阶函数作为起始点赋任意值并后向递推计算，最后

做归一化处理［９～１１］．这种算法稳定且高效．然而，为了
确保计算的顺利进行，后向递推算法起始点的阶数必

须足够高，需要更多的计算机资源和更大的计算量．在
采用后向递推算法计算Ｂｅｓｓｅｌ函数时，可考虑采用 Ｔａｙ
ｌｏｒ级数展开法精确计算出起始阶数的函数值以提高计
算效率．原则上，Ｂｅｓｓｅｌ函数的 Ｔａｙｌｏｒ级数展开对所有
变量均收敛．然而，其收敛速度却依赖于阶数ｎ和变量ｚ
的大小．在阶数ｎ很小、参数ｚ很大的情况下，需要计算

的级数展开项增多，且在计算过程中有可能会丢失有

效数字，导致计算效率降低、计算结果出现偏差．
本文针对Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊｎ（ｚ）的Ｔａｙｌｏｒ级数展开计算

进行讨论．考虑到Ｂｅｓｓｅｌ函数 Ｊｎ（ｚ）满足关系式 Ｊ－ｎ（ｚ）
＝（－１）ｎＪｎ（ｚ）、Ｊ（－ｚ）＝（－１）

ｎＪｎ（ｚ）和 Ｊｎ（ｚ
）＝

Ｊｎ（ｚ）
［４］，我们只考虑 ｎ≥０、Ｒｅ（ｚ）≥０和 ｌｍ（ｚ）≥０的

情况．

２　递推算法
　　整数阶Ｂｅｓｓｅｌ函数满足前向递推关系

Ｂｎ＋１（ｚ）＝
２ｎ
ｚＢｎ（ｚ）－Ｂｎ－１（ｚ） （１）

或者后向递推关系

Ｂｎ－１（ｚ）＝
２ｎ
ｚＢｎ（ｚ）－Ｂｎ＋１（ｚ） （２）

对于给定参数ｚ，前向递推从两个连续低阶级数开
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始计算，而后向递推从两个连续高阶级数开始计算．像
大多数递推过程一样，上述公式易受传播误差的

影响［７］．
当ｚ为实数或者虚部很小（｜ｌｍｚ｜≤１０）的复数时，

Ｂｅｓｓｅｌ函数的绝对值｜Ｊｎ（ｚ）｜在ｎ＜０９｜ｚ｜范围变化不大，
而在ｎ≥０９｜ｚ｜范围随阶数的增大快速衰减．对于ｎ＜０９
｜ｚ｜的范围，前向递推或者后向递推都能用来计算Ｊｎ（ｚ）；
但当ｎ＞０９｜ｚ｜时，则只能采用后向递推法［５，９］．如果ｚ的
虚部较大，Ｂｅｓｓｅｌ函数的绝对值｜Ｊｎ（ｚ）｜在ｎ≥０范围内随
阶数的增大迅速衰减，只能采用后向递推法计算．

用后向递推方法计算Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊｎ（ｚ）需从两个连
续的高阶级数Ｂｑ（ｚ）和 Ｂｑ＋１（ｚ）开始，Ｂｑ（ｚ）和 Ｂｑ＋１（ｚ）
的值可以任意选取，ｄｕ．Ｔｏｉｔ建议 Ｂｑ（ｚ）＝１和 Ｂｑ＋１（ｚ）
＝０［９］．然而，阶数ｑ必须同时满足ｅｎｖ｜Ｊｑ＋１（ｚ）｜≤１０

－ｐ／２

ｅｎｖ｜ＪＮ（ｚ）｜和ｅｎｖ｜２Ｊｑ（ｚ）｜≤１０
－ｐｅｎｖ｜Ｊ０（ｚ）｜以确保收

敛，其中 ｐ为所需的有效位数、Ｎ是所需计算的最高阶
数，ｅｎｖ｜ｘ｜表示函数的包络线．如果Ｎ≤｜ｚ｜，ｑ的最小值
需满足

ｑｍｉｎ＝
｜ｚ｜＋１０２６｜ｚ｜０３４１０１５＋１８， ｜ｚ｜≤２５
｜ｚ｜＋６６３６２｜ｚ｜０３４２４８１＋０４， ｜ｚ{ ｜＞２５

（３）

若Ｎ＞｜ｚ｜，ｑ值的选取则相对繁琐［５，１１］．完成Ｂｎ（ｚ）的计
算后，需进行归一化处理得到相应的函数值 Ｊｎ（ｚ）．针
对不同的变量值，采用不同的归一化方法．当｜ｚ｜≤２５
时，Ｂｎ（ｚ）归一化处理为

Ｓ＝

Ｂ０＋２∑
ｑ
２

ｍ＝１
Ｂ２ｍ， ｜ｌｍ（ｚ）｜≤１

Ｂ０＋２∑
ｑ／２

ｍ＝１
（－１）ｍＢ２[ ]ｍ ｓｅｃ（ｚ）

　ｏｒ２∑
ｑ／２

ｍ＝１
（－１）ｍＢ２ｍ＋[ ]１ ｃｓｃ（ｚ），

｜ｌｍ（ｚ）｜＞













１

（４）
当｜ｚ｜＞２５时，使用Ｓ＝Ｂ０（ｚ）／Ｊ０（ｚ）或Ｓ＝Ｂ１（ｚ）／Ｊ１（ｚ）
归一化效率更高．使用时应避开Ｊ０（ｚ）和Ｊ１（ｚ）的零点．

从以上讨论可知，后向递推法从两个任意取值

Ｂｑ（ｚ）和Ｂｑ＋１（ｚ）开始计算，不仅需要计算起始阶数ｑ以
及从阶数ｑ到阶数Ｎ的函数Ｂｎ（ｚ），还需对 Ｂｎ（ｚ）做归
一化处理．因此，为了使计算更加高效，在使用后向递推
方法时，建议采用Ｔａｙｌｏｒ级数展开法预先计算 Ｂｑ（ｚ）和
Ｂｑ＋１（ｚ）的精确值．

３　Ｂｅｓｓｅｌ函数的Ｔａｙｌｏｒ级数展开
　　整数阶Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊｎ（ｚ）的Ｔａｙｌｏｒ级数展开式为：

Ｊｎ（ｚ）＝
ｚ( )２

ｎ

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋ（ｚ２／４）ｋ

ｋ！（ｎ＋ｋ）！ （５）

令

Ｊｎ（ｚ）＝
１
ｎ！

ｚ( )２
ｎ

∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ （６）

Ｊｋｎ（ｚ）＝
（－１）ｋｎ！（ｚ２／４）ｋ

ｋ！（ｎ＋ｋ）！ （７）

则有递推关系：

Ｊｋｎ＝Ｊ
ｋ－１
ｎ ·

－ｚ２

４ｋ（ｎ＋ｋ） （８）

其中，起始值 Ｊ０ｎ＝１对于固定的变量 ｚ和阶数 ｎ，求和
项的绝对值｜Ｊｋｎ（ｚ）｜的峰值位置为：

ｋｐｅａｋ＝０５ ｜ｚ｜２＋ｎ槡
２－( )ｎ＋０５ （９）

数值计算结果如图１和图２所示．求和项｜Ｊｋｎ（ｚ）｜
随着ｋ的增大，有可能经历一个增大的过程，在 ｋｐｅａｋ处
达到最大值，然后单调下降．求和项出现上升过程的条
件为ｋｐｅａｋ≥１，即（｜ｚ｜／２）

２≥ｎ＋１反过来说，当（｜ｚ｜／
２）２＜ｎ＋１时，求和项是单调下降的（对应图１中的单
调下降区）．如果变量｜ｚ｜和阶数 ｎ足够大，存在近似
关系：

｜ｚ｜＜２ ｎ槡 ＋１ （１０）

如图２中的ｎ＝２５００和｜ｚ｜＝１００所示．此时，整数
阶Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊｎ（ｚ）的级数展开形式（即公式（５））是快

速收敛的．对于｜ｚ｜＞２ ｎ槡 ＋１的情况，求和项先递增、
达到极大值、然后递减，如图２中的 ｎ＝２５００和｜ｚ｜＝
１０００Ｔａｙｌｏｒ级数收敛明显变慢．

从公式（７）可以看出，求和项的极大值｜Ｊｋｐｅａｋｎ （ｚ）｜
随着 ｋｐｅａｋ的增大而增大．图２的算例中，对于 ｎ＝２５００

和｜ｚ｜＝１０００，｜Ｊｋｐｅａｋｎ （ｚ）｜≈１６×１０
４１，而Ｂｅｓｓｅｌ函数Ｊ２５００

（１０００）≈７６５×１０－７０９．这说明 Ｔａｙｌｏｒ级数展开式各求
和项存在大数相减的情况．从数值计算的角度来说，二
个大数相减存在有效数字丢失的危险，严重时可导致

最终结果失去意义．因此，除了考虑收敛速度外，还需研
究各求和项之间的相互关系．

对于复变量的一般情况ｚ＝｜ｚ｜ｅｉδｚ，Ｔａｙｌｏｒ级数展开

１２７２
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形式写成如下形式：

Ｊｎ（ｚ＝｜ｚ｜ｅ
ｉδｚ）＝１ｎ！

｜ｚ｜ｅｉδｚ( )２

ｎ

∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ（ｚ） （１１）

Ｊｋｎ（ｚ）＝
ｎ！（｜ｚ｜２／４）ｋ

ｋ！（ｎ＋ｋ）！ｅ
ｉｋ（２δｚ－π） （１２）

考虑二种特殊情况 ｚ１＝｜ｚ｜（实数）和 ｚ２＝｜ｚ｜ｅｉ
π
２（虚

数）：

　Ｊｎ（ｚ１）＝
１
ｎ！
｜ｚ｜( )２

ｎ

∑
∞

ｋ＝０

（－１）ｋｎ！（｜ｚ｜２／４）ｋ

ｋ！（ｎ＋ｋ）！ （１３）

Ｊｎ（ｚ２）＝
１
ｎ！
｜ｚ｜( )２

ｎ

ｅｉ
ｎπ
２∑
∞

ｋ＝０

ｎ！（｜ｚ｜２／４）ｋ

ｋ！（ｎ＋ｋ）！ （１４）

公式（１３）中的求和项在计算过程中出现正负交替
的情况，如果ｋｐｅａｋ比较大，必然导致数值比较大的数字
相减并导致有效数字丢失从而计算结果变差．反之，公
式（１４）中的求和项一直为正，不会出现公式（１３）的情
况．因此，在这种情况下，即使 ｋｐｅａｋ比较大，也能得到合
理的计算结果，但求和项比较多、收敛较慢．

图３给出了相位角接近０度和接近９０度情况下求
和项在复平面的分布情况．其中，｜ｚ｜＝２０，ｎ＝５，由公式
（９）可知ｋｐｅａｋ＝７～８可以看出，δｚ→π／２时，各求和项

之间的相位角变化较小，级数求和得到的值 ∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ 属

于累加性质；δｚ→０时，连续二个求和项在复平面上的分
布近似反向，在求和过程中出现连续项相减的情况，级

数求和得到的值 ∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ 远小于 Ｊｋｐｅａｋｎ ，导致大数相减

有效数字丢失的问题．
考察Ｂｅｓｓｅｌ函数的 Ｔａｙｌｏｒ级数展开中有效数字丢

失的问题对于得到可靠的计算结果是非常重要的．为

此，需要得到可靠的 ∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ 和 ｜Ｊ

ｋｐｅａｋ
ｎ ｜值．∑

∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ 的

计算采用后向递推法得到Ｊｎ（ｚ）．则有

Ｔ＝ｌｎ∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ ＝ｌｎＪｎ( )ｚ －ｌｎ

１
ｎ！

ｚ( )２
ｎ

（１５）

同时令Ｓ＝ｌｎ｜Ｊｋｐｅａｋｎ ｜，Ｔ＞Ｓ表示求和项累加起主导作用，

反之则表示求和项以相减为主．当Ｔ＜＜Ｓ时，有效数字
存在严重丢失的情况．图４给出了相位角 δｚ的变化导
致级数求和过程的变化．其中｜ｚ｜＝１００，级数分别为ｎ＝
９００和ｎ＝５０００可以看出，当满足公式（１０）时，Ｔ＞Ｓ，
所有求和过程均是累加的．反之，随着相位角的增大，求

和项Ｔ＝ ∑
∞

ｋ＝０
Ｊｋｎ 逐步增大（经历了一个与Ｓ＝ｌｎ｜Ｊ

ｋｐｅａｋ
ｎ ｜

交叉的过程）．在相位角较小的范围内，求和项以相减
为主；当相位角较大时，求和项以累加为主．在曲线交叉
点左侧，Ｓ＞Ｔ，表示有效数字丢失．当 Ｓ－Ｔ较大时，有
效数字丢失严重．数值计算表明：当 Ｓ－Ｔ＜１８，所得结
果的前７位得到保证；当Ｓ－Ｔ≥３０时，级数展开方法所
得结果完全不可信．

以上讨论表明：（１）当（｜ｚ｜／２）２＜ｎ＋１时，级数求
和项依次递减，级数收敛速度较快，Ｔａｙｌｏｒ级数展开式
在所有的相位角范围内求解均有效．（２）当（｜ｚ｜／２）２＞
ｎ＋１时，级数求和项经历一个递增然后下降的过程，在
ｋｐｅａｋ＝０５ ｜ｚ｜２＋ｎ槡

２－( )ｎ处为最大值．级数收敛速度
较慢，而且相位角对级数求和项结果的影响变得明显．
当相位角较大时，求和项以累加为主，所得结果不存在

有效数字丢失，计算结果可信；反之，大数相减的情况导

致有效数字丢失，计算结果会严重偏离其真实值．
在采用Ｔａｙｌｏｒ级数展开式时，并不一定要求严格满

足（｜ｚ｜／２）２＜ｎ＋１但应该根据变量 ｚ＝｜ｚ｜ｅｉδｚ的实际
情况确定一个阶数ｎ的可信范围．如前所述，当Ｓ－Ｔ＜
１８时计算结果的前 ７位可保证．以下的讨论以此为
依据．

相位角δｚ＝０时有效数字丢失最严重，因此在该相

２２７２
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位角情况下满足 Ｓ－Ｔ＜１８的所有阶数 ｎｃａｌ对所有的相
位角计算均是可信的（见图５）．可以看出，ｎｃａｌ≈｜ｚ｜

２／４０
－１０表示满足ｎ＞ｎｃａｌ时，对于任意相位角 δｚ的计算结
果保证至少７位有效数，这与 ｎ＞｜ｚ｜２／４－１的要求降
低了大约１０倍．

图５同时给出了最低阶数ｎ＝０对应的可计算相位
角临界值δｃｚ（δ

ｃ
ｚ＜δｚ＜９０°）．可以看出，当｜ｚ｜＜２０时，

Ｔａｙｌｏｒ级数展开式对阶数ｎ和相位角δｚ没有限制．但如
果｜ｚ｜＞２０，其阶数ｎ和相位角δｚ存在某种特定的关系．
对于某个固定的阶数ｎ和｜ｚ｜，存在一个临界相位角δｚ；
反之，对于某一个相位角δｚ和｜ｚ｜，其阶数ｎ必须大于一
个特定的值．

图６给出了｜ｚ｜＝６００时阶数 ｎ和相位角 δｚ的关
系，以曲线为界，上部区域表示 Ｔａｙｌｏｒ级数展开式适用
的范围，下部区域中计算得到的结果其有效位数低于７
位．显然，如果提高对有效位数的要求，则图中的曲线将
会向上移动，对应的可计算范围缩小．

在２０＜｜ｚ｜＜１０４范围内对多个不同的复变量 ｚ进
行了数值计算，并进行曲线拟合，得到如下经验公式：

ｎｃ＝
１
２

｜ｚ｜２

｜ｚ｜－１ｅ
ａ １２１－ δｚ

δ( )ｃ
ｚ槡
２

－｜ｚ{ }｜＋１， δｚ＜δ
ｃ
ｚ

１， δｚ≥δ
{ ｃ

ｚ

（１６）
ａ＝ｌｎ（｜ｚ｜－０５２３２｜ｚ｜０３＋２０４９）－２９９７（１７）

δｃｚ＝ａｒｃｔａｎ（０５９２３ｌｎ｜ｚ｜－１８８６）×６２１８＋１４４９（１８）
该经验公式表明，对于复变量 ｚ＝｜ｚ｜ｅｉδｚ，存在一个

临界相位角δｃｚ．如果δ
ｃ
ｚ≤δｚ≤９０°，则对于所有ｎ≥１阶数

的Ｂｅｓｓｅｌ函数，Ｔａｙｌｏｒ级数展开式适用；反之，如果０°≤
δｚ＜δ

ｃ
ｚ，则Ｔａｙｌｏｒ级数展开式只适用于ｎ＞ｎ

ｃ的阶数．需
要注意，经验公式给出的范围内，保证７位有效数．

此外，采用Ｔａｙｌｏｒ级数展开式时，求和项应在适当
的阶数ｋｍａｘ终止．图２的曲线说明，ｋｍａｘ至少应满足 ｋｍａｘ
＞２ｋｐｅａｋ．此 外，可 通 过 精 度 控 制，在 满 足

｜Ｊｋｍａｘｎ ∑
ｋｍａｘ

ｋ＝０
Ｊｋｎ ＜ε时终止累加，其中 ε是一个小数，譬

如ε＝１０－２０．

４　复数的大数计算方法
　　在复变量情况下，Ｂｅｓｓｅｌ函数值及其 Ｔａｙｌｏｒ级数展
开式的求和项在一个很大的动态范围内变化．为了保证
计算的顺利进行，需要对中间计算量的数值范围进行扩

展．为此，所有变量均采用复数形式储存并参与运算．

在高阶情况下，Ｔａｙｌｏｒ级数展开式的系数 １ｎ！
ｚ( )２

ｎ

会出现溢出．可采用复数的表达方式避免．
１
ｎ！

ｚ( )２
ｎ

 ｎｌｎ｜ｚ｜２－∑
ｎ

ｔ＝１
ｌｎｔ，ｎδ{ }ｚ （１９）

３２７２
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５　数值计算结果和分析
　　为了验证本文提出的算法，我们将所得结果与ｄｕ

Ｔｏｉｔ的后向递推法、ＭＡＴＬＡＢ和 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件的计
算结果进行了比较，如表１所示．本文程序采用Ｃ／Ｃ＋＋
语言以双精度变量编写，在个人电脑上运行（配置为

３００ＧＨｚＣＰＵ和２ＧＢＲＡＭ）．在算例１～７中，变量｜ｚ｜≤
２０，Ｂｅｓｓｅｌ函数的阶数ｎ不受限制．Ｔａｙｌｏｒ级数展开计算
结果与其它软件结果吻合良好．算例８和９中｜ｚ｜＝４０、ｎ
＝４５，根据经验公式（１６～１８），临界相位角为δｃｚ＝３２５５°，
算例８和９的相位角δｚ分别为１０°和８０°．因此，算例９的
计算结果具有较高的精度，而算例８只能保证７位有效
数．表１中Ｔａｙｌｏｒ级数展开计算结果与其它软件结果的
比较说明了这种情况．算例１０～１８中，复变量ｚ与阶数ｎ
均满足公式（１０），Ｔａｙｌｏｒ级数展开式求和项单调递减，因
此计算收敛较快且所得结果精度较高．在部分算例中现
有软件输出结果为零（即出现了下溢出），本文算法由于

采用了指数扩展仍可得到合理的数值．

表１　Ｊｎ（ｚ）数据比较

算例 参数 ｄｕ．Ｔｏｉｔ算法 ＭＡＴＬＡＢ软件 Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａ软件 级数展开算法

１ ｎ＝１，ｚ＝１０ ０４４００５０５８５７４４９３６ ０４４００５０５８５７４４９３４ ０４４００５０５８５７４４９３４ ０４４００５０５８５７４４９３４

２ ｎ＝１００，ｚ＝ｉ１０ ８４７３６７４００８１４０５７１０－１８９ ８４７３６７４００８１３８１２１０－１８９ ８４７３６７４００８１３８２５１０－１８９ ８４７３６７４００８１３７８０１０－１８９

３ ｎ＝５，ｚ＝６０ ０３６２０８７０７４８８７１９２ ０３６２０８７０７４８８７１７３ ０３６２０８７０７４８８７１７２ ０３６２０８７０７４８８７１７２

４ ｎ＝５，ｚ＝ｉ６０ ｉ７９６８４６７７４２３９６３９ ｉ７９６８４６７７４２３９６２６ ｉ７９６８４６７７４２３９６２６ ｉ７９６８４６７７４２３９６２５

５ ｎ＝２０，ｚ＝６０ ９２９６３９８４０９００６５４１０－１０ ９２９６３９８４０９００６６３１０－１０ ９２９６３９８４０９００６６７１０－１０ ９２９６３９８４０９００６６５１０－１０

６ ｎ＝２０，ｚ＝ｉ６０ ２１９１０７５５０３５４６０１１０－９ ２１９１０７５５０３５４５９８１０－９ ２１９１０７５５０３５４５９９１０－９ ２１９１０７５５０３５４５９８１０－９

７ ｎ＝２８０，ｚ＝２００ ４１７５９６７１４３１１４５８１０－２８６ ４１７５９６７１４３０８３３０１０－２８６ ４１７５９６７１４３０８３０７１０－２８６ ４１７５９６７１４３０８３９８１０－２８６

８
ｎ＝４５，

ｚ＝３９３９＋ｉ６９４９
－２３７４４７０８８２０５８６２１０－２

－ｉ３３４４９３１１３７９５５６７１０－２
－２３７４４７０８８２０５８３４１０－２

－ｉ３３４４９３１１３７９５５７７１０－２
－２３７４４７０８８２０５８３０１０－２

－ｉ３３４４９３１１３７９５５６９１０－２
－２３７４４７０８７２５３２９６１０－２

－ｉ３３４４９３１１４３５８２６４１０－２

９
ｎ＝４５，

ｚ＝６９４９＋ｉ３９３９
－５１７４１７１３９４７４０６８１０５

－ｉ３２２４０６１０８０８１５２１１０５
－５１７４１７１３９４７４０９６１０５

－ｉ３２２４０６１０８０８１５３９１０５
－５１７４１７１３９４７４０９６１０５

－ｉ３２２４０６１０８０８１５３９１０５
－５１７４１７１３９４７４０９０１０５

－ｉ３２２４０６１０８０８１５４０１０５

１０
ｎ＝１００，

ｚ＝１００＋ｉ１００
－８３８４４７１５７４１４１３７１０－７４

＋ｉ４５２６６２４２８１６００９３１０－７４
－８３８４４７１５７４１３４７８１０－７４

＋ｉ４５２６６２４２８１５９８８８１０－７４
－８３８４４７１５７４１３４７６１０－７４

＋ｉ４５２６６２４２８１５９８８６１０－７４
－８３８４４７１５７４１３４７６１０－７４

＋ｉ４５２６６２４２８１５９８７４１０－７４

１１
ｎ＝１８０，

ｚ＝１００＋ｉ１０
４１０８７７８５１４９６１７３１０－２０４

－ｉ５５８８７５７９８５０１６３３１０－２０４
４１０８７７８５１４９７８４７１０－２０４

－ｉ５５８８７５７９８５０３５２０１０－２０４
４１０８７７８５１４９７８９０１０－２０４

－ｉ５５８８７５７９８５０３５１６１０－２０４
４１０８７７８５１４９８００１１０－２０４

－ｉ５５８８７５７９８５０３７８３１０－２０４

１２
ｎ＝１８０，

ｚ＝１００＋ｉ１００
－３８６９３１７４６１３２３９８１０－１７７

＋ｉ１０９６９１５４５７８８５７９１０－１７７
－３８６９３１７４６１３２６０８１０－１７７

＋ｉ１０９６９１５４５７８８５０９１０－１７７
－３８６９３１７４６１３２６５６１０－１７７

＋ｉ１０９６９１５４５７８８５２３１０－１７７
－３８６９３１７４６１３２６９１１０－１７７

＋ｉ１０９６９１５４５７８８５１０１０－１７７

１３
ｎ＝４００，

ｚ＝２８２８＋ｉ２８２８
下溢出 下溢出 下溢出

２０６２５７６７８６６５９８１１０－３４９

－ｉ３１９２５８２１０８３９４９３１０－３４９

１４
ｎ＝４００，

ｚ＝３９３９＋ｉ６９４９
下溢出 下溢出

１４３４２６１１７８４２３００１０－３４９

＋ｉ５９００７８８７６３９２０００１０－３５０
１４３４２６１１７８４２３３５０１０－３４９

＋ｉ５９００７８８７６３９１９４０１０－３５０

１５
ｎ＝４００，

ｚ＝６９４９＋ｉ３９３９
下溢出 下溢出

４８２６９２１２１７２８０００１０－３４９

－ｉ８８８０２３８４２９９４０００１０－３４９
４８２６９２１２１７２８５８０１０－３４９

－ｉ８８８０２３８４２９９４４４４１０－３４９

１６ ｎ＝１０００，ｚ＝１８０ 下溢出 下溢出 下溢出 ４００６０９３５５９２９８８５１０－１６１４

１７
ｎ＝１０００，

ｚ＝１８０＋ｉ５００
下溢出 下溢出

９８２４５８８４１５６００００１０－１１４４

－ｉ４５０２１４２６８１５７０００１０－１１４４
９８２４５８８４１５５８４８０１０－１１４４

－ｉ４５０２１４２６８１５６１１０１０－１１４４

１８
ｎ＝１９９９，

ｚ＝００＋ｉ８５０
下溢出 下溢出 下溢出 －ｉ２０９８８６４３０７５１３７７１０－２４７７

４２７２



第　１１　期 冯佳计：小变量情况下第一类整数阶Ｂｅｓｓｅｌ函数的计算

６　结论
　　本文介绍了第一类整数阶 Ｂｅｓｓｅｌ函数的 Ｔａｙｌｏｒ级
数展开算法．为了保证高速收敛并且具有较高的计算
精度，Ｔａｙｌｏｒ级数展开应在 ｎ≥｜ｚ｜２／４－１条件下使用；
在保证７位有效数计算精度的情况下，给出了Ｔａｙｌｏｒ级
数展开式适用范围的经验公式；此外，在算法中采用了

指数形式以扩展计算数值范围．计算结果与现有的软
件进行了比较，表明该算法具有较好的效果．

递推算法与级数展开算法结合使用可有效提高计

算效率．此外，本文中给出的算法也可以应用于计算非
整数阶Ｂｅｓｓｅｌ函数以及改进的Ｂｅｓｓｅｌ函数．
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