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　　摘　要：　随着纳米工艺的不断改进，温度对漏电流功耗和热导的影响日益显著．考虑温度／功耗／热导相互作用
的３Ｄ芯片热分析需要采用迭代方法对温度进行精确求解，即先用功耗密度向量和热导矩阵来求解温度向量，再用求
解出来的温度向量来刷新功耗密度向量和热导矩阵．为了提高３Ｄ芯片热分析的效率，本文以一个设定温度值下的均
匀热导矩阵作为预条件，先提出了一种双循环、内循环低迭代次数的高效求解算法ＴＰＧＦＴＣＧ．鉴于ＴＰＧＦＴＣＧ具有超
快的内循环收敛速度，本文省去了 ＴＰＧＦＴＣＧ算法的内循环部分，提出了一种单循环、低迭代次数的 ＴＰＧ求解算法
ＴＰＧＳｌｉ．基于ＧＰＵ（ＧｒａｐｈｉｃｓＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇＵｎｉｔ）并行加速技术，本文编写并改进了ＴＰＧＳｌｉ的ＧＰＵ加速算法．实验数据表
明：与采用经典高效的ＩＣＣＧ算法进行３Ｄ芯片热分析的ＴＰＧＩＣＣＧ算法相比，在足够小的误差范围内，ＴＰＧＳｌｉ的ＧＰＵ
加速算法可以获得１２０倍的速度提升．

关键词：　算法；热分析；快速傅里叶变换；ＧＰＵ并行
中图分类号：　ＴＰ３９３　　　文献标识码：　Ａ　　　文章编号：　０３７２２１１２（２０１６）０６１３０００７
电子学报ＵＲＬ：ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｅｊｏｕｒｎａｌ．ｏｒｇ．ｃｎ　 ＤＯＩ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０３７２２１１２．２０１６．０６．００６

ＴＰＧＳｌｉ：ＳｉｎｇｌｅＬｏｏｐＩｔｅｒａｔｉｖｅＴｈｅｒｍａｌＡｎａｌｙｓｉｓＡｌｇｏｒｉｔｈｍＣｏｎｓｉｄｅｒｉｎｇ
ＩｎｔｅｒａｃｔｉｏｎｓＡｍｏｎｇＴｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ＰｏｗｅｒａｎｄＨｅａｔＣｏｎｄｕｃｔａｎｃｅ

ＰＡＮＹｕｅｄｏｕ１，２，ＷＡＮＧＪｉａｑｉ１，２，ＴＡＮＧＬｉａｎｇ３，ＬＵＯＺｕｙｉｎｇ３

（１．ＳｃｈｏｏｌｏｆＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，ＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙＢｅｉｊｉｎｇ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１０００８３，Ｃｈｉｎａ；
２．ＫｅｙＬａｂｏｒａｔｏｒｙｏｆＡｄｖａｎｃｅｄＣｏｎｔｒｏｌｏｆＩｒｏｎａｎｄＳｔｅｅｌＰｒｏｃｅｓｓ（ＭｉｎｉｓｔｒｙｏｆＥｄｕｃａｔｉｏｎ），Ｂｅｉｊｉｎｇ１０００８３，Ｃｈｉｎａ；

３．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ＢｅｉｊｉｎｇＮｏｒｍａｌＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｂｅｉｊｉｎｇ１００８７５，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：　Ｗｉｔｈｔｈｅｉｍｐｒｏｖｅｍｅｎｔｏｆｔｈｅｎａｎｏｍｅｔｅｒｔｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，ｔｈｅｉｎｆｌｕｅｎｃｅｓａｍｏｎｇｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，ｌｅａｋａｇｅｐｏｗｅｒａｎｄ
ｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅｂｅｃｏｍｅｉｎｃｒｅａｓｉｎｇｌｙｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔａｎｄｉｔｓｈｏｕｌｄｂｅｔａｋｅｎｉｎｔｏａｃｃｏｕｎｔｉｎ３Ｄｃｈｉｐｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｔｈｅｒｍａｌａｎａｌ
ｙｓｉｓｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅａｃｃｕｒａｔｅｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｂａｓｅｄｏｎｔｈｅｉｔｅｒａｔｉｖｅｓｏｌｕｔｉｏｎ．Ｔｈｅｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｔｈｅｒｍａｌａｎａｌｙｓｉｓｍｅｔｈｏｄｕｓｅｓｔｈｅ
ｎｏｄａｌｐｏｗｅｒｄｅｎｓｉｔｙｖｅｃｔｏｒａｎｄｔｈｅｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅｍａｔｒｉｘｔｏｓｏｌｖｅｔｈｅｎｏｄａｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｖｅｃｔｏｒ，ａｎｄｔｈｅｎ，ｒｅｆｒｅｓｈｅｓｐｏｗｅｒ
ｄｅｎｓｉｔｙａｎｄｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅｗｉｔｈｔｈｅｏｂｔａｉｎｅｄｎｏｄａｌｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ．Ｉｎｏｒｄｅｒｔｏｉｍｐｒｏｖｅｔｈｅｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆ３Ｄｃｈｉｐｃｏｍｐｒｅｈｅｎ
ｓｉｖｅｔｈｅｒｍａｌａｎａｌｙｓｉｓ，ｔｈｉｓｗｏｒｋｕｓｅｓｔｈｅｈｅａｔｃｏｎｄｕｃｔａｎｃｅｍａｔｒｉｘａｓｔｈｅｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｕｎｄｅｒａｓｅｔｔｉｎｇｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ．Ｔｈｅｎｉｔｐｒｏ
ｐｏｓｅｓａｎｅｆｆｉｃｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍＴＰＧＦＴＣＧ（ＣＧｗｉｔｈｔｈｅＦａｓｔＴｒａｎｓｆｏｒｍｂａｓｅｄＰｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ）ｗｈｉｃｈｈａｓｄｏｕｂｌｅｌｏｏｐａｎｄｌｏｗ
ｅｒｉｎｎｅｒｌｏｏｐｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ．ＡｃｃｏｒｄｉｎｇｔｏＴＰＧＦＴＣＧ’ｓｆａｓｔｉｎｎｅｒｌｏｏｐｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅｒａｔｅ，ｔｈｉｓｗｏｒｋｒｅｍｏｖｅｓＴＰＧＦＴＣＧ’ｓｉｎ
ｎｅｒｌｏｏｐｐａｒｔｔｈｅｎｐｒｏｐｏｓｅｓａｍｏｒｅｅｆｆｉｃｉｅｎｔＴＰＧｓｏｌｖｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍＴＰＧＳｌｉ（Ｓｉｎｇｌｅｌｏｏｐｉｔｅｒａｔｉｖｅ），ｗｈｉｃｈｏｎｌｙｈａｓｓｉｎｇｌｅ
ｌｏｏｐｉｔｅｒａｔｉｖｅａｎｄｆｅｗｅｒｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ．ＢａｓｅｄｏｎｔｈｅＧＰＵｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇ，ｔｈｉｓｗｏｒｋｃｏｍｐｉｌｅｓａｎｄｒｅｆｉｎｅｓＴＰＧＳｌｉ’ｓＧＰＵ
ｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ．Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓｄｅｍｏｎｓｔｒａｔｅｔｈａｔ：Ｏｎｔｈｅｐｒｅｍｉｓｅｏｆｐｒｅｃｉｓｉｏｎｌｏｓｉｎｇ，ｔｈｅＴＰＧＳｌｉ’ｓＧＰＵ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｃａｎａｃｈｉｅｖｅａｂｏｕｔ１２０ＸｓｐｅｅｄｕｐｃｏｍｐａｒｅｄｗｉｔｈｔｈｅＴＰＧＩＣＣＧａｌｇｏｒｉｔｈｍ，ｗｈｉｃｈｕｓｅｓｔｈｅｃｌａｓｓｉｃａｌａｎｄｅｆｆｉｃｉｅｎｔ
ＩＣＣＧｔｏｄｅａｌｗｉｔｈｔｈｅ３Ｄｃｈｉｐｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｔｈｅｒｍａｌａｎａｌｙｓｉｓ．
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１　引言
　　随着集成电路（ＩｎｔｅｇｒａｔｅｄＣｉｒｃｕｉｔ，ＩＣ）纳米工艺的不
断改进，３Ｄ芯片已成为事实，提高了 ＩＣ集成度与功耗，

但不可避免地带来了发热问题，过高的工作温度可能

导致芯片无法正常工作、甚至损坏芯片．因此在芯片设
计中要反复进行温度优化，研究精确高效的３Ｄ芯片热
分析方法已成为了一个 ＥＤＡ（ＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＤｅｓｉｇｎＡｕｔｏｍａ
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ｔｉｏｎ）领域的研究热点．
在纳米ＩＣ热分析中，温度／功耗／热导参数之间存

在着明显的相互影响．一方面随着衬底温度的升高，晶
体管漏电流功耗显著增加，推高最终的芯片温度［１］．另
一方面随着温度的升高，硅材料的热导率会出现明显

的下降，使得热阻升高，也会影响最终的温度分布［２］．
本文综合考虑了温度／功耗／热导（Ｔ／Ｐ／Ｇ）三方面相互
影响的关系，对考虑Ｔ／Ｐ／Ｇ相互影响的 ＴＰＧ热分析方
法及其快速求解算法进行了系统地研究．

为了综合考虑 Ｔ／Ｐ／Ｇ之间的相互影响，ＴＰＧ采用
迭代求解方法逼近精确解，即先用功耗密度向量 Ｐ和
热导矩阵Ｇ来求解温度向量Ｔ，再用求出的Ｔ来刷新Ｐ
和Ｇ．由于在迭代过程中热导矩阵 Ｇ是变化的，尽管现
有的不完全乔莱斯基分解共轭梯度算法ＩＣＣＧ［３］能够根
据Ｐ和 Ｇ来迭代求解 Ｔ，如果采用 ＩＣＣＧ进行 ＴＰＧ求
解，就构成了内外双循环迭代求解算法ＴＰＧＩＣＣＧ，但其
收敛速度较慢，每次求解Ｔ都需要很多次迭代，ＴＰＧＩＣ
ＣＧ算法具有外循环迭代次数少和内循环迭代次数多
的特点，过多的迭代次数降低了ＴＰＧ的分析效率．

为了提高ＴＰＧ的分析效率，本文采用ＦＴＣＧ算法［４］

（ＰｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｗｉｔｈｔｈｅＦａｓｔ
ＴｒａｎｓｆｏｒｍｂａｓｅｄＰｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｒ）来构建一种双循环、内循
环低迭代次数的高效求解算法 ＴＰＧＦＴＣＧ，该算法以一
个设定温度值下的均匀热导矩阵 ＧＡ作为预条件，每次
求解Ｔ仅需要极少次数的迭代．鉴于ＴＰＧＦＴＣＧ具有超
快的内循环收敛速度，本文直接省去其内循环，提出了

一种单循环、低迭代次数的高效 ＴＰＧ求解算法 ＴＰＧＳｌｉ
（Ｓｉｎｇｌｅｌｏｏｐｉｔｅｒａｔｉｖｅ），该算法先以 ＧＡ为预条件、采用
双重快速傅里叶变换（ＦＦＴ）的共轭梯度方法直接根据
Ｐ和Ｇ求解出含微量残差的Ｔ，再用这个含微量残差的
Ｔ来刷新Ｐ和Ｇ，最后收敛于一个具有较高精度的求解
结果．基于ＧＰＵ并行计算技术，本文编写了 ＧＰＵ并行
算法ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ，并利用系数矩阵预存储技术编写其优
化算法ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ．

２　相关工作与本文贡献
　　在芯片设计的各种阶段都需要精度与速度各异的
热分析算法来针对芯片温度进行设计优化，目前热分

析算法包括：结构级热分析［４，１３］、全芯片三维热分

析［５～７］、统计热分析［８］等算法．全芯片三维热分析又分
为稳态与瞬态热分析两种［５～７］，其中稳态热分析是其它

热分析的研究基础，一直得到广泛的研究，以适应不同

应用的需求［８，１３～１５］．
全芯片三维稳态热分析一般会对散热系统进行离

散化以获得热导矩阵Ｇ，然后根据输入的功耗密度向量
Ｐ，通过求解热分析方程 ＧＴ＝Ｐ，来获取芯片的温度分

布向量 Ｔ［５，６］．目前采用逐次逼近的迭代方法进行求解
的热分析算法主要有 ＩＣＣＧ［３］、格林函数算法［９，１０］、变向

隐含算法（ＡｌｔｅｒｎａｔｉｎｇＤｉｒｅｃｔｉｏｎＩｍｐｌｉｃｉｔ，ＡＤＩ）［７］、连续过
松弛算法（ＳｕｃｃｅｓｓｉｖｅＯｖｅｒＲｅｌａｘａｔｉｏｎ，ＳＯＲ）［８，１５］、多层网
格算法（Ｍｕｌｔｉｇｒｉｄ，ＭＧ）［６，１４］等．其中 ＩＣＣＧ是具有强鲁
棒性的经典算法，被广泛地用做热分析算法研究的对

比算法．对于迭代算法而言，只要能够降低其迭代的次
数就能够降低其算法复杂度、提高其算法效率．

在热分析中，一般都假设芯片具有绝热四壁［７］，如

果假设与器件层平行的 ＸＹ平面内的导热介质具有同
质导热性能，那么芯片进行均匀离散化后，就可以采用

基于ＦＦＴ变换的热分析算法ＦＴ［４，１１，１２］进行直接求解，由
于不需要迭代，ＦＴ算法具有高效的求解效率［１１］．对于
ＸＹ平面具有非同质导热性能的应用，可以基于同质结
构来构造一个预条件导热矩阵 ＧＡ，采用预条件共轭梯
度算法（ＰＣＧ）或残差补偿方法进行迭代求解，如果 ＧＡ
越近似于实际热导矩阵Ｇ，则热分析需要的迭代次数就
越少，热分析的求解效率就越高［４］．

随着纳米工艺的不断改进，已有热分析研究不仅

考虑温度升高对漏电流功耗的影响［１，８］，也开始考虑温

度升高对硅衬底热导的影响［２］．由于在热分析中考虑Ｔ
对Ｇ影响的研究才起步，目前还没有看到关于 ＴＰＧ热
分析的研究成果．

与现有热分析算法研究相比，本文工作的贡献体

现在如下方面：

（１）基于文献［４，１２］所给出的 ＦＴＣＧ算法，本文提
出了 ＴＰＧＦＴＣＧ算法，先以环境温度下的热导矩阵 ＧＡ
作为Ｇ的预条件矩阵，便于 ＦＴ算法进行快速的预条件
求解．与平均需要４１０次迭代才能求解出 Ｔ的 ＴＰＧＩＣ
ＣＧ算法相比，ＴＰＧＦＴＣＧ算法平均只需要４～５次迭代
就能够求解出Ｔ，在可以忽略的误差范围内，ＴＰＧＦＴＣＧ
可以获得２０倍左右的加速．

（２）为了进一步提高分析效率，本文提出了一种全
新的单循环、高效ＴＰＧ求解算法ＴＰＧＳｌｉ．由于省却了内
循环，ＴＰＧＳｌｉ算法求解效率比ＴＰＧＦＴＣＧ提高了３倍．

（３）本文编写了 ＧＰＵ加速算法 ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ和改进
算法ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ算法．在足够小的误差范围内，ＴＰＧ
Ｓｌｉ－ｉＧＰＵ算法求解效率比ＴＰＧＦＴＣＧ提高了６倍，比ＴＰＧ
ＩＣＣＧ提高了１２０倍．

３　研究基础

３１　３Ｄ集成芯片的全芯片三维热分析模型
如图１所示，３Ｄ集成芯片主要对多个硅器件层进

行垂直堆叠，３Ｄ芯片上下分别接着主散热通道和辅散
热通道，鉴于主散热通道的散热能力是辅散热通道的

２０多倍，本文在３Ｄ芯片热分析中，忽略了辅散热通道、
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只考虑主散热通道．

如图２所示，本文首先要对３Ｄ芯片内核进行离散
化［１２］，将内核等分为ｎｘ（ｘ轴）×ｎｙ（ｙ轴）×ｎｚ（ｚ轴）个
长方体质元，并将每个质元等效为一个节点，即每个质

元所产生的热量都被加到它的中心点，并将中心点温

度作为质元温度．本文采用不同灰度的模块来表示不
同材料质元：（１）灰度较浅的块为硅衬底离散后的硅质
元，本文采用１６７μｍ厚度将剪薄硅衬底离散为３层，
依次采用１６７μｍ／５０μｍ／１００μｍ／１５０μｍ厚度将常规厚
度（５００μｍ）硅衬底层离散为８层；（２）图２中 Ａ和 Ｂ块
为金属互连层的质元，本文金属互连层的铜材料占比

设为５０％，３Ｄ芯片功耗分布在互连层，其中附着于常
规衬底的互连层功耗占总功耗的４／５，附着于剪薄衬底
的互连层占总功耗的１／５；（３）图１中的 Ａ和 Ｃ部分是
粘接层的微压焊块质元与绝缘材料质元，其中微压焊

块层厚度为３０μｍ，微压焊块质元直径为３０μｍ，均匀排
列，微压焊块热导率为６０Ｗ／（ｍ·Ｋ），绝缘材料热导率
为０８３Ｗ／（ｍ·Ｋ）；（４）图２中 Ｃ块为 ＴＳＶ质元，ＴＳＶ
直径为６μｍ，ＴＳＶ的热导率为４０６Ｗ／（ｍ·Ｋ），均匀排
列在微压焊块质元下方．
３Ｄ芯片离散化后，采用下式进行稳态热分析：

ＧＴ＝Ｐ （１）
式中，Ｔ与Ｐ分别是节点温度分布向量与功耗密度分布
向量，Ｇ为热导矩阵．

３２　温度与功耗的相互影响
随着芯片工作温度 Ｔ的提高，导致芯片漏电流 Ｉｌｋ

显著地增高［１］，二者的函数关系如下式所示：

Ｉｌｋ（Ｔ）＝Ｉｌｋ（Ｖ０，Ｔ０）（ＡＴ
２ｅαＶｄｄ＋β／Ｔ＋ＢｅγＶｄｄ＋δ） （２）

式中，Ｖ、Ｔ分别是电压与温度向量，且 Ｖ０、Ｔ０为它们的
初始向量．Ｉｌｋ（Ｖ０，Ｔ０）初始的漏电流向量，Ａ、Ｂ、α、β、γ
和δ是不同芯片规模下的经验常数［１］．根据式（１）和式
（２）可以看出，温度升高导致功耗增加，而功耗增加又
会反过来会推高温度．
３３　温度与热导的相互影响

文献［２］详细地说明了温度与硅材料热导率在热
分析中的相互作用．当温度从３００Ｋ升到４００Ｋ时，根据
下式给出的温度与硅材料热导率之间的二次拟合函

数，硅的热导率将下降３２％左右．
ｋ（Ｔ）＝０．００１８Ｔ２－０．７５７５Ｔ＋１６６．５１６２ （３）

即温度Ｔ和热导Ｇ在热分析中同样存在一个正反馈关
系．根据式（１）～（３）可以看出，温度升高导致硅热导率
下降，反过来会推高温度与功耗．
３４　温度、功耗、热导之间的相互影响

如图３中框所示，热分析中热导矩阵 Ｇ和功耗密
度向量Ｐ决定了节点温度向量Ｔ，反映了热导和功耗对
于温度的影响．如图３左框所示，根据节点温度向量 Ｔ
来计算热导矩阵 Ｇ，以反映温度对热导的影响．如图３
右框所示，根据节点温度向量 Ｔ来计算功耗密度向量
Ｐ，以反映温度对于功耗的影响．因此，Ｔ／Ｐ／Ｇ之间存在
着直接的相互影响关系．

４　ＴＰＧ热分析方法及其高效算法

４１　考虑温度／功耗／热导之间相互影响的热分析
方法ＴＰＧ及其算法流程
在初始温度条件下，ＴＰＧ首先利用初始的功耗密度

向量Ｐ０和热导矩阵 Ｇ０计算温度向量 Ｔ０；然后根据 Ｔ
分别刷新 Ｐ和 Ｇ，从而计算出更为精确的 Ｔ．就这样
ＴＰＧ方法采用迭代的方法不断产生新的 Ｔ直到收敛于
Ｔ的准确解，最后通过对Ｐ进行累加获取精确的芯片功
耗Ｐｃｈｉｐ．图４给出了 ＴＰＧ方法的算法流程图，ＴＰＧ算法
包含以下算法步骤．
　　Ｓｔｅｐ１　先输入室温Ｔａ＝４５℃下的Ｇ０和Ｔ０、Ｐ０；再
将Ｇ０／Ｔ０／Ｐ０赋值给Ｇ／Ｔ／Ｐ．
　　Ｓｔｅｐ２　求解ＧＴ＝Ｐ以获得温度向量Ｔ．
　　Ｓｔｅｐ３　判断任意节点ｉ的温度变化量｜δＴｉ｜是否小
于给定误差限ε１＝１ｅ

－２，如果是，则停止迭代跳到Ｓｔｅｐ５．
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　　Ｓｔｅｐ４　根据温度向量 Ｔ刷新热导矩阵 Ｇ和功耗
密度向量Ｐ，返回Ｓｔｅｐ２进行下一轮的迭代．
　　Ｓｔｅｐ５　输出精确的温度向量Ｔ和芯片功耗Ｐｃｈｉｐ．

由于在 Ｓｔｅｐ４中根据 Ｔ刷新 Ｇ和 Ｐ的复杂度很
小，而Ｓｔｅｐ２求解ＧＴ＝Ｐ的算法复杂度则很大，所以选
用高效率算法来求解 Ｔ决定了 ＴＰＧ热分析的效率．鉴
于热导矩阵Ｇ是非均匀变化的，无法使用 ＦＴ算法来直
接求解ＧＴ＝Ｐ，必须采用迭代算法来精确求解 Ｔ，以构
成具有内外两个循环迭代求解的ＴＰＧ热分析算法．

如果采用ＩＣＣＧ算法来求解 Ｓｔｅｐ２ＧＴ＝Ｐ，就构成
了ＴＰＧＩＣＣＧ热分析算法．如表 １所示，对一个具有
１４Ｍ节点的测例，当ＩＣＣＧ的迭代判出残差限设为 ε２＝
１ｅ－６时，尽管外循环的迭代次数仅有１３次就能够收敛，
但由于内循环的迭代次数非常多，进行一次 ＴＰＧ分析
所需要迭代总数达到５３３６次，平均内循环的迭代次数
为４１０次，这表明ＩＣＣＧ收敛速度太慢，难以为大规模热
分析提供满意的求解效率．

表１　ＴＰＧＩＣＣＧ、ＴＰＧＦＴＣＧ的收敛次数对比

ＯｕｔｅｒｌｏｏｐｏｆＴＰＧ
ＩｔｅｒａｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｏｆＩｎｎｅｒｌｏｏｐ
ＴＰＧＩＣＣＧ ＴＰＧＦＴＣＧ

１ ６３８ ２１
２ ５９１ ２０
３ ６６９ １３
４ ５８１ ５
５ ５７３ ５
６ ４６８ １
７ ４１９ １
８ ３３６ １
９ ２６９ １
１０ ２６７ １
１１ ２１８ １
１２ １７８ １
１３ １２９ １
１４ １
１５ １
１６ １
１７ １
１８ １
Ｔｏｔａｌ ５３３６ ７７

４２　基于快速傅里叶变换进行预条件求解的共轭
梯度算法ＴＰＧＦＴＣＧ
为了提高ＴＰＧ热分析的求解效率，在图４中本文

将ＦＴＣＧ算法［３］引入 ＴＰＧ热分析中，构建了 ＴＰＧＦＴＣＧ
算法．如图５所示，ＦＴＣＧ算法能够以较高的收敛速度对
ＧＴ＝Ｐ进行求解．

３Ｄ芯片存在非同质热导问题，无法直接用室温 Ｔａ
＝４５℃的热导矩阵来构建满足 ＦＴ算法直接求解的热
导矩阵ＧＡ，下面ＴＳＶ质元为例，说明如何构建满足要求
的ＧＡ．在图６中，将 ＴＳＶ质元中心点温度设为节点温
度，需要获取该质元六个方向的热导才能计算出其中

心点温度．两个相邻质元的热导可以看作是两质元中
心点到边界面热导值的串联，即

Ｇ－ｘＴＳＶ＝ｇ
ｘ＋１／２

ｓｉ ／／ｇ
ｘ－１／２

ＴＳＶ，Ｇ
＋ｘ
ＴＳＶ＝ｇ

ｘ－１／２

ｓｉ ／／ｇ
ｘ＋１／２

ＴＳＶ；

Ｇ－ｙＴＳＶ＝ｇ
ｙ＋１／２

ｓｉ ／／ｇ
ｙ－１／２

ＴＳＶ，Ｇ
＋ｙ
ＴＳＶ＝ｇ

ｙ－１／２

ｓｉ ／／ｇ
ｙ＋１／２

ＴＳＶ；

Ｇ－ｚＴＳＶ＝ｇ
ｚ＋１／２

ｓｉ ／／ｇ
ｚ－１／２

ＴＳＶ，Ｇ
＋ｚ
ＴＳＶ＝ｇ

ｚ－１／２

ｓｉ ／／ｇ
ｚ＋１／２

ＴＳＶ．
其中Ｇ－ｘＴＳＶ，Ｇ

＋ｘ
ＴＳＶ，Ｇ

－ｙ
ＴＳＶ，Ｇ

＋ｙ
ＴＳＶ，Ｇ

－ｚ
ＴＳＶ，Ｇ

＋ｚ
ＴＳＶ分别表示该ＴＳＶ质

元的－ｘ方向和＋ｘ方向，－ｙ方向和＋ｙ方向，－ｚ方向
和＋ｚ方向的热导．由于ＴＳＶ质元垂直方向相邻的质元
材料不同（＋ｚ方向是微压焊块质元，－ｚ方向是 ＴＳＶ质
元），Ｇ－ｚＴＳＶ与Ｇ

＋ｚ
ＴＳＶ的值并不相同，这就使得该层热导矩阵

ＧＴＳＶＡ 无论在水平方向与垂直方向的值分布都不均匀．
文献［１４］规定：参与ＦＴ算法的预条件矩阵值不能

小于原矩阵最大值的５０％，本文选取每层最大的热导

值（无论是水平热导还是垂直热导）的９３％作为预条件
的矩阵热导值．以图６为例，该 ＴＳＶ所在硅衬底层的预
条件矩阵水平方向热导值即为

ＧｐＴＳＶ＝９３％ｍａｘ（Ｇ
－ｘ
ＴＳＶ，Ｇ

＋ｘ
ＴＳＶ，Ｇ

－ｙ
ＴＳＶ，Ｇ

＋ｙ
ＴＳＶ，Ｇ

±ｘｙ
Ｓｉ ）

垂直方向热导值即为
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ＧｖＴＳＶ＝９３％ｍａｘ（Ｇ
－ｚ
ＴＳＶ，Ｇ

＋ｚ
ＴＳＶ，Ｇ

±ｚ
Ｓｉ）

式中Ｇ±ｘｙＳｉ 表示两个硅质元之间的水平互导，Ｇ
±ｚ
Ｓｉ表示该

层硅质元与其垂直正负方向的互导．获得每层的预条
件水平热导和垂直热导后，就可以构成了符合 ＦＴ算法
要求的预条件矩阵 ＧＡ，用于 ＦＴ算法求解 ＧＡＺ

（ｋ）＝ｒ（ｋ）

以获得Ｚ（０）和Ｚ（ｋ）．
对于进行热传导的硅材料而言，当工作温度从

４５℃升高到 ９０℃时，其热导率从 １３６０１９９下降到
１１３１０２５，即下降了１６８５％，这表明：对于一个最高工
作温度小于９０℃的芯片，相对于室温 Ｔａ下的预条件矩
阵ＧＡ，实际热导矩阵Ｇ的热导变化小于１６８５％，远小
于文献［１２］设定的５０％限制．对于ＦＴＣＧ算法而言，ＧＡ
越接近于Ｇ，则其收敛的速度越快，如表 １所示，本文
ＦＴＣＧ算法除了前５次迭代中需要５２１次迭代以外，剩
余迭代仅需要１次就可以将迭代残差降到设定值１０－６

之下，具有很好的收敛特性．
４３　改进的单循环算法ＴＰＧＳｌｉ

根据ＴＰＧＦＴＣＧ算法残差收敛速度极快的特点，本
文进一步删除了图６中ＦＴＣＧ算法的循环体部分，仅使
用ＦＴ算法进行一次Ｔ的预条件共轭梯度求解，提出了
单循环的改进算法 ＴＰＧＳｌｉ，以进一步降低 ＴＰＧ热分析
算法的时间复杂度．
　　如图７所示，ＴＰＧＳｌｉ算法是一个单循环的迭代算
法，每次迭代不是直接求解Ｔ，而是先根据残差向量ｒ＝
Ｐ｜Ｑ＝Ｐ｜ＧＴ，再使用 ＦＴ算法直接求解 ＧＡＺ＝ｒ以获得
补偿向量Ｚ，接着计算共轭梯度方向，最后沿着共轭梯
度方向对Ｔ进行修正，即 Ｔ＝Ｔ＋αＺ．与 ＴＰＧＦＴＣＧ算
法相比，ＴＰＧＳｌｉ算法尽管速度有所提高，但每次求出的
Ｔ含有较大的误差，导致最终的热分析精度有所下降．
４４　ＴＰＧＳｌｉ的ＧＰＵ并行加速及其优化

由于ＴＰＧＳｌｉ算法的 ＧＰＵ并行加速仅存在于残差
向量ｒ的预条件求解算法步中，即使用 ＦＴ算法来进行
ＧＡＺ＝ｒ求解．基于 ＧＰＵ并行加速技术

［１６］，本文编写了

ＦＴ算法的ＧＰＵ并行加速版本ＦＴ－ＧＰＵ，如图８所示．由于
ＧＡ是一个不变的预条件矩阵，所以我们在 ＣＰＵ端对
ＧＡ进行两次ＦＦＴ变换后，得到一个由位于对角线上的
ｎｘ×ｎｙ个标准三对角子矩阵构成的新矩阵 珛ＧＡ．为了使
用追赶法求解珛ＧＡ珕Ｚ＝珌ｒ，本文还对 珛ＧＡ进行了 ＬＵ分解，
得到一个预存的两对角矩阵Ｇｐ，ＦＴ－ＧＰＵ在Ｓｔｅｐ４直接从
ＣＰＵ端读入Ｇｐ，用于求解（Ｇｐ）

ＴＧｐ珕Ｚ＝珌ｒ．

下面结合具体的算法步骤对 ＦＴ－ＧＰＵ进行算法并行
性分析：

Ｓｔｅｐ２与Ｓｔｅｐ３：在 ＧＰＵ端调用 ＣｕＦＦＴ库函数先后
沿ｘ轴和ｙ轴对ｒ和 珋ｒ进行快速傅里叶变换，得到新的
向量 珋ｒ和珌ｒ，这两步变换需要ＧＰＵ先后对ｎｚ×ｎｙ和ｎｚ×
ｎｘ个矩阵向量乘法进行并行计算．

Ｓｔｅｐ５：在 ＧＰＵ端对（Ｇｐ）
ＴＧｐ珕Ｚ＝珌ｒ进行追赶法求

解．此步求解需要ＧＰＵ对 ｎｘ×ｎｙ个具有标准三对角子
矩阵进行并行计算．

Ｓｔｅｐ６和Ｓｔｅｐ７：在 ＧＰＵ端调用 ＣｕＦＦＴ库函数先后
沿ｙ轴和ｘ轴对珕Ｚ和珔Ｚ进行快速傅里叶反变换，得到向
量 珔Ｚ和Ｚ，这两步变换需要 ＧＰＵ对 ｎｚ×ｎｘ和 ｎｚ×ｎｙ个
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矩阵向量乘法进行并行计算．
从以上的并行计算分析可以看出：与已有 ＦＴ算

法［４］仅简单地调用ＣｕＦＦＴ库函数进行ＧＰＵ加速相比，
本文ＦＴ－ＧＰＵ算法的并行计算全部在 ＧＰＵ端完成，仅需
要和ＣＰＵ进行３次数据传输，分别在Ｓｔｅｐ１和Ｓｔｅｐ４将ｒ
和Ｇｐ从ＣＰＵ端拷入ＧＰＵ端，在Ｓｔｅｐ８将Ｚ从ＧＰＵ端拷
回ＣＰＵ端，可以大量减少数据传输时间．

ＴＰＧＳｌｉ需要多次调用ＦＴ算法进行预条件的求解，将
ＦＴ算法升级为ＧＰＵ加速的ＦＴ－ＧＰＵ算法后，ＴＰＧＳｌｉ就升级
为其ＧＰＵ加速版本ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ．由于预条件矩阵ＧＡ是不
变的，所以对它进行ＬＵ分解所获得的两对角矩阵Ｇｐ也是
固定的，ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ多次调用ＦＴ－ＧＰＵ算法，在Ｓｔｅｐ４多次将
Ｇｐ从ＣＰＵ端拷贝至ＧＰＵ端，需要耗费大量的数据传输时
间．鉴于Ｇｐ是一个两对角矩阵，仅包含少于２Ｎ个非零元
素Ｎ＝ｎｘ×ｎｙ×ｎｚ，我们可以将Ｇｐ直接预存到ＧＰＵ端，以
节约数据传输时间，本文将这种改进的ＦＴ－ＧＰＵ算法称为
ＦＴ－ｉＧＰＵ，而将调用ＦＴ－ｉＧＰＵ算法的ＴＰＧＳｌｉ称为ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ．

５　实验结果

　　本次实验采用的是 ＶｉｓｕａｌＳｔｕｄｉｏ２０１０中的 Ｃ／Ｃ＋
＋语言实现算法，所有实验均运行于３２０ＧＨｚ主频的
Ｉｎｔｅｌ Ｃｏｒｅ（ＴＭ）ｉ７３９３０ｋＣＰＵ，内存容量为 ３２ＧＢ，显卡
为ＮＶＩＤＩＡＧＴＸ６８０，显存容量为４ＧＢ．

所有实验都采用了３种不同的芯片功耗分布进行对
比验证，为了保证测例的典型性与普适性，本文只在测例

１中采用均匀的功耗分布，测例２和测例３分别采用了
ＡＭＤ四核ｐｈｅｎｏｍ架构和Ｉｎｔｅｌ四核ｎｅｈａｌｅｍ架构的功耗
分布．３Ｄ芯片共有两个器件层，即附着于剪薄硅衬底的
互连层、３层含ＴＳＶ的剪薄硅衬底层与微压焊块层、附着
于常规衬底的互连层、８层常规厚度硅衬底共１４层，每层
共有１００１×１００１个节点，所以本测例的求解规模是１４Ｍ
个节点．三个测例的芯片总功耗均设为１００Ｗ，其中附着
于常规衬底的器件层产生了８０Ｗ功耗．
５１　算法的精度对比

ＴＰＧＩＣＣＧ和ＴＰＧＦＴＣＧ算法都具有内外两个循环，
ＴＰＧＳｌｉ作为单循环的ＴＰＧ分析算法，只具有外循环、而

无内循环．以上３种算法的判出条件为节点温度的改进
量｜δＴｉ｜＜ε１＝１０

－２，ＴＰＧＩＣＣＧ和ＴＰＧＦＴＣＧ的内循环判
出条件为残差｜ｒ｜＜ε２＝１０

－６．为了评估算法精度，本文将
采用残差限为ε２＝１０

－１６的ＴＰＧＩＣＣＧ求解结果作为比较
基准（ｇｏｌｄｅｎ），来比较以上３种算法在最大温度Ｔｍａｘ、平
均温度Ｔａｖｅ以及芯片功耗Ｐｃｈｉｐ三个参数上的分析误差．如
表２示，３种方法计算出的Ｔｍａｘ、Ｔａｖｅ以及Ｐｃｈｉｐ几乎相同，绝
对误差均在１０－２左右，相对误差均小于０１％，这表明以
上３种算法都是精确的ＴＰＧ热分析算法．
５２　算法的时间复杂度对比

采用三个测例对文中涉及的 ＴＰＧＩＣＣＧ、ＴＰＧ
ＦＴＣＧ、ＴＰＧＳｌｉ－ＣＰＵ、ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ、ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ的算法运行
时间进行比较，其运行时间依次标为Ｔ１～Ｔ５．如表２示，
本文使用Ｔｉ－１／Ｔｉ来分析采用单项加速技术所带来的改
进效果，使用Ｔ１／Ｔｉ来表示：相较于ＴＰＧＩＣＣＧ算法的运
行时间 Ｔ１，本文提出的４种改进算法所带来的总体加
速效果．通过对表３中数据的分析，可以得出如下结论：

（１）对于 ＴＰＧＦＴＣＧ，由于其内循环迭代次数较
ＴＰＧＩＣＣＧ算法大大的减少，其求解速度是 ＴＰＧＩＣＣＧ
的１６倍左右．

（２）与ＴＰＧＦＴＣＧ相比，ＴＰＧＳｌｉ－ＣＰＵ不含内循环，只
用一个外循环进行 ＴＰＧ求解，因此可以有效降低算法
的时间复杂度，其求解速度是 ＴＰＧＦＴＣＧ的３倍左右，
是ＴＰＧＩＣＣＧ的５６倍左右．

（３）与ＴＰＧＳｌｉ－ＣＰＵ相比，ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ通过 ＧＰＵ并行
加速来大幅度降低算法的运行时间，它的求解速度是

ＴＰＧＳｌｉ－ＣＰＵ的２倍左右，是ＴＰＧＩＣＣＧ的９０倍．
（４）与ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ相比，由于将两对角矩阵 Ｇｐ预

存在显存中，可以减少 ＣＰＵ端与 ＧＰＵ端的数据通信时
间，使得ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ在时间复杂度上又有了进一步的
降低．因此，其求解速度是 ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ的 １２倍，是
ＴＰＧＩＣＣＧ的１２０倍左右．

（５）如上所示，本文先后采用了４种加速技术成功地
将ＴＰＧ热分析效率提高了１２０倍，获得了满意的加速效
果，表明为了最大限度地提高热分析的效率，必须从算法

设计和计算平台这两方面对ＴＰＧ算法进行改进．
表２　不同算法的时间复杂度比

Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ
Ｃａｓｅ１ Ｃａｓｅ２ Ｃａｓｅ３

Ｔｉｍｅ（ｓ） Ｔｉ－１／Ｔｉ Ｔ１／Ｔｉ Ｔｉｍｅ（ｓ） Ｔｉ－１／Ｔｉ Ｔ１／Ｔｉ Ｔｉｍｅ（ｓ） Ｔｉ－１／Ｔｉ Ｔ１／Ｔｉ

ＴＰＧＩＣＣＧ（Ｔ１） １３６９０ Ｂａｓｅ Ｂａｓｅ １２０５３ Ｂａｓｅ Ｂａｓｅ １２８７９ Ｂａｓｅ Ｂａｓｅ

ＴＰＧＦＴＣＧ（Ｔ２） ６２５ ２１．９ ２１．９ ８０４ １５．０ １５．０ ７６０ １６．９ １６．９

ＴＰＧＳｌｉ－ＣＰＵ（Ｔ３） ２０２ ３．１ ６７．８ ２１５ ３．７ ５６．１ ３０４ ２．５ ４２．４

ＴＰＧＳｌｉ－ＧＰＵ（Ｔ４） １２９ １．６ １０６．１ １４３ １．５ ８４．３ １３６ ２．２ ９４．７

ＴＰＧＳｌｉ－ＩＧＰＵ（Ｔ５） １０９ １．２ １２５．６ １２１ １．２ ９９．６ １１６ １．２ １１１．０
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表３　算法的精确度对比

Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ Ｇｏｌｄｅｎ
ＴＰＧＩＣＣＧ ＴＰＧＦＴＣＧ ＴＰＧＳｌｉ－ＣＰＵ

Ｖａｌｕｅ Ｅｒｒｏｒ Ｖａｌｕｅ Ｅｒｒｏｒ Ｖａｌｕｅ Ｅｒｒｏｒ

Ｃａｓｅ１
Ｔｍａｘ（℃） ７８．１９６２３１ ７８．１９５６２２ －０．０００６０９ ７８．１８０６９２ －０．０１５５３９ ７８．１４１３６３ －０．０５４８６８
Ｔａｖｅ（℃） ７８．１０１９３５ ７８．１０１５１９ －０．０００４１６ ７８．０９３４３３ －０．００８５０２ ７８．０５７００４ －０．０４４９３１
Ｐｃｈｉｐ（Ｗ） ８０．１９４３６８ ８０．１７０６２４ －０．０２３７４４ ８０．１６１２７３ －０．０３３０９５ ８０．１６０２３７ －０．０３４１３１

Ｃａｓｅ２
Ｔｍａｘ（℃） ８１．４８１０７９ ８１．４８６１０８ ０．００５０２９ ８１．４３６８５６ －０．０４４２２３ ８１．４２２４５１ －０．０５８６２８
Ｔａｖｅ（℃） ７８．１５７８０４ ７８．１６２４０３ ０．００４５９９ ７８．１１７９６４ －０．０３９８４ ７８．１０６６２６ －０．０５１１７８
Ｐｃｈｉｐ（Ｗ） ８０．１８３１４１ ８０．１６９８４２ －０．０１３２９９ ８０．１６０８７１ －０．０２２２７ ８０．１６３０２１ －０．０２０１２

Ｃａｓｅ３
Ｔｍａｘ（℃） ８２．４２６８３２ ８２．４２８７５５ ０．００１９２３ ８２．４１０４４５ －０．０１６３８７ ８２．２６４０９７ －０．１６２７３５
Ｔａｖｅ（℃） ７８．２３０６１８ ７８．２３４７５６ ０．００４１３８ ７８．２１９４５３ －０．０１１１６５ ７８．１１７４９６ －０．１１３１２２
Ｐｃｈｉｐ（Ｗ） ８０．１８７９６３ ８０．１８４０３２ －０．００３９３１ ８０．１６０８３７ －０．０２７１２６ ８０．１５８１３２ －０．０２９８３１

６　结论
　　本文对考虑 Ｔ／Ｐ／Ｇ之间相互影响的 ＴＰＧ热分析
方法进行了系统地研究．为了寻找 ＴＰＧ高效的求解算
法，提出了一种基于快速傅里叶变换为预条件的高效

双循环算法 ＴＰＧＦＴＣＧ及其改进的单循环算法 ＴＰＧ
Ｓｌｉ，并且编写了 ＴＰＧＳｌｉ算法 ＧＰＵ并行加速版本 ＴＰＧ
Ｓｌｉ－ＧＰＵ算法及其改进算法 ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ．实验结果表明，
ＴＰＧＳｌｉ－ｉＧＰＵ算法不仅可以快速地进行 ＴＰＧ热分析，能
够对３Ｄ芯片进行精确而高效的热分析．
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