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　　摘　要：　本文利用非线性随机微分方程来合成间歇混沌信号，针对该信号表现出的１／ｆ噪声特征，在不同消失
矩的小波基下进行相关特性分析．仿真结果发现，在功率谱的中间频段内，该信号的功率谱密度表现出典型的１／ｆ噪
声特性，其小波变换系数方差与相应的小波尺度呈对数线性关系；且在该频段内，部分尺度下该间歇性信号的小波变

换系数的相关性随小波基的消失矩的增大而减小，在另一部分尺度下该相关性则随着消失矩的增大而增大．实验结果
表明，随小波消失矩的增大，并非在所有尺度下小波变换对该间歇性信号均具有去相关作用．论文讨论了小波变换系
数的方差和尺度的关系，详细分析了小波变换系数的相关性随小波消失矩的变化趋势．
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Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｉｎｔｅｒｍｉｔｔｅｎｃｙ；１／ｆｎｏｉｓｅ；ｗａｖｅｌｅｔｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ；ｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎ；

１　引言
　　１／ｆ噪声，也称为粉红噪声，是广泛存在于自然界
中的一种非平稳随机过程［１］，功率谱密度（ＰｏｗｅｒＳｐｅｃ
ｔｒａｌＤｅｎｓｉｔｙ，ＰＳＤ）Ｓ（ｆ）呈现出 Ｓ（ｆ）～Ａ／ｆβ（０＜β＜２，β
一般接近１）的形式的随机过程都可以认为是１／ｆ噪声．
１９２５年ＪＢＪｏｈｎｓｏｎ首次在真空电子管中发现了１／ｆ噪

声［２］，随后人们在半导体器件中也发现了１／ｆ噪声的存
在，不仅如此，在很多系统中都能观察到１／ｆ噪声，例如
生物，物理，音乐，医学，股票，自然灾害等［２～８］．虽然对
１／ｆ噪声的研究至今已有６０年左右，但是对于１／ｆ噪声
的具体产生机制依旧没有一个确切的定论，现存的一

些关于１／ｆ噪声的模型往往也只能在某些系统中适用．
然而对于１／ｆ噪声特性的研究依然是一个十分热门的
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领域，特别是近年来人们发现半导体器件中产生的１／ｆ
噪声的特性与器件的质量和可靠性有着密切的关系，

通过测量和研究半导体器件的１／ｆ噪声特性可以成为
一种有效评估半导体器件性能及其可靠性的无损检测

手段［９，１０］．１／ｆ噪声的长程相关性作为其重要特性之一，
其研究也具有十分重要的学术意义和应用价值．

随着非线性科学中混沌理论的建立和应用［１１，１２］，

人们发现混沌理论中存在一种间歇混沌（ｉｎｔｅｒｍｉｔｔｅｎｃｙ）
也可以产生１／ｆ噪声［１３］．相比传统的合成法，利用间歇
混沌来合成１／ｆ噪声的频率指数可调性更强，同时能在
很宽的频域内表现出１／ｆ噪声特性．间歇混沌，是系统
从规则有序转变到混沌状态的一种中间态，即系统时

而表现出有序时而表现出随机混沌的一种状态．通常
当系统的某些参数的变化突破某一临界值时，间歇混

沌就出现了．最早 Ｐｏｍｅａｕ和 Ｍａｎｎｅｖｉｌｌｅ提出了三种混
沌间歇模型［１４］，后来相继出现了诱发激变型间歇混沌

（ｃｒｉｓｉｓｉｎｄｕｃｅｄｉｎｔｅｒｍｉｔｔｅｎｃｙ）［１５］，含有不变子空间的非
线性动力学系统中的 ｏｎｏｆｆ型间歇混沌［１６，１７］等．最近，
又提出了用非线性随机微分方程（ＳｔｏｃｈａｓｔｉｃＤｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ
Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ，ＳＤＥｓ）产生间歇混沌以获取１／ｆ噪声信号的
方法［１８～２１］．文献［２１］中 Ｒｕｓｅｃｋａｓ将 ＳＤＥｓ结合非线性
动力学系统，发现当横截 Ｌ（Ｌｙａｐｕｎｏｖ）指数为零时，偏
离不变子空间的偏移量的 ＰＳＤ能在较宽的频带内表现
出１／ｆβ的特征．本文利用 Ｒｕｓｅｃｋａｓ提出的方法合成间
歇混沌信号，并利用小波变换对该合成信号进行分析，

发现在表现出１／ｆ噪声特性的频段内所对应的尺度与
小波变换系数的方差呈对数线性关系；同时，并非所有

尺度下小波变换对其均具有去相关性，仅在一部分尺

度下，该合成信号的小波变换系数的相关性随小波基

的消失矩的增大而减小，而在另一部分尺度下该相关

性则随着消失矩的增大而增大．此外，当小波基消失矩
一定时，小波变换系数的相关性均随尺度的增大而增

大．论文针对这种方法合成的１／ｆ噪声信号的上述特征
进行了详尽的分析．

２　理论方法

２１　１／ｆ噪声信号的间歇混沌合成
对于一个有如下结构的二维映射［１６］

ｘｎ＋１＝Ｆ（ｘｎ），ｙｎ＋１＝Ｇ（ｘｎ，ｙｎ） （１）
对ｘｎ都有Ｇ（ｘｎ，０）≡０，因此ｙ＝０代表一个不定子空
间．ｙｎ代表偏移不定子空间的偏移量．一般驱动变量 ｘｎ
是混沌的，横截Ｌ指数为

λ⊥ ＝ｌｉｍＮ→∞
１
Ｎ∑

Ｎ

ｎ＝１
ｌｎＧ（ｘｎ，ｙ）

ｙ ｙ＝０

（２）

当横截 Ｌ指数为０时，意味着Ｇ（ｘｎ，ｙ）／ｙｙ＝０＝１构
造一个最简的满足条件的映射Ｇ（ｘｎ，ｙｎ），有如下形式

Ｇ（ｘｎ，ｙｎ）＝ｙｎ １＋ｇ（ｘｎ）ｙｎ
η( )－１ （３）

考虑到ｇ（ｘｎ）是一个具有不确定递推关系的离散序列，
用ｗｎ代换 １＋ｇ（ｘｎ）ｙｎ

η( )－１ 得到

ｙｎ＋１＝ｗｎｙｎ，　η＞１ （４）
将式（４）两边取对数得到

ｓｎ＋１＝ｓｎ＋ｚｎ （５）
其中ｓｎ＝ｌｎｙｎ，ｚｎ＝ｌｎｗｎ，产生间歇性的临界条件为〈ｚ〉
＝０考虑到ｙｎ和 ｓｎ之间的高度非线性关系能够产生
间歇性，因此引入ｑ指数，定义如下

ｅｘｑ＝ ｘ１－( )ｑ( )＋１
１
１－ｑ （６）

此时ｙｎ＋１＝ｅ
ｓｎ＋１
η ，其中ｓｎ＋１＝ｌｎη ｙ( )ｎ ＋ｚｎ，最终可以得到

ｙｎ＋１＝ｅ
（ｌｎη（ｙｎ）＋ｚｎ）
η ＝（ｙ１－ηｎ ＋（１－η）ｚｎ）

１
１－η （７）

ｑ指数也具有高度非线性关系，因此式（７）也同样能够
产生混沌间歇性［１７］．由ｑ指数的定义式可以看出，当 ｓｎ
趋于１／（η－１）时，ｅη

ｓｎ趋于无穷大，此时 ｙｎ的值是不可
测的，即ｙ１－ηｎ ＋（１－η）ｚｎ不能趋于０但是，引入一个
反馈机制可有有效避免这个问题．考虑当 η＝３时，此
时ｘ＝１／（η－１）＝０５，因此在０５处引入反馈，即

ｓｎ＋１＝０５－ ｓｎ＋ｚｎ－０５ （８）
式（７）可转化为

ｙｎ＋１＝
１
１
ｙ２ｎ
－２ｚ

槡 ｎ

（９）

其中，变量ｚｎ的计算由下式给出

ｚｎ＝
〈（ｚ－〈ｚ〉）２〉
〈（ｘ－〈ｘ〉）２槡 〉

ｘｎ－〈ｘ( )〉 ＋〈ｚ〉 （１０）

理论上当〈ｚ〉＝０时，就能产生间歇性，这里取〈ｚ〉＝９×
１０－４，略大于０同时远远小于变量 ｚｎ的标准差，这样就
确保了一定能产生间歇性，方差〈（ｚ－〈ｚ〉）２〉＝１，迭代
驱动变量ｘｎ采用帐篷映射如下

ｘｎ＋１＝
２ｘｎ， ０≤ｘｎ≤

１
２

２－２ｘｎ，
１
２≤ｘｎ≤

{ １
（１１）

其中〈ｘ〉＝０５，〈（ｘ－〈ｘ〉）２〉＝１／１２，通过式（９）～
（１１）迭代 ｎ－１次后，就能产生长度为 ｎ的间歇性信
号，由ＳＤＥｓ产生的信号的ＰＳＤ具有１／ｆβ特性的部分的
频率指数β可由下式得到［１８，２１，２２］

β＝１＋ ν－３
２（η－１）

（１２）

这里ν＝η＝３，计算得β＝１
２２　１／ｆ噪声信号的小波系数相关性

１／ｆ噪声在空间上具有分形特征，即自相似性，在
时间上又具有长程相关性，信号中的每一点都蕴含着

丰富的信息．对于常用分析信号谱的方法，比如傅里叶

０９３１
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变换，在积分的过程中，可能丢失信号畸变点、突变点的

大量信息，这将影响分析结果并得到不准确的结论．在
以往分析信号的诸多方法中，应用比较广泛的小波分

析，是一种十分有效地时频分析方法，且小波变换的多

尺度特性，能准确的捕捉突变点的信息，其次小波也具

有自相似性，这些特点使得小波比较适合用于分析１／ｆ
噪声的特性．因此合成间歇混沌信号之后，我们用不同
消失矩的小波基对该信号进行小波分析．小波变换采
用最常见的二进制小波变换，设 １／ｆ噪声信号 ｙ（ｔ），
ｙ（ｔ）∈Ｌ２（Ｒ），其小波变换系数的方差和尺度的关
系为［２３］

Ｖａｒ（ｙｍｋ）＝σ
２２－βｍ （１３）

其中ｙｍｋ＝∫
∞

－∞
ｙ（ｔ）ψｍ，ｋ（ｔ）ｄｔ（ｋ，ｍ∈Ｚ），谱常量 σ

２＝

∫
∞

－∞

σ２ｘ
２πｆβ

Ψ（２πｆ）２ｄｆ，ψ（ｔ）为小波基函数，ψｍ，ｋ（ｔ）

＝２ｍ／２ψ（２ｍｔ－ｋ），ｍ为尺度因子，ｋ为平移因子．从式
（１３）可以看出，在对数坐标系下，小波变换系数的方差
与尺度ｍ呈线性关系．而在同一尺度 ｍ下小波变换系
数的相关函数

Ｅ［ｘｍｋｘ
ｍ
ｋ′］＝

２－ｍβ

２π∫
∞

－∞

σ２ｘ
ωβ Ψ

（ω）２ｅ－ｊ（ｋ－ｋ
′）ωｄω （１４）

如果小波基具有Ｎ阶消失矩［２３］，即

Ψｒ（ω）＝０，　 ｒ＝０，１，２，…，Ｎ－１ （１５）
此时ω是Ψ（ω）的Ｎ阶零点，记为Ψ（ω）＝ωＮΨ０（ω）

代入式（１４）可进一步得到

Ｅｘｍｋｘ
ｍ
ｋ

[ ]
′ ＝

σ２ｘ２
－ｍβ

π（ｋ－ｋ′）２Ｎ－β＋１

·∫
∞

－∞
ω

２Ｎ－β

Ψ０（
ω
ｋ－ｋ′）

２

ｅ－ｊωｄω （１６）

Ｎ为小波消失矩，从式（１６）可以看出当频率因子 β，ｋ－
ｋ′和尺度ｍ一定，且满足２Ｎ＋１＞β时，Ｅ和消失矩Ｎ的
关系主要由（ｋ－ｋ′）２Ｎ－β＋１和｜ω｜２Ｎ－β两项决定，随着消失
矩的增大，（ｋ－ｋ′）２Ｎ－β＋１项使得相关性 Ｅ减小，然而
｜ω｜２Ｎ－β项则会使相关性 Ｅ增大，即 Ｅ的变化趋势主要
受（ｋ－ｋ′）２Ｎ－β＋１和｜ω｜２Ｎ－β两项权重的影响．

３　仿真实验结果

　　利用迭代公式（９）产生长度 ｎ＝２２３的间歇信号 ｙｎ
如图１所示，其中图１（ａ）为时域波形，图１（ｂ）为信号
ｙｎ１０００个ＰＳＤ进行平均的结果．从图１（ａ）可以看出生
成的信号是稳定和爆发态交替出现的，说明生成的信

号具有间歇混沌信号的典型特征．从图１（ｂ）中可以看
出平均 ＰＳＤ在中间很宽的一段频率范围内表现出１／ｆ
噪声的特性，其大概频率范围为１０－５ｆ１０－１５，图中
的虚线部分则为该频段范围的线性拟合曲线，斜率 ｋ＝

－０９７７，这与之前理论部分计算的 β＝１相当接近，说
明生成的间歇性信号是正确的，且在中间频段内表现

出了我们所需要的１／ｆ噪声特性．

对ｙｎ进行小波变换，获得不同尺度下小波系数的
方差Ｖａｒ（ｙｍｋ）的对数值与尺度 ｍ的关系，其中利用 ｄｂ１
（Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ１）小波的计算结果如图２所示，其中虚线
为尺度５≤ｍ≤１９范围内的拟合曲线．从图２中可以看
出在尺度 ｍ∈［５，１９］时，方差的对数和尺度呈线性关
系．将这部分尺度等效换算成频率，即ｆｍ＝ｆ０／２

ｍ，其中ｆ０
为小波中心频率，小波变换使用的是 ｄｂ１小波，故中心
频率约为０９９６１，当尺度ｍ＝５时，ｆ５＝１０

－１５，同理可算

出ｆ１９＝１０
－５７．即在１０－５７ｆ１０－１５频段内，小波系数

的方差在对数坐标下与尺度 ｍ满足线性关系，再结合
图１（ｂ），ｙｎ的功率谱密度中表现出１／ｆ噪声特性的频
段１０－５ｆ１０－１５，可以看出两频段之间有较好的契合
性，这也与理论部分推导的１／ｆ噪声的小波变换系数方
差（对数坐标）与尺度 ｍ呈线性关系相一致．上述计算
结果表明该信号仅在此频段内具有１／ｆ噪声的特征．

为了分析小波变换对间歇性信号产生的１／ｆ噪声
的相关性的影响，在具有不同消失矩的 ｄｂ小波基下对
该间歇性信号ｙｎ做二进小波变换得到相应的小波变换
系数，然后对所得小波变换系数做自相关运算，由于计

算机内存的限制，消失矩Ｎ取１～９为了表征相关函数
序列整体相关性的大小，计算相关性函数序列的最大

１９３１
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值Ｅ，通过式（１６）即可获得不同尺度下 Ｅ与所选小波
基的消失矩 Ｎ的关系．从所有尺度中选取部分尺度下
的结果如图３所示，其中图３（ａ）为 ｍ＝１２，１７的结果，
图３（ｂ）为ｍ＝６，７的结果，内嵌图分别为所对应曲线的
放大图．从图３（ａ）中可以看出，相关性Ｅ随着消失矩 Ｎ

的增大而呈缓慢下降的趋势，且下降的趋势越来越小．
说明在尺度 ｍ＝１２，１７下小波变换具有去相关性的作
用．而从图３（ｂ）中可以看出，当ｍ＝６时，相关性Ｅ先随
着消失矩 Ｎ的增大而迅速下降随后有略微增大的趋
势，但增大的程度十分微弱，整体仍然呈现相关性减小

的趋势；而当ｍ＝７时，相关性 Ｅ随着消失矩 Ｎ的增大
而逐渐增大，此时小波变换具有增强相关性的作用．计
算结果显示，在尺度：１、３、４、５、６、８、１０、１２、１７、１８、２１下，
相关性随消失矩的增大而减小；而在尺度：２、７、９、１１、
１３、１４、１５、１６、１９、２０、２２、２３下，相关性随消失矩的增大
而增大．图３现象可由式（１６）进行解释，尺度ｍ＝６，１２，
１７下的积分项系数对相关性的影响起主要作用，而在
尺度ｍ＝７下的积分项对相关性的影响起主要作用．上
述现象表明，在部分尺度下小波变化系数的相关性 Ｅ
随消失矩Ｎ的增大而减小，即小波变化对１／ｆ噪声具有
去相关性的作用，而在另一些尺度下小波变化系数的

相关性Ｅ又随着 Ｎ的增大有增大的趋势，所以并非在
所有尺度下小波变换对该间歇性信号产生的１／ｆ噪声
均具有去相关性的作用．此外，当消失矩 Ｎ固定时小波
变换的尺度ｍ越大，对应的小波系数之间的相关性 Ｅ
越大，这是由于在小波空间分解１／ｆ类分形信号，大尺
度对应其低频部分的小波变换系数，而根据１／ｆ类分形
信号的频谱定义式（１），频率越低１／ｆ类分形信号的强
度越大，故大尺度下的小波变换系数之间的相关性就

越大．

４　结束语
　　本文对非线性随机微分方程产生的间歇性信号的
１／ｆ特性进行了分析，仿真实验首先利用随机微分方程
合成间歇性信号，其功率谱密度在中间较宽的频段范

围内表现出了１／ｆ噪声的典型特性．然后采用不同消失
矩的小波基对该间歇性信号进行小波变换，分别计算

了不同尺度下小波变换系数的相关性和方差，结果显

示，间歇性信号的ＰＳＤ表现出１／ｆ噪声特性的频段内所
对应的尺度与小波变换系数方差的呈对数线性关系；

此外在一部分尺度下该间歇性信号的小波变换系数的

相关性随小波基的消失矩的增大而衰减，在另一部分

尺度下该相关性则随着消失矩的增大而增大，证明了

小波变换并非在所有尺度下对该间歇性信号产生的１／ｆ
噪声均起到去相关性的作用．此外，当小波基消失矩一
定时，小波变换系数的相关性均随尺度的增大而增大．
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