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函数算术均值极限的黎曼积分形式及其

在 Ｒ０命题逻辑中的应用
吴洪博，王伦磊

（陕西师范大学数学与信息科学学院，陕西西安 ７１０１１９）

　　摘　要：　提出并证明了在有界闭域上非负且黎曼可积的多元函数的算数平均值极限的黎曼积分形式，还证明了
ｎ值Ｒ０命题逻辑中当ｎ趋于无穷大时公式的广义真度极限的存在定理；并根据在有界闭域上非负且黎曼可积的多元
函数的算数平均值极限的黎曼积分形式和ｎ值Ｒ０命题逻辑中当ｎ趋于无穷大时公式的广义真度极限的存在定理，在
连续值Ｒ０命题逻辑中建立了相对于局部有限理论的公式的广义真度理论，为在 Ｒ０命题逻辑中建立基于局部有限理
论的近似推理，广义积分语义理论等奠定了基础．
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１　引言
　　上世纪二十年代，Ｌｕｋａｓｉｅｗｉｃｚ关于三值命题逻辑的
论文ｏｎｔｈｒｅｅｖａｌｕｅｄｌｏｇｉｃ的发表标志着多值命题逻辑
研究工作的开始［１］．１９９８年Ｈáｊｅｋ于文献［２］中的研究
工作是对基于连续ｔ模建立的命题逻辑的系统总结．进
入二十一世纪，我国学者徐扬教授建立了格值命题逻

辑，已故学者王国俊教授建立了 Ｒ０命题逻辑，王三民教
授建立了ＮＭＬ命题逻辑，国外学者ＦＥｓｔａｖａ，ＬＧｄｏ建
立了ＭＴＬ命题逻辑等等［３～７］，这些命题逻辑的建立进

一步丰富了多值命题逻辑的研究内容．
语义理论是多值逻辑不可分割的组成部分，语义

理论的研究与发展始终伴随着多值命题逻辑的研究与

发展．二十一世纪初期王国俊教授提出的模糊推理的
三Ｉ算法理论，广义重言式理论，计量逻辑理论是关于
语义理论研究的重要组成部分．文献［７～２３］是关于这
些理论研究所取得的重要成果．文献［２４～２６］将计量
逻辑理论中的真度方法应用于多值模态逻辑和基于有

限迁移系统的线性时态逻辑的计量化方法的研究之
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中，并取得了一些重要成果．计量逻辑中的基本理论是
公式的真度理论［７，８］，文献［９］在 ｎ值 Ｒ０命题逻辑中建
立了公式相对于局部有限理论的广义真度理论．本文
的主要内容是在连续值Ｒ０命题逻辑中引入与ｎ值Ｒ０命
题逻辑中广义真度相和谐的公式相对于局部有限理论

的广义真度理论．首先，根据Ｒ０命题逻辑中公式的广义
真度理论研究的需要，给出了在测度不等于零的有界

闭域上多元非负可积函数的算数平均值极限的黎曼积

分形式；其次，证明了 ｎ值 Ｒ０命题逻辑中当 ｎ→∞时广
义真度极限的存在定理，特别地，当公式所诱导的逻辑

函数在由局部有限理论所决定的积分区域的测度不等

于零时，给出了广义真度极限的黎曼积分形式；最后，根

据ｎ值Ｒ０命题逻辑中当 ｎ→∞时广义真度极限的存在
定理，在连续值Ｒ０命题逻辑中建立了公式相对于局部
有限理论的广义真度理论．本文的结果将 ｎ值 Ｒ０命题
逻辑和连续值Ｒ０命题逻辑通过相对于局部有限理论的
公式的广义真度和谐地结合起来，将有助于计量逻辑

理论，近似推理理论，积分语义理论的进一步推广和

发展．

２　预备知识

　　定义１［７］　Ｒ０命题逻辑中的公式集Ｆ（Ｓ）是由可数
无穷集Ｓ＝｛ｐ１，ｐ２…｝和逻辑连接词┐，→，∧生成的
（１，２，２）型自由代数（Ｆ（Ｓ），（┐，→，∧））．称 Ｓ中的元
为命题变元．此外，在 Ｆ（Ｓ）中将┐（┐Ａ∧┐Ｂ）记作 Ａ
∨Ｂ．

Ｒ０命题逻辑中的推理规则是ＭＰ规则．
其中的公理集请参见文献［７］．

　　定义２［７］　设ｎ是不小于２的正整数，Ｗ＝［０，１］，

Ｗｎ {＝ ０，１ｎ－１，…，
ｎ－２
ｎ－１，

}１ ，在Ｗ和Ｗｎ中规定：

┐ｘ１＝１－ｘ１，ｘ１∧ｘ２＝ｍｉｎ｛ｘ１，ｘ２｝，

ｘ１ｘ２＝
１， ｘ１≤ｘ２
ｍａｘ｛１－ｘ１，ｘ２｝，{ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ

．

分别称（Ｗｎ，（┐，∧，）），（Ｗ，（┐，∧，））为 ｎ值Ｒ０
代数与Ｒ０单位区间，将它们分别记作Ｗｎ，Ｗ．
　　定义３［７］　映射ｖ：Ｆ（Ｓ）→Ｗｎ（或 Ｗ）称为 Ｆ（Ｓ）的
赋值，如果 ｖ是（┐，∧，）型代数同态．以 Ｗｎ为赋值
域的命题逻辑称为 ｎ值 Ｒ０命题逻辑，以 Ｗ为赋值域的
命题逻辑称为连续值 Ｒ０命题逻辑．用 Ω记以 Ｗｎ或 Ｗ
为赋值域的全体赋值之集．
　　定义４［７］　设公式Ａ＝Ａ（ｐ１，…，ｐｍ）由命题变元ｐ１，
…，ｐｍ生成．用ｘ１，…，ｘｍ分别替换 Ａ中的 ｐ１，…，ｐｍ，并
将逻辑连接词┐，→，∧翻译为 Ｒ０代数中相应的算子
┐，，∧，这样得到ｍ元函数 珔Ａ：Ｗｍｎ→Ｗｎ，珔Ａ：Ｗ

ｍ→Ｗ，

称之为由公式Ａ在相对应的Ｒ０命题逻辑中诱导的真值
函数．

由于双限制函数 珔Ａ Ｗｍｎ
∶Ｗｍｎ→Ｗ∩Ｗｎ就是 珔Ａ

，本

文将珔Ａ仍记作珔Ａ．

３　多元非负函数算术均值的极限定理
　　本节中有关黎曼积分，算数平均值等概念和性质
请参考文献［２８］．
　　定理１　非负函数算术均值的极限定理

设ａ＜ｂ，Ｄ［ａ，ｂ］ｍ，∫Ｄｄｘ１…ｄｘｍ≠０（ｍ∈Ｚ＋），函
数ｆ（ｘ１，…，ｘｍ）在Ｄ上非负且黎曼可积．

（１）设ｉ＝１，…，ｎ－１，在［ａ，ｂ］中插入ｎ－１个等分

点ａ＋ｉｎ（ｂ－ａ），将［ａ，ｂ］分割为ｎ个小区间，按照通常

方法将［ａ，ｂ］ｍ分割为ｎｍ个小方体；

（２）（ξ１，…，ξｍ）∈ ａ，…，ａ＋ｉｎ（ｂ－ａ），…，{ }ｂ
ｍ

，

以Δｎ表示点（ξ１，…，ξｍ）所在的小方体与 Ｄ相交的点
的集合．则

ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
（ξ１，…，ξｍ）∈Δｎ

ｆ（ξ１，…，ξｍ）

｜Δｎ｜
＝
∫Ｄｆ（ｘ１，…ｘｍ）ｄｘ１…ｄｘｍ
∫Ｄｄｘ１…ｄｘｍ

．

　　证明　我们仅以二元函数为例进行证明
由题设知ｆ（ｘ１，ｘ２）在有界闭域Ｄ上黎曼可积，我们

应用黎曼积分的定义对∫Ｄｆ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２进行计算．
首先，［ａ，ｂ］２中分点满足：当ｉ＝０，１，…，ｎ时，

ａ＋ ｉ
ｎ－１（ｂ－ａ） [∈ ａ＋ｉｎ（ｂ－ａ），ａ＋

ｉ＋１
ｎ（ｂ－

ａ ]） ，令 Δ {＝ ａ＋ ｉ
ｎ－１（ｂ－ａ）｜ｉ＝０，１，…， }ｎ ，

则δ（ξ１，ξ２）∈Δ
２，（ξ１，ξ２）属于且仅属于［ａ，ｂ］

２的分

割中的一个小方体，将相应的方体记作δ（ξ１，ξ２），将方
体 δ（ξ１，ξ２）的测度记作 ｍ（δ（ξ１，ξ２）），其值均

为
１
ｎ２
（ｂ－ａ）２．

Ｄ的分割是上述小方体 δ（ξ１，ξ２）与 Ｄ的交集构成
的集族，Ｄ的分割成员分为三类，记：

Δ１ｎ {＝ （ξ１，ξ２）∈Δ
２ δ（ξ１，ξ２）的内部包含于 }Ｄ ；

Δ２ｎ {＝ （ξ１，ξ２）∈Δ
２ δ（ξ１，ξ２）含有Ｄ }的边界点 ；

Δ３ｎ {＝ （ξ１，ξ２）∈Δ
２ δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ＝ } ．

由于Δ１ｎ∩Δ
２
ｎ＝，且 Δ

１
ｎ∪Δ

２
ｎ＝Δｎ，因此 Ｄ的分割

{就是 δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ｜（ξ１，ξ２）∈Δ }ｎ ．同时分块δ（ξ１，ξ２）
∩Ｄ的测度记作ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）．

令Ｓ＝∫Ｄｄｘ１ｄｘ２，则由题设知Ｓ＞０并且由文献［２８］

０１９１
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知Ｍ＞０使得（ｘ１，ｘ２）∈Ｄ，０≤ｆ（ｘ１，ｘ２）≤Ｍ．
在Ｄ的分割中，分块具有以下性质：

（ａ）当（ξ１，ξ２）∈Δ
１
ｎ时，ｍ（δ（ξ１，ξ２））－

Ｓ
Δｎ
０．

（ｂ）当（ξ１，ξ２）∈Δ
２
ｎ时， ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）－

Ｓ
Δｎ

≤ｍ（δ（ξ１，ξ２））．

（ｃ）由文献［２９］知：ｌｉｍ
ｎ→∞
∑

（ξ１，ξ２）∈Δ
１
ｎ∪Δ

２
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２））＝

ｌｉｍ
ｎ→∞
∑

（ξ１，ξ２）∈Δ
１
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２））＝Ｓ．

因此，ｌｉｍ
ｎ→∞
∑

（ξ１，ξ２）∈Δ
２
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２））＝０，ｌｉｍｎ→∞
Δ２ｎ
Δｎ
＝０．

因此，ε＞０，Ｎ∈Ｚ＋使得当ｎＮ时，

∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

１
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２）－Ｓ ＜ε３Ｍ，

∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

２
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２）） ＜ε３Ｍ，
Δ２ｎ
Δｎ
＜ ε３ＭＳ．

因此，结合（ａ），（ｂ），（ｃ）得：当ｎＮ时，

∑
（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）－Ｓ∑
（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）
Δｎ

＝ ∑
（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）－
Ｓ
Δ( )
ｎ

≤Ｍ∑
（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）－
Ｓ
Δｎ

＝Ｍ
∑

（ξ１，ξ２）∈Δ
２
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）－
Ｓ
Δ( )
ｎ

＋ ∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

１
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）－
Ｓ
Δ( )











ｎ

≤Ｍ ∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

２
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２））

　 ＋Ｍ∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

１
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２））－
Ｓ
Δ( )
ｎ

≤ ε
３＋Ｍ∑（ξ１，ξ２）∈Δ１ｎ ｍ（δ（ξ１，ξ２））－

Ｓ
Δ１ｎ
＋ Ｓ
Δ１ｎ
－ Ｓ
Δ( )
ｎ

≤ ε
３＋Ｍ ∑

（ξ１，ξ２）∈Δ
１
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２））－
Ｓ
Δ１( )(
ｎ

　　＋ ∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

１
ｎ

Ｓ
Δ１ｎ
－ Ｓ
Δ( ) )
ｎ

＝ε３＋Ｍ ∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

１
ｎ

ｍ（δ（ξ１，ξ２）－Ｓ

　　 ＋Ｍ ∑
（ξ１，ξ２）∈Δ

１
ｎ

Δ２ｎ
Δ１ｎ Δｎ

Ｓ

≤ ε
３＋

ε
３＋ＭＳ ∑

（ξ１，ξ２）∈Δ
１
ｎ

Δ２ｎ
Δｎ

＜ε３＋
ε
３＋

ε
３

＝ε

因此，结合黎曼积分的定义［２８］得

∫Ｄｆ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２
＝ｌｉｍ
ｎ→∞
∑

（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）ｍ（δ（ξ１，ξ２）∩Ｄ）

＝ｌｉｍ
ｎ→∞
Ｓ∑
（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）
Δｎ

＝∫Ｄｄｘ１ｄｘ２ｌｉｍｎ→∞
∑

（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）

Δｎ

即，ｌｉｍ
ｎ→∞

∑
（ξ１，ξ２）∈Δｎ

ｆ（ξ１，ξ２）

Δｎ
＝ １

∫Ｄｄｘ１ｄｘ２
∫Ｄｆ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２

４　ｎ值Ｒ０命题逻辑中广义真度极限

　　文献［７，８］中真度理论是从有限值命题逻辑和连续
值命题逻辑两个方面建立的．文献［９］在ｎ值Ｒ０命题逻
辑中通过计算公式属于Γ重言式之集的隶属度的方法建
立了公式相对于局部有限理论的广义真度理论，但并未

在连续值Ｒ０命题逻辑中建立与之相对应的广义真度理
论，或相对应的广义积分语义理论．本节我们将证明在ｎ
值Ｒ０命题逻辑中广义真度极限的存在性以及给出特定
条件下广义真度极限的黎曼积分形式．

首先，设Γ∪｛Ａ｝Ｆ（Ｓ），我们给出如下约定：ＳΓ＝
｛ｐ∈Ｓ｜Ｂ∈Γ，ｐ出现Ｂ中｝，ＳＡ＝Ｓ｛Ａ｝．如果ＳΓ是有限集
合，则称Γ是Ｆ（Ｓ）的局部有限理论．
　　定义５［９］　在ｎ值Ｒ０命题逻辑中，设Γ是Ｆ（Ｓ）的局
部有限理论，Ａ∈Ｆ（Ｓ），ｉ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，

Σ（Γ）＝｛ｖ∈ΩＢ∈Γ，ｖ（Ｂ）＝１｝≠，

Ｎ（Γ，Ａ，ｉ） {＝ ｖＳΓ∪ＳＡｖ∈Σ（Γ），ｖ（Ａ）＝
ｉ
ｎ }－１ ，

Ｎ（Γ，Ａ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｎ（Γ，Ａ，ｉ）．

令τｎ（Γ，Ａ）＝
１

Ｎ（Γ，Ａ）∑
ｎ－１

ｉ＝０

ｉ
ｎ－１Ｎ（Γ，Ａ，ｉ）．

当Σ（Γ）＝时，约定τｎ（Γ，Ａ）＝１．
称τｎ（Γ，Ａ）是公式Ａ的Γ真度．

其中ｖＳΓ∪ＳＡ∶ＳΓ∪ＳＡ→Ｗｎ是赋值ｖ：Ｆ（Ｓ）→Ｗｎ在ＳΓ∪ＳＡ
上的限制．
　　注１　ｉ，ｊ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，当ｉ≠ｊ时

{
，

ｖ∈Σ（Γ） ｖ（Ａ）＝ ｉ
ｎ }－１ {∩ ｖ∈Σ（Γ） ｖ（Ａ）＝ ｊ

ｎ }－１
＝．

因此，Ｎ（Γ，Ａ）＝∑
ｎ－１

ｉ＝０
Ｎ（Γ，Ａ，ｉ） {＝ ｖＳΓ∪ＳＡ ｜ｖ∈Σ

（Γ }） ．
不妨设 ＳΓ∪ＳＡ＝｛ｐ１，…，ｐｍ｝，根据文献［２７］知
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{ｖＳΓ∪ＳＡ｜ｖ∈Σ（Γ }） ，即Ｎ（Γ，Ａ），是一个值不大于ｎｍ

的，以ｎ为变元的多项式．
　　定理２　广义真度极限的存在定理

在ｎ值Ｒ０命题逻辑中，设Γ是Ｆ（Ｓ）的局部有限理
论，Ａ∈Ｆ（Ｓ），则ｌｉｍ

ｎ→∞
τｎ（Γ，Ａ）存在．

　　证明　在定义５中，Γ真度可以表示为：

τｎ（Γ，Ａ）＝
１

（ｎ－１）Ｎ（Γ，Ａ）∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｉＮ（Γ，Ａ，ｉ）．

由于∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｉＮ（Γ，Ａ，ｉ）≤∑

ｎ－１

ｉ＝０
（ｎ－１）Ｎ（Γ，Ａ，ｉ）＝（ｎ－１）Ｎ

（Γ，Ａ），结合注１知多项式∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｉＮ（Γ，Ａ，ｉ）次数不高于多

项式（ｎ－１）Ｎ（Γ，Ａ）次数，

因此ｌｉｍ
ｎ→∞

１
（ｎ－１）Ｎ（Γ，Ａ）

·∑
ｎ－１

ｉ＝０
ｉＮ（Γ，Ａ，ｉ）存在，此即

表明ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（Γ，Ａ）存在．

　　定理３　广义真度的均值形式
在ｎ值Ｒ０命题逻辑中，设Γ是Ｆ（Ｓ）的局部有限理

论，Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ∪ＳＡ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝，
令Δｎ（Γ，Ａ）＝｛（ｘ１，…，ｘｍ）∈Ｗ

ｍ
ｎ｜Ｂ∈Γ，Ｂ（ｘ１，

…，ｘｍ）＝１｝≠．

则τｎ（Γ，Ａ）＝
１

｜Δｎ（Γ，Ａ）｜ ∑
（ｘ１，…，ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ）

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）．

其中珔Ａ：Ｗｍｎ→Ｗｎ是通过公式Ａ诱导的函数．
　　证明　（１）ｉ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，

令Δｎ（Γ，Ａ，ｉ） {＝ （ｘ１，…ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ）｜珔Ａ（ｘ１，…

ｘｍ）＝
ｉ
ｎ }－１ ．由于当ｉ≠ｊ时Δｎ（Γ，Ａ，ｉ）∩Δｎ（Γ，Ａ，ｊ）＝

，而且Δｎ（Γ，Ａ）＝∪
ｎ－１

ｉ＝０
Δｎ（Γ，Ａ，ｉ），

从 而， ∑
（ｘ１，…，ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ）

珔Ａ （ｘ１，…，ｘｍ ） ＝∑
ｎ－１

ｉ＝０

∑
（ｘ１，…，ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ，ｉ）

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）．

（２）ｉ∈｛０，１，…，ｎ－１｝，定义 ｈｉ：Ｎ（Γ，Ａ，ｉ）→Δｎ
（Γ，Ａ，ｉ）如下：ｈｉ（ｖ｜｛ｐ１，…，ｐｍ｝）＝（ｖ（ｐ１），…，ｖ（ｐｍ））．参照
文献［９］可以证明：ｈｉ是双射．

因此，
ｉ
ｎ－１Ｎ（Γ，Ａ，ｉ）＝ ∑

（ｘ１，…，ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ，ｉ）

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）．

因此，∑
ｎ－１

ｉ＝０

ｉ
ｎ－１Ｎ（Γ，Ａ，ｉ）＝∑

ｎ－１

ｉ＝０
∑

（ｘ１，…，ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ，ｉ）

珔Ａ

（ｘ１，…，ｘｍ）．因此，根据Ｎ（Γ，Ａ）＝｜Δｎ（Γ，Ａ）｜及定义２
和定义５可知

τｎ（Γ，Ａ）＝
１

｜Δｎ（Γ，Ａ）｜ ∑
（ｘ１，…，ｘｍ）∈Δｎ（Γ，Ａ）

珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）．

　　定理４　广义真度极限的积分形式
在ｎ值Ｒ０命题逻辑中，设Γ是Ｆ（Ｓ）的局部有限理

论，Ａ∈Ｆ（Ｓ），ＳΓ∪ＳＡ＝｛ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ｝，令 Δ［０，１］（Γ，Ａ）
＝｛（ｘ１，…，ｘｍ）∈［０，１］

ｍ｜Ｂ∈Γ，珔Ｂ＝（ｘ１，…，ｘｍ）＝

１｝．如 果 ∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１…ｄｘｍ ≠ ０，则 ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（Γ，Ａ） ＝

１

∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１…ｄｘｍ
∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）ｄｘ１…ｄｘｍ．其中 珔Ａ：

［０，１］ｍ→［０，１］是公式Ａ诱导的函数．
　　证明　由文献［２７］可知公式Ａ诱导的函数

珔Ａ：Ｗｍ→Ｗ在Δ［０，１］（Γ，Ａ）上是非负且黎曼可积的，

且由题设知∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１…ｄｘｍ≠０．在定理１的题设中取
ａ＝０，ｂ＝１，根据定理３中Δｎ（Γ，Ａ）的定义和定义２中
Ｗｎ的定义及Δｎ（Γ，Ａ）Δ［０，１］（Γ，Ａ）可知 Δｎ＝Δｎ（Γ，
Ａ）．因此根据定理１，再结合定理３得：

ｌｉｍ
ｎ→∞
τｎ（Γ，Ａ）＝

∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）ｄｘ１…ｄｘｍ
∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１…ｄｘｍ

．

５　连续值Ｒ０命题逻辑中的广义真度

　　根据ｎ值Ｒ０命题逻辑中广义真度极限的存在定理

和广义真度极限的黎曼积分形式，本节中我们将在连

续值Ｒ０命题逻辑中给出公式相对于局部有限理论的广
义真度的合理形式，使得通过广义真度的形式将有限

值Ｒ０命题逻辑和连续值 Ｒ０命题逻辑和谐的结合在
一起．
　　定义６　在连续值Ｒ０命题逻辑中，设Γ是Ｆ（Ｓ）中
的局部有限理论，Ａ∈Ｆ（Ｓ）．ｎ∈Ｚ＋ －｛１｝，τｎ（Γ，Ａ）
是Ａ在ｎ值Ｒ０命题逻辑中相对于局部有限理论Γ的广
义真度．称ｌｉｍ

ｎ→∞
τｎ（Γ，Ａ）为公式 Ａ在连续值 Ｒ０命题逻辑

中的相对于局部有限理论 Γ的广义真度，将其记作
τ［０，１］（Γ，Ａ）．即，τ［０，１］（Γ，Ａ）＝ｌｉｍｎ→∞τｎ（Γ，Ａ）．

　　定理５　在连续值Ｒ０命题逻辑中，设Γ是Ｆ（Ｓ）中的
局部有限理论，Ａ（ｐ１，…，ｐｍ）是由命题变元ｐ１，…，ｐｍ生成

的公式．如果∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１…ｄｘｍ ≠ ０，则 τ［０，１］（Γ，Ａ）＝
１

∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１…ｄｘｍ
∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）珔Ａ（ｘ１，…，ｘｍ）ｄｘ１…ｄｘｍ．

　　证明　这是定理４和定义６的直接结果．
　　例１　在连续值Ｒ０命题逻辑中，设

Γ１＝｛（ｐ１→ｐ２）→ｐ２｝，Γ２＝｛ｐ１→ｐ２，ｐ２→ｐ１｝．Ａ＝ｐ１
∧ｐ２．请计算τ［０，１］（Γ１，Ａ），τ［０，１］（Γ２，Ａ）．
　　解答

（１）由公式（ｐ１→ｐ２）→ｐ２诱导的函数形式是（ｘ１
ｘ２）ｘ２．根据定义２，定义４可知
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（ｘ１ｘ２）ｘ２＝

ｘ２， ｘ１≤ｘ２
１， ｘ１＞ｘ２，ｘ１＋ｘ２１
ｘ１， ｘ１＞ｘ２，ｘ１＋ｘ２

{ ＜１
．

因此，Δ［０，１］（Γ１，Ａ）＝｛（ｘ１，ｘ２）∈［０，１］
２｜（ｘ１ｘ２）

ｘ２＝１｝

{＝ （ｘ１，ｘ２）∈［０，１］
２ ｘ２＝１，

ｘ１＞ｘ２
１≤ｘ１＋ｘ{ }

２

．

由于∫Δ［０，１］（Γ，Ａ）ｄｘ１ｄｘ２＝
１
４，根据定理５得：

τ［０，１］（Γ１，Ａ）＝
１

∫Δ［０，１］（Γ１，Ａ）ｄｘ１ｄｘ２
∫Δ［０，１］（Γ１，Ａ）珔Ａ（ｘ１，ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２

＝４×∫Δ［０，１］（Γ１，Ａ）（ｘ１∧ｘ２）ｄｘ１ｄｘ２
＝４×∫

１

１
２
（∫

ｘ１

１－ｘ１
ｘ２ｄｘ２）ｄｘ１

＝１２．

（２）由Γ２中的公式ｐ１→ｐ２，ｐ２→ｐ１诱导的函数为ｘ１
ｘ２，ｘ２ｘ１，因此根据定义２得：
Δ［０，１］（Γ２，Ａ）＝｛（ｘ１，ｘ２）∈［０，１］

２｜ｘ１ｘ２＝１，ｘ２ｘ１＝１｝

＝｛（ｘ１，ｘ２）∈［０，１］
２｜ｘ１＝ｘ２｝．由于∫Δ［０，１］（Γ２，Ａ）ｄｘ１ｄｘ２＝０，

只能通过定义６计算 τ［０，１］（Γ２，Ａ）．首先，ｎ∈Ｚ
＋ －

｛１｝，Δｎ（Γ２，Ａ）＝｛（ｘ１，ｘ２）∈Ｗ
２
ｎ! ｘ１ｘ２＝１，ｘ２ｘ１＝

１｝＝｛（ｘ１，ｘ２）∈［０，１］
２｜ｘ１＝ｘ２｝

{＝ （
ｉ
ｎ－１，

ｉ
ｎ－１）｜ｉ＝０，１，…，ｎ }－１ ．因此根据定理

３得：

τｎ（Γ２，Ａ）＝
１

｜Δｎ（Γ２，Ａ）｜ ∑
（ｘ１，ｘ２）∈Δｎ（Γ２，Ａ）

珔Ａ（ｘ１，ｘ２）

＝ １
｜Δｎ（Γ２，Ａ）｜ ∑

（ｘ１，ｘ２）∈Δｎ（Γ２，Ａ）
（ｘ１∧ｘ２）

＝１ｎ∑
ｎ－１

ｉ＝０

ｉ
ｎ－１＝

１
２．

因此根据定义６得：

τ［０，１］（Γ２，Ａ）＝ｌｉｍｎ→∞τｎ（Γ２，Ａ）＝
１
２．

６　后记
　　本文将在有界闭域上非负且黎曼可积的多元函数
算术平均值极限的黎曼积分形式和ｎ值Ｒ０命题逻辑中
公式相对于局部有限理论的广义真度的极限存在定理

相结合，在连续值Ｒ０命题逻辑中建立了公式相对于局
部有限理论的广义真度理论，不但进一步完善了 Ｒ０命
题逻辑中公式相对于局部有限的广义真度理论，而且

使得两种Ｒ０命题逻辑通过广义真度理论的形式紧密的
联系在一起，同时为在 Ｒ０命题逻辑中建立基于局部有

限理论的广义真度理论的近似推理理论，计量逻辑理

论，积分语义理论等奠定了基础．

致谢　作者对评审人和编委给出的诚挚的修改建议
表示衷心感谢．
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