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摘 要： 压缩感知是建立在矩阵分析、统计概率论、拓扑几何、优化与运筹学、泛函分析等基础上的一种全新的

信息获取与处理的理论框架．它基于信号的可压缩性，通过低维空间、低分辨率、欠 Ｎｙｑｕｉｓｔ采样数据的非相关观测来
实现高维信号的感知．压缩感知不仅让我们重新审视线性问题，而且丰富了关于信号恢复的优化策略，极大的促进了
数学理论和工程应用的结合．目前，压缩感知的研究正从早期的概念理解、数值仿真、原理验证、系统初步设计等阶段，
转入到理论的进一步深化，以及实际系统的开发与应用阶段．本文分析了压缩感知的原理与应用，综述了压缩感知的
最新进展及存在的问题，指出了进一步研究的方向．
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１ 引言

众所周知，在奈奎斯特（Ｎｙｑｕｉｓｔ）采样定理为基础的
传统数字信号处理框架下，若要从采样得到的离散信号

中无失真地恢复模拟信号，采样速率必须至少是信号带

宽的两倍．然而，随着当前信息需求量的日益增加，信号
带宽越来越宽，在信息获取中对采样速率和处理速度等

提出越来越高的要求．最近由 ＤＤｏｎｏｈｏ、ＥＣａｎｄèｓ及华
裔科学家ＴＴａｏ等人提出的压缩感知（ＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓ
ｉｎｇ，ＣＳ）理论［１～５］指出了一条将模拟信号“经济地”转化
为数字形式的压缩信号的有效途径：利用变换空间描述

信号，通过直接采集得到少数“精挑细选”的线性观测数

据（这些数据是包含了信号全部信息的压缩数据），将信

号的采样转变成信息的采样，通过解一个优化问题就可

以从压缩观测的数据中恢复原始信号．在该理论下，信
号的采样速率不再取决于信号的带宽，而是取决于信息

在信号中的结构与内容，因此在满足（１）信号的可压缩
性，（２）表示系统与观测系统的不相关性两大条件下，从
低分辨观测中恢复高分辨信号就成为了可能．

压缩感知是建立在矩阵分析、统计概率论、拓扑几

何、优化与运筹学、泛函分析与时频分析等基础上的一

种新的信号描述与处理的理论框架．ＣＳ理论避开了高
速采样，一旦实践成功，就意味着信号的采样与处理都

可以以非常低的速率进行，这将显著降低数据存储和传

输代价，以及信号处理时间和计算成本，给信号处理领

域带来新的冲击．另一方面，这种压缩观测的思想也给
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高维数据分析指出了一条新的途径．因此，ＣＳ理论一经
提出，就在信息论［６～８］、医疗成像［９～１５］、光学／遥感成
像［１６～２１］、无线通信［２２～２６］、模式识别［２７～３１］、生物传

感［３２～３５］、雷达探测［３６，３７］、地质勘探［３８，３９］、天文［４０］、集成

电路分析［４１］、超谱图像处理［４２］、图像压缩［４３］、图像超分

辨重建［４４］等领域受到高度关注，并被美国科技评论评

为“２００７年度十大科技进展”，ＤＤｏｎｏｈｏ因此还获得了
“２００８年 ＩＥＥＥＩＴ学会最佳论文奖”．如今 ＣＳ理论自身
也表现出强大的生命力，已发展了分布式 ＣＳ理
论［４５～４７］，１ＢＩＴＣＳ理论［４８，４９］，ＢａｙｅｓｉａｎＣＳ理论［５０～５２］，无
限维ＣＳ理论［５３］，变形 ＣＳ理论［５４］、谱 ＣＳ［５５］、边缘 ＣＳ理
论［５６］、ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＣＳ理论［５７］、块 ＣＳ理论［５８］等．它们不仅
为许多应用科学如统计学、信息论、编码理论、计算机

科学等带来了新的启发，而且在许多工程领域如低成

本数码相机和音频采集设备、节电型图像采集设备、高

分辨率地理资源观测、分布式传感器网络、超宽带信号

处理等都具有重要的实践意义．尤其是在成像方面如
地震勘探成像和核磁共振成像中，基于 ＣＳ理论的新型
传感器已经设计成功，将对昂贵的成像器件的设计产

生重要的影响［９～１１］．在宽带无线频率信号分析中，基于
ＣＳ理论的欠 Ｎｙｑｕｉｓｔ采样设备的出现，将摆脱目前 Ａ／Ｄ
转换器技术的限制困扰［５９～６１］．

目前，ＣＳ理论与应用研究正在如火如荼地进行：在
美国、欧洲等许多国家的知名大学如麻省理工学院、莱

斯大学、斯坦福大学、杜克大学等都成立了专门课题组

对ＣＳ进行研究；２００８年，贝尔实验室，Ｉｎｔｅｌ，Ｇｏｏｇｌｅ等知
名公司也开始组织研究ＣＳ；２００９年，美国空军实验室和
杜克大学联合召开了ＣＳ研讨会，美国国防先期研究计
划署（ＤＡＲＰＡ）和国家地理空间情报局（ＮＧＡ）等政府部
门成员与数学、信号处理、微波遥感等领域的专家共同

探讨了 ＣＳ应用中的关键问题；第二次以“压缩感知和
高维数据分析”为主题的研讨会也将在２０１１年的７月
２６～２８日在杜克大学召开．在国内，一些高校和科研机
构也开始跟踪 ＣＳ的研究，如清华大学、中科院电子所、
西安交通大学和西安电子科技大学等．自从２００６年 ＣＳ
的提出，在 ＩＥＥＥ的信号处理汇刊、信号处理快报汇刊、
信号处理杂志、信息论汇刊等国际知名期刊上开始涌

现出上百篇关于 ＣＳ理论与应用方面的文献．２０１０年，
ＩＥＥＥＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｅｌｅｃｔｅｄＴｏｐｉｃｓｉｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ专门出
版了一期关于 ＣＳ的专刊，促进了 ＣＳ理论在各个领域
应用成果的交流．２０１１年 ４月，第一本关于 ＣＳ的专著
《ＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓｉｎｇ：ＴｈｅｏｒｙａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ》出版，不仅系
统的介绍了ＣＳ的概念，而且汇集了世界各国学者在 ＣＳ
理论和应用上的观点和成功范例．国家自然科学基金
委也自２００９年资助了多项压缩感知方法的研究，涉及
认知无线电、雷达成像、信号稀疏表示、多媒体编码、人

脸识别等领域．
本文将以压缩感知的理论与应用为主线，综述压

缩感知基础理论、关键问题以及典型的应用，展望未来

的研究方向．

２ 压缩感知基础理论

在介绍压缩感知理论之前，需要指出的是：尽管压

缩感知理论最初的提出是为了克服传统信号处理中对

于奈奎斯特采样要求的限制，但是它与传统采样定理

有所不同．首先，传统采样定理关注的对象是无限长的
连续信号，而压缩感知理论描述的是有限维观测向量

空间的向量；其次，传统采样理论是通过均匀采样（在

很少情况下也采用非均匀采样）获取数据，压缩感知则

通过计算信号与一个观测函数之间的内积获得观测数

据；再次，传统采样恢复是通过对采样数据的 Ｓｉｎｃ函数
线性内插获得（在不均匀采样下不再是线性内插，而是

非线性的插值恢复），压缩感知采用的则是从线性观测

数据中通过求解一个高度非线性的优化问题恢复信号

的方法．首先介绍压缩感知的数学模型．
２．１ 压缩感知的数学模型

若将 Ｎ维实信号 ｘ∈ＲＮ×１在某组正交基｛ψｉ｝Ｎｉ＝１
（ψｉ为Ｎ维列向量）下进行展开，即：

ｘ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
θｉψｉ （１）

其中展开系数θｉ＝＜ｘ，ψｉ＞＝ψＴｉｘ．写成矩阵的形式，
可以得到：

ｘ＝Ψθ （２）
这里Ψ＝［ψ１，ψ２，…，ψＮ］∈Ｒ

Ｎ×Ｎ为正交基字典矩

阵（满足ΨΨ
Ｔ＝ΨＴΨ ＝Ｉ），展开系数向量θ＝［θ１，θ２，

…，θＮ］
Ｔ．假设系数向量θ是Ｋ稀疏的，即其中非零系

数的个数 Ｋ＜＜Ｎ，那么采用另一个与正交基字典Ψ 不
相关的观测矩阵Φ：Ｍ×Ｎ（Ｍ＜＜Ｎ）（这里Φ 的每一行
可以看作是一个传感器，它与系数相乘，获取了信号的

部分信息），对信号 ｘ执行一个压缩观测：
ｙ＝Φｘ （３）

就可以得到 Ｍ个线性观测（或投影）ｙ∈ＲＭ，这些少量
线性投影中则包含了重构信号 ｘ的足够信息，如图 １
所示．
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从 ｙ中恢复ｘ是一个解线性方程组的问题，但从
方程（３）上看，这似乎是不可能的，因为这是一个未知
数个数大于方程个数的病态方程，存在无穷多个解．但
是，将式（２）带入式（３），记 ＣＳ信息算子 ＡＣＳ＝ΦΨ，可以
得到：

ｙ＝ΦΨθ＝ＡＣＳθ （４）
虽然从 ｙ中恢复θ也是一个病态问题，但是因为系数θ
是稀疏的，这样未知数个数大大减少，使得信号重构成

为可能．那么在什么情况下式（４）的解是存在的呢？可
以证明：只要矩阵 ＡＣＳ中任意２Ｋ列都是线性独立的，那
么至少存在一个 Ｋ稀疏的系数向量θ满足ｙ＝ＡＣＳθ．换
言之，在满足上述要求的情况下，通过求解一个非线性

优化问题就能从观测 ｙ、观测矩阵Φ 和字典矩阵Ψ 中
近乎完美的重建信号 ｘ．信号压缩感知的过程如图 ２
所示：

２．２ 压缩感知的条件

从信号的压缩观测中实现信号的重建是需要满足

一定条件的：首先，对于由正交基字典矩阵Ψ确定的表

示系统，要满足信号在Ψ下的稀疏性或可压缩性，即信

号需要在变换空间下的展开系数足够的稀疏；其次，假

设在表示系统中能够获得 Ｋ稀疏的系数，对于由观测
系统Φ 所确定的 ＣＳ信息算子 ＡＣＳ，需要满足任意 ２Ｋ
列都是线性无关的．在这两个条件都同时满足时，就可
以通过求解如下问题：

ｍｉｎ
θ
‖θ‖０

ｓ．ｔ．ｙ＝Φｘ＝ＡＣＳ
{

θ
（５）

获得一个唯一确定的解，即稀疏系数向量θ，将它与字

典相乘，就可以得到信号 ｘ＝Ψθ．观察式（５）就会发现：

为了求得稀疏系数，需要穷举θ中所有可能的
Ｎ( )Ｋ 个

非零项的组合，这是一个ＮＰｈａｒｄ的非凸优化问题．
目前求解该问题主要有两类方法：以匹配追踪

（ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＭＰ）［６２］和正交匹配追踪（Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ
ＭａｔｃｈｉｎｇＰｕｒｓｕｉｔ，ＯＭＰ）［６３］为代表的贪婪算法，以及迭代
阈值收缩为代表的门限算法［６４］．贪婪算法存在的问题
是时间代价过高，无法保证收敛到全局最优；而门限算

法虽然时间代价低，但对数据噪声十分敏感，解不具有

连续性，且不能保证收敛到全局极小．由 Ｃａｎｄèｓ和
Ｄｏｎｏｈｏ提出的 ｌ１范数下的凸化压缩感知恢复框架是一
个里程碑式的工作，它的基本思想是将式（５）的非凸的

优化目标用 ｌ１范数来代替［３］：
ｍｉｎ
θ
‖θ‖１

ｓ．ｔ．ｙ＝ＡＣＳ
{

θ
（６）

这就将式（５）的优化问题变成了一个凸优化问题，可以
方便地转化为线性规划问题求解，因此称之为凸化的

压缩感知框架．
ＣＳ理论提出之初，绝大多数研究都建立在此基础

上．在有限等距性质（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＰｒｏｐｅｒｔｙ，ＲＩＰ）和
有限等距常数（ＲｅｓｔｒｉｃｔｅｄＩｓｏｍｅｔｒｙＣｏｎｓｔａｎｔ，ＲＩＣ）框架
下［３，６５～６７］，一些学者证明了 ｌ１范数和 ｌ０范数的等价条
件，２００８年，Ｃａｎｄèｓ给出了有限等距常数需满足的条
件［２］：δ２Ｓ＜０４１４；２００９年，ＦｏｕｃａｒｔａｎｄＬａｉ等人将此界放
松：δ２Ｓ＜０４５３１［６５］；之后 Ｃａｉ等人又证明：δ２Ｓ＜
０４７２［６６］．２０１０年，Ｃａｉ等人给出新的 ＲＩＣ界：δＳ＜
０３０７［６７］．但是，判断一个矩阵是否满足ＲＩＰ，以及其ＲＩＣ
的计算都是非常困难的，除ＲＩＰ理论可以衡量某个测量
矩阵能处理稀疏信号的能力外，Ｄｏｎｏｈｏ还提出了相关
性判别理论［６８］，Ｅｌａｄ提出了矩阵 Ｓｐａｒｋ判别理论［６９］、
Ｋａｓｈｉｎ和 Ｔｅｍｌａｋｏｖ提出了测量算子零空间理论［７０］，以
及Ｄｏｎｏｈｏ和 Ｔａｎｎｅｒ的 ｋｎｅｉｇｈｂｏｒｌｙ理论等．相关性判别
理论采用矩阵 ＡＣＳ的互相关系数 （ｍｕｔｕａｌｃｏｈｅｒｅｎｃｅｃｏｅｆ
ｆｉｃｉｅｎｔ）衡量压缩重建的条件．互相关系数定义为矩阵
任意两个归一化列向量之间的相关系数的最大值，该

值介于０和１之间，取值越小则说明矩阵 ＡＣＳ列之间的
相关性越弱，即观测矩阵与字典矩阵之间具有低相关

性．Ｓｐａｒｋ常数定义为矩阵线性相关向量组的最小数目，
取值越大则说明矩阵 ＡＣＳ列之间的相关性越弱．Ｄｏｎｏｈｏ
和 Ｅｌａｄ早在２００３就指出：对于式（４）的欠定系统，若要
通过求解式（５）的非线性优化问题唯一确定地得到一
个 Ｋ稀疏的解θ，矩阵 ＡＣＳ的 Ｓｐａｒｋ常数至少要等于
２Ｋ，但是矩阵 Ｓｐａｒｋ常数的计算也是一个ＮＰ难问题．总
结来说，关于压缩重建的条件可以通过矩阵 ＡＣＳ的三个
定量指标衡量，即互相关系数、Ｓｐａｒｋ常数和 ＲＩＣ．在这
些理论中，只有 Ｄｏｎｏｈｏ提出的相关性判别理论可以较
为直观的用来判别某一测量矩阵的形态．
２．３ 压缩感知的关键要素

从上述数学模型可知，压缩感知理论的实现包含

三个关键要素：稀疏性、非相关观测、非线性优化重建，

其中信号的稀疏性是压缩感知的必备条件，非相关观

测是压缩感知的关键，非线性优化是压缩感知重建信

号的手段．
信号的稀疏性是压缩感知理论的一个重要前提，

并且直接影响着信号感知的效率．由统计理论和组合
优化理论可知：在满足重构条件时，通过选择合适的观

测方式和重建算法，仅需要 Ｋ＋１次观测就可将 Ｎ维空
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间的 Ｋ－稀疏信号精确地重建．２００７年 Ｃａｎｄèｓ也指出，
对于随机高斯和随机 ±１的 Ｒａｄｅｍａｃｈｅｒ观测矩阵，
Ｏ（Ｋｌｏｇ（Ｎ／Ｋ））的采样就能将 Ｎ维信号的Ｋ个最大
值以较高的概率稳定重建．因此，信号在字典矩阵Ψ下
的表示越稀疏，高概率精确重构所需要的观测数目就

越少．
压缩感知的关键是观测矩阵的构造．作为感知的

前端，观测系统要求物理上容易实现，并且与表示系统

所形成的ＣＳ信息算子矩阵 ＡＣＳ具有较小的ＲＩＣ．观测矩
阵设计中的两个关键内容就是观测波形和采样方式，

设计的主要原则是：（１）观测波形在理论上的最优性
能，即 ＡＣＳ要具有良好的性质；（２）观测波形的普适性，
即要满足和一般的字典或表示系统都具有不相关性；

（３）实用性，包括快速计算、低存储量、硬件易实现等．
目前常采用的测量波形是独立同分布的高斯随机波

形、贝努利分布随机波形、Ｆｏｕｒｉｅｒ正交函数系、半 Ｆｏｕｒｉｅｒ
矩阵、Ｃｈｉｒｐ序列、Ａｌｌｔｏｐ序列等．随机观测矩阵在理论上
能满足其最优性，２００６年，Ｃａｎｄèｓ和Ｔａｏ等证明了：独立
同分布的高斯随机变量形成的观测矩阵与任意正交字

典都具有较强的不相关性［４］．２０１１年，Ｃａｎｄèｓ指出：在独
立同分布的高斯随机变量形成的观测矩阵和任意超完

备冗余字典的条件下，压缩观测信号的精确恢复仍然

是有可能的［７１］，因此高斯随机矩阵可成为普适的 ＣＳ观
测矩阵．但是，在实际实现中，其计算复杂度较高，占用
的内存较多，因此不适合大规模应用．半 Ｆｏｕｒｉｅｒ矩阵计
算快速、但不满足普适性，即只能用于时域稀疏的信

号，不适用于自然图像等信号．在采样方式上，目前主
要的有均匀采样、随机采样等．

非线性优化是 ＣＳ重建信号的手段，也是从低分辨
观测中恢复出高分辨信号所必须付出的软件代价．如
前所述，Ｃａｎｄèｓ和Ｄｏｎｏｈｏ提出的 ｌ１范数下的凸化压缩
感知恢复是一个里程碑式的工作，对该框架的研究产

生了丰富的关于优化恢复的工具，极大的促进了数学

理论与工程实践的结合．此外，有些学者放松了 ｌ０范数
的稀疏测度，使用非凸的 ｌｐ（０＜ｐ＜１）稀疏测度代替，
研究松弛压缩感知框架下的信号恢复［７２～７４］．国内学者
徐宗本证明了 ｐ＝０５时解的最优性，并给出了最优解
的解析形式［７５］．

在下一节中，我们将详细分析这三个要素，回顾取

得的成果，指出关键问题，并结合已做的工作，指出后

续研究的方向．

３ 稀疏表示（描述）系统

稀疏表示是信息优化建模的终极目标，也是信息

处理中一个古老而又崭新的课题，利用稀疏性可以解

决信号处理中许多复杂的问题，各种数学分析和信号

处理的理论为字典的构建提供了许多良好的工具，如

图３所示．稀疏表示的研究兴起于二十世纪九十年代，
在本世纪初得到蓬勃发展，压缩感知的提出更是为其

提供了工程应用的土壤，极大地丰富了该领域的研究

成果．

在压缩感知中，稀疏表示系统的设计归结为稀疏

字典Ψ的设计．从不同的角度，我们可以将字典进行不
同的分类．例如按照字典中原子是否正交，可以分为正
交基字典和过完备冗余字典，按照字典中原子的来源

又可以分为正交变换字典、框架字典和统计学习获得

的字典等．根据Ψ的不同形式，本节将讨论如下几种情
况下的稀疏表示．
３．１ 正交基字典

压缩感知提出之初均假设字典为标准正交基字

典．标准正交基字典一般由一个正交变换得到，如
Ｆｏｕｒｉｅｒ变换、ＤＣＴ变换、沃尔什变换、小波变换等，其特
点是构造简单、实现快速、表示过程的复杂度较低．在
信号特征与字典中原子特征一致的时候，能够得到高

效精确的表示．但是，对于实际信号来说，信号的稀疏
度是未知的，极少数信号在上述常见正交基上的投影

系数只存在少量非零值，或者说，这些固定的正交基不

足够灵活的来表示信号如声音或自然图像所具有的复

杂未知规则性，使信号在变换域足够稀疏．例如，ＤＣＴ字
典的基函数缺乏时间／空间分辨率，因而不能有效地提
取具有时频局部化特性的信号特征；小波分析对于多

维信号来说并不是最优的，不能稀疏地捕捉到图像结

构的轮廓特征．因此从字典的构成来说，由于实际信号
之间千差万别，在不知道信号先验的前提下，我们希望

字典应自适应于信号本身所固有的特性或结构．在正
交基字典的定义下，能否构造自适应的基函数，以求得

信号的最优稀疏表示呢？当然，答案是肯定的．Ｐｅｙｒé证
明了自适应正交字典的可行性的，他指出一维信号的

非平稳的正交小波包系数，具有任意 Ｃａ规则性图像信
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号的Ｂａｎｄｅｌｅｔ系数都具有足够的稀疏性［７６］．那么我们就
可以在 ＣＳ框架下，根据不同的信号寻找最适合其特征
的一个正交基，以代替原有的 Ｆｏｕｒｉｅｒ基、ＤＣＴ等，使得
信号在它下面具有最稀疏的表示．这种方法的缺点是
对于高维信号如图像、视频等，常需要构造规模很大的

字典，并且在某些情况下其解析形式不易给出．
３．２ 正交基级联字典

对于时频变化范围很广且已知一些稀疏性先验的

信号，我们可以采用多组正交基级联的字典．某些实际
信号可能会表现出是一些自然现象的混合体，有两种

或更多种结构类型同时出现在信号里，但它们之间却

完全不同，其中一个都不能有效地模拟另一个，这些混

合信号虽然在单一的正交基变换中不能非常有效地表

现，但是在多个正交基级联字典下能得到较好效果，其

中信号的每一部分都能在相应基字典下得到好的表

示．例如，一个含有脉冲和正弦波形的混合信号，在脉
冲基函数字典和正弦基函数字典下就能够得到有效的

表示．上世纪九十年代初期，有研究人员在实验中发
现：如果图像信号 ｆ在字典Ｄ中有非常稀疏的表示，并
且 Ｄ是由三角函数和冲击函数组成的字典，那么在 １
范数凸化ＣＳ框架下，这个稀疏表示就可以完全重构．
实验的观察结果很快转入一系列的理论证明，首先得

到验证的是两个正交基的联合，然后是数个不相干基

的联合以及更普遍的准不相干字典，也就是说正交字

典级联恰好满足稀疏信号精确重构的条件．因此之后，
试图将不同类型正交字典级联起来形成新的冗余字

典，以实现图像信号的精确重构引起人们的浓厚兴趣．
有学者指出：在 Ｎ维有限空间中，假设两个或者更多个

正交基级联组成的字典，若其相干系数为μ＝１／槡Ｎ，
这个级联字典就被认为是（完全）不相干的，则信号在

其上的稀疏表示就满足精确重构条件．除了冲激函数
和三角函数级联字典外，常采用的有 Ｌ２（０，１）上的 Ｈａａｒ
函数和 Ｗａｌｓｈ函数组成的级联正交字典，Ｄａｕｂｅｃｈｉｅｓ系
列小波基ｄｂ１ｄｂ１０构造的正交基级联字典，小波函数
和Ｃｕｒｖｅｌｅｔ函数组成的级联正交字典等［７７，７８］．通过这种
级联，可以丰富字典的内容，能让各类原子互相弥补表

示的不足，使稀疏表示更加有效．其缺点是虽然利用具
有互补性的多类正交基系统构成了字典，但信号的特

性要与字典的特性一致，在不一致的情况下就难以得

到满意的结果．此外，当采用不同正交基系统级联成冗
余字典之后，需要对字典矩阵的互相关系数做定量的

评价，以及在理论上分析其完全重构的性能．
３．３ 框架字典

众所周知，对于信号的稀疏表示问题，冗余的字典

不仅可以使稀疏表示更加灵活，而且能提高信号表示

的稀疏度．大量的研究表明：超完备冗余字典下的信号
稀疏表示更加有效．这样，也可以将 ＣＳ理论中的稀疏
表示从正交基扩展到超完备冗余字典．在稀疏表示中
很多学者很早就已指出：利用框架理论会带来更好的

表示结果．框架理论最早是 Ｄｕｆｆｉｎ和 Ｓｃｈａｅｆｆｅｒ［７９］于１９５２
年为解决从非正则样本值重构带限信号时给出，定义

如下：在平方可求和空间 Ｌ２（Ｚ２）中，若存在两个正的常
数 Ａ和 Ｂ（０＜Ａ≤Ｂ＜∞）使得式（７）对所有 ｆ（ｔ）∈
Ｌ２（Ｒ）恒成立：

Ａ‖ｆ‖２≤ ∑
∞

ｍ＝－∞
∑
∞

ｎ＝－∞
｜＜ｆ，ψｍｎ＞｜

２≤ Ｂ‖ｆ‖２（７）

则函数集合｛ψｍｎ｝组成一框架．正常数 Ａ和Ｂ分别表示
框架的下边界和上边界，度量了框架的冗余性．

利用框架理论进行稀疏表示的好处就是利用冗余

性可以得到更加有效的表示［８０］．一方面，框架字典的设
计具有较强的理论基础，一些常见的变换如冗余 ＤＣＴ
变换、二进小波、多小波、小波包等都能够构成冗余的

框架．另一方面，框架字典由给定的框架结构决定，改
变函数集合｛ψｍｎ｝的参数取值，就可以方便地得到不同

的字典原子，丰富的原子会更大可能地符合信号本身

所固有的特性．当取极限情况 Ａ＝Ｂ时，则称该框架是
紧框架．当｛ψｍｎ｝是线性独立时，框架就不是冗余的，变
为Ｒｉｅｓｚ基．当 Ａ＝Ｂ＝１，则该框架变为正交基．
３．４ 字典学习

以上字典均或多或少的需要利用信号的先验信

息，原子类型一旦确定就不再变化，当研究的信号发生

变化时，所确定的字典不一定再适合．在超完备冗余字
典的情况下，为了对很多类型的信号都能得到较好的

表示结果，需要自适应的冗余字典．自适应冗余字典设
计的思路是通过字典学习算法获得更符合信号内容，

特征，或者纹理信息的原则．但是，冗余性会带来字典
中原子数目的剧增，而且在冗余字典下自适应求解信

号的最佳稀疏逼近是一个 ＮＰ难问题，那么如何设计快
速、有效且复杂度低的优化算法，是需要考虑的问题．
自适应冗余字典可以随着不同的输入信号做出调

整［８１～８７］，近年来在图像去噪、图像去马赛克、图像修复

和识别等领域中均有着成功的应用．字典学习［８１，８２］就
是从数据中学习稀疏表示下最优表示，使得字典中原

子尺度和特性更接近于需要表示的图像信号．为实现
上述功能，已涌现出众多的字典学习算法，其中大多数

是基于贝叶斯模型的最大似然值和最大后验概率，通

过获取图像信号的先验来选择更合适的原子组成自适

应字典，获得字典原子．其中被广泛应用的有 ＭＯＤ算
法［８１］，ＩＬＳＤＬＡ［８３］，ＲＬＳＤＬＡ［８４］，ＳＬ０ＤＬＡ［８５］，ＫＳＶＤ算
法［８２］，以及在此基础上发展起来的多尺度 ＫＳＶＤ版本，
ＥＫＳＶＤ［８６］，ＤＫＳＶＤ［８７］等．众多的应用实验结果表明，
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ＫＳＶＤ算法对各种图像处理任务均具有更好的效果．

４ 观测系统

源于Ｋａｓｈｉｎ创立的范函分析和逼近论的压缩感知
理论有两个核心内容，一个是稀疏性，由信号本身决

定，另外一个就是不相关性，由感知系统和信号共同确

定．压缩感知理论联合了观测和稀疏矩阵之间的稀疏
观念和不相关观念，通过重构满足未完成的测量集最

稀疏可能信号［７３］．压缩感知在很大程度上依靠随机观
测矩阵，因为它提供了广泛的观测 －稀疏矩阵不相干
对，给重构也提供了条件，这就产生了 ＣＳ理论．在对信
号进行稀疏表示后，接下来要设计与表达系统不相干

的感知系统，即观测采样矩阵．
４．１ 随机观测

压缩感知理论成立的条件之一就是要求感知矩阵

和稀疏矩阵低相关的情况．直觉上，可以看到观测矩阵
和稀疏矩阵是不相关的，所以采样加进去的新信息在

已知的稀疏矩阵基上并不被表示．目前随机矩阵在观
测矩阵中被广泛使用，例如高斯随机矩阵，在很大概率

上对于固定的字典矩阵不相关．当Φ 是高斯随机矩阵
时，可以证明Φ能以较大概率满足约束等距特性，因此

可以通过选择一个其中每一个元素都满足 Ｎ（０，１／Ｎ）
的独立正态分布的高斯观测矩阵获得．高斯观测矩阵
的优点在于它几乎与任意稀疏信号都不相关，因而所

需的观测次数最小．随机观测矩阵属于非适应性的测
量，在实际实现中具有复杂度较高，难以在大规模问题

中应用的缺点．
４．２ 确定性观测

目前，除了如前所述的随机观测矩阵之外，不少学

者基于 ＲＩＰ理论提出了多种确定性测量矩阵，例如
Ｃｈｉｒｐ测量矩阵、Ａｌｌｔｏｐ序列形成的测量矩阵、半 Ｆｏｕｒｉｅｒ
矩阵、结构 Ｆｏｕｒｉｅｒ矩阵等等．此外，来自于快速算法的
Ｎｏｉｓｅｌｅｔｓ也被证明和正交基字典之间具有低相关的性
质．最近有学者指出可以在压缩感知中采用自适应性
的观测矩阵［８８］：基于相关性理论，将投影矩阵和观测矩

阵的非相关条件可以等价为Ｇｒａｍｍａ矩阵：
Ｇｒａｍ：（ＡＣＳ）ＴＡＣＳ （８）

的单位阵逼近问题：

ｍｉｎ
Φ
‖（ＡＣＳ）ＴＡＣＳ－Ｉ‖２２

ｓ．ｔ．ＡＣＳ＝
{

ΦΨ
（９）

即，首先产生一个随机观测矩阵，然后利用信号的稀疏

基的信息，训练学习出一个优化观测矩阵，相比随机观

测矩阵，优化之后得到的观测矩阵与字典矩阵之间具

有更低的相干性．采用最近Ｍａｒｔｉｎ提出ＫＳＶＤ方法求解
式（９）中的优化问题，可以根据字典矩阵优化求解确定

性的观测矩阵，观测矩阵的优化过程如图４所示．
将优化观测矩阵用于压缩感知理论应用中，能够

提高信号的重构精度或者在相同的重构精度下具有更

少的测量数目．

４．３ 压缩信息获取

正如前面指出的那样，压缩感知理论在有限维矢

量空间描述信号，在将其实际应用时必须要考虑其物

理实现，即采样方式．目前常采用的压缩观测的实现方
法包括随机下采样［８９］、模拟信息转换器（ＡＩＣ）采样［９０］

以及随机滤波器［９１］等．ＡＩＣ压缩滤波器设计要经过三
个关键步骤：解调、滤波、ＡＤＣ低速率采样，如图５所示．

由图中可以看出：模拟信号 ｘ（ｔ）首先经过一个伪
随机序列，即ＰＮ序列 ｐｃ（ｔ），进行调制，然后经过一个
模拟低通滤波器 ｈ（ｔ），最后，通过一个传统的低速 ＡＤ
转换器进行采样得到观测数据 ｙ（ｎ）．利用这样的 ＡＩＣ
采样模型，就实现了在更少的数据下对信号的描述．

另外一种压缩信息获取的实现方式就是随机滤波

器，通过一个单位脉冲响应为随机信号的ＦＩＲ数字滤波
器与原始信号进行卷积，然后将卷积后的信号下采样

的办法实现，同样适用于稀疏的可压缩的信号，记随机

滤波器 ｈ，原始信号 ｘ，那么长度为 Ｍ的下采样向量ｙ
＝Ｄ↓（ｈｘ），实现结构如图６（ａ）所示．这种结构的优
点之一在于它可以利用ＦＦＴ快速实现，如图６（ｂ）所示．

关于压缩感知框架下的压缩信息获取，也有部分学

者认为可以在 ＡＤ采样之后进行压缩观测．例如目前已
有的一些压缩成像设备中，既有一些像单像素相机那样
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在ＡＤ采样之前进行压缩观测的成像设备，也有一些在
传统的成像设备基础上再加上一个线性观测器（又称随

机反转板、成像码盘等），通过在后端的计算平台上求解

非线性优化问题，可以获得分辨率更高的影像．

５ 压缩感知信号恢复

利用压缩感知理论可以实现从低分辨观测中恢复

出高分辨信号，其付出的代价就是在信号重建时的软

件代价．
５．１ ｌ１范数下的凸化压缩感知框架

如前所述，由 Ｃａｎｄèｓ和 Ｄｏｎｏｈｏ提出的 ｌ１范数下的
凸化压缩感知恢复框架是一个里程碑式的工作，它的

基本思想是将式（５）的非凸的优化目标用式（６）的 ｌ１范
数来代替［３］．在该框架下的压缩感知信号恢复得到了
许多数学领域的学者的广泛关注，并提出了一系列的

方法，包括内点法、ＧＰＳＲ、ＦＰＣ等．然而，这存在如下问
题．第一，ｌ１范数和 ｌ０范数优化解等价性的条件不易判
断．验证给定矩阵是否满足ＲＩＰ是一个ＮＰ难问题，目前
只有 Ｃａｎｄｅｓ，Ｔａｏ［９２，９３］和 Ｄｏｎｏｈｏ等借助 ＪｏｈｎｓｏｎＬｉｎｄｅｎ
ｓｔｒａｕｓｓ（ＪＬ）引理［９４］和随机矩阵理论［９５］证明了满足特定
分布的某些随机矩阵，能以较高的概率满足 ＲＩＰ；第二，
虽然 ｌ１范数是距离 ｌ０范数最近的凸稀疏测度，但只有
在很严格的条件下 ｌ１范数和 ｌ０范数优化的结果才有
等价性［９３］，一般的实际信号都无法满足；第三，一般情

况下 ｌ１范数与真实稀疏解的差距过大．ｌ１范数无法区
分稀疏系数的位置，所以尽管整体上重构信号在欧氏

距离上逼近原信号，但是存在位置混淆的现象，从而容

易出现不期望的人工效应；第四，虽然经证明［３］：在 ｌ１
范数凸化压缩感知框架下，仅用 Ｏ（Ｋｌｏｇ（Ｎ／Ｋ））个独立
同分布的高斯观测即能以高概率精确重构稀疏度为 Ｋ
的信号，即，高概率重建需要的观测数目需要满足 Ｍ≥
ｃＫ，ｃ≈ｌｏｇ２（Ｎ／Ｋ＋１），重构的计算复杂度的量级在
Ｏ（Ｎ３），这对于较长信号，其计算复杂度难以忍受．

５．２ ｌｐ范数下的松弛压缩感知框架
一个自然的改进方法是 ｌｐ范数下的松弛压缩感知

框架．ＡＭａｎｄｕｃａ等人指出［９６］：尽管没有理论上全局极
小点唯一性的保证，实践中很多非凸的重构模型在低

采样率下优于 ｌ１范数重构模型．ＲＧｒｉｂｏｎｖａｌ等人［９７］分
析了欠定系统的 ｌｐ范数稀疏重构中的参数ｐ和有限等
距常数δ组成的ｐ－δ平面进行的划分，结果如图７所
示．虽然获得一些理论结果的指导，但由于有限等距常
数指标都是不可计算的，因此在工程应用中欠缺实际

意义．
５．３ ｌ０范数下的非凸压缩感知框架

从上述分析可以看到：在 ｌ１范数下的凸化压缩感
知框架和 ｌｐ范数下的松弛压缩感知框架中，通过对信
息算子 ＡＣＳ＝ΦΨ的ＲＩＰ约束，即需要信息算子具有好
的有限等距性质，来回避 ｌ０范数的求解，导致了 ＣＳ重
构中存在理论分析和求解质量上的一些困难和瓶颈问

题．直接从 ｌ０范数优化入手构建非凸压缩感知框架不
失为一种可行的策略，因为一方面，ｌ０解具有最稀疏的
形式，另一方面，非凸ＣＳ框架可以缓解ＲＩＰ约束带来的
诸多问题，我们称之为ＮｏｎＲＩＰ非凸 ＣＳ框架．图８给出
了 ｌ０、ｌｐ和ｌ１范数优化问题和解的稀疏性对比．

和基于ＲＩＰ的凸化和松弛压缩感知相比：ＮｏｎＲＩＰ
约束的非凸 ＣＳ框架的优化目标直接针对 ｌ０范数和信
号先验设计；在该框架下，信号的先验可以方便的引入

到优化问题模型，观测矩阵不再局限于满足特定分布

的随机矩阵，对于不同的矩阵Φ，ＮｏｎＲＩＰ具有一致可
恢复（ＵｎｉｆｏｒｍＲｅｃｏｖｅｒａｂｉｌｉｔｙ）的能力，因此更适用被噪声
污染的工程实践中所获得的信号，这有利于突破目前

凸化和松弛压缩感知框架在理论分析和求解质量上的

瓶颈问题．

６ 压缩感知的应用

６．１ 压缩感知超宽带信号处理

ＹｏｎｉｎａＣ．Ｅｌｄａｒ提出了模拟信号在平移不变空间的
压缩感知实现［９８］．该方法对有限维模型进行了扩展，将
压缩采样应用到模拟域上，使得低速率采样下的超宽

带信号处理成为可能．它定义了连续时间信号的稀疏
性，对连续稀疏信号在平移不变空间实现了低速率采
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样．国内学者石光明等人提出的基于低速率采样压缩
感知的 ＵＷＢ回声信号探测［９９］，ＷｅｉＤａｉ等人提出的阶
层加权码和限制性整数压缩感知［１００］以及 ＪｏｓｅＬＰａｒｅｄｅｓ
等人提出的压缩感知超宽带信道估计［１０１］等压缩感知

的一些发展，都是建立在该模型的基础上的．ＭａｔｔｈｅｗＡ
Ｈｅｒｍａｎ等人将 ＣＳ应用到高分辨率雷达探测中［３６］，通过
发射充足的“不相关”脉冲，利用 ＣＳ技术来获得高分辨
的目标探测性能．
６．２ 压缩成像

和传统的成像方式完全不同；压缩感知成像可以

从以远低于 Ｎｙｑｕｉｓｔ采样率的采样率获取高质量的图
像，有效降低了传感器数目与硬件成本，为微波、医疗

成像提供了新的理论和方法，目前在医疗成像、光学成

像、对地观测等领域得到了成功的应用．第一个被广泛
认可的实际系统就是美国 Ｒｉｃｅ大学 Ｂａｒａｎｉｕｋ等人研制
出的单像素相机，类似的系统还有 Ｋｉｒ研制的 Ａｎａｌｏｇｔｏ
ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＣｏｎｖｅｒｔｅｒ（ＡＩＣ）、莱斯大学 ＲＢａｒａｎｉｕｋ教授研
制的单像素相机和 Ａ／Ｉ转换器、麻省理工学院研制的
ＭＲＩＲＦ脉冲设备、麻省理工学院ＷＴＦｒｅｅｍａｎ教授研制
的编码孔径相机、耶鲁大学研制的超谱成像仪、伊利诺

伊州立大学ＯＭｉｌｅｎｋｏｖｉｃ研制的ＤＮＡ微阵列传感器，以
及我国中科院研制的 ＣＳ滤波器和混沌腔等．美国
ＤＡＲＰＡ（ＤｅｆｅｎｓｅＡｄｖａｎｃｅｄＲｅｓｅａｒｃｈＰｒｏｊｅｃｔｓＡｇｅｎｃｙ）资助
的 ＭＯＮＴＡＧＥ（ＭｕｌｔｉｐｌｅＯｐｔｉｃａｌＮｏｎＲｅｄｕｎｄａｎｔＡｐｅｒｔｕｒｅ
ＧｅｎｅｒａｌｉｚｅｄＳｅｎｓｏｒｓ）研究计划极具应用潜力，目前已完成
焦平面编码等技术可行性的实验验证．在国内，自２００９
年９７３计划开始资助中科院电子所、北京航空航天大
学、西安电子科技大学、清华大学、上海交通大学等单

位开展“稀疏微波成像”的研究．
６．３ 压缩机器学习

在有限维的压缩感知框架中，观测向量可以看作

是原始数据的一组特征，因此可以采用压缩感知理论

建立压缩机器学习框架，把机器学习中典型的分类与

回归问题在该框架下以更简洁的方式求解．
此外，ＪａｒｖｉｓＨａｕｐｔ等人将压缩感知用于处理网络数

据，提出了网络数据压缩感知［１０２］．由于网络数据信息
量比较大，因此可以将每个传感器节点的数据进行观

测，就可以利用 ＣＳ理论解决网络数据信息量比较大的
问题．

７ 总结与展望

压缩感知理论利用了信号的稀疏特性，将原来基

于奈奎斯特采样定理的信号采样过程转化为基于优化

计算恢复信号的观测过程．本文对压缩感知理论框架
的全过程进行了描述，详细阐述了压缩感知理论所涉

及的关键技术，综述了国内外研究成果、存在的公开问

题及最新的相关理论．尽管目前关于 ＣＳ的研究非常
多，但作者认为有如下几点内容可供读者参考：

（１）在稀疏表示方面，低秩表示和流形结构与稀疏
性有着密切联系，将其引入信号的稀疏表示有望得到

更好的结果；

（２）在压缩观测方面，目前的做法大都采用线性观
测的方式，如果能考虑实际环境中的可能噪声，在观测

时引入某些局部的非线性操作，将有望得到更加鲁棒

的观测；

（３）在优化重建方面，如果能联合信号的先验和稀
疏性先验求解优化问题，将有望得到更好的恢复效果．
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ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ［Ｒ］．ＲｉｃｅＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙＣＡＡＭ ＴｅｃｈｎｉｃａｌＲｅｐｏｒｔ
ＴＲ１０－０２，２０１０．

［５７］ＭＦＤｕａｒｔｅ，ＲＧＢａｒａｎｉｕｋ．ＫｒｏｎｅｃｋｅｒＣｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅＳｅｎｓｉｎｇ
［ＯＬ］．ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｄｓｐ．ｅｃｅ．ｒｉｃｅ．ｅｄｕ／ｃｓ，（Ｐｒｅｐｒｉｎｔ）．

［５８］ＬＧａｎ．Ｂｌｏｃｋｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇｏｆｎａｔｕｒａｌｉｍａｇｅｓ［Ａ］．Ｃｏｎｆ
ｏｎＤｉｇｉｔａｌＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ（ＤＳＰ）［Ｃ］．Ｃａｒｄｉｆｆ，ＵＫ，Ｊｕｌｙ
２００７．

［５９］ＭＭｉｓｈａｌｉ，ＹＣＥｌｄａｒ．Ｂｌｉｎｄｍｕｌｔｉｂａｎｄｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ：
ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄｓｅｎｓｉｎｇｆｏｒａｎａｌｏｇｓｉｇｎａｌｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ
ｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００９，５７（３）：９９３－１００９．

［６０］ＭＭｉｓｈａｌｉ，ＹＣＥｌｄａｒ．Ｆｒｏｍｔｈｅｏｒｙｔｏｐｒａｃｔｉｃｅ：ＳｕｂＮｙｑｕｉｓｔ
ｓａｍｐｌｉｎｇｏｆｓｐａｒｓｅｗｉｄｅｂａｎｄａｎａｌｏｇｓｉｇｎａｌｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＪｏｕｒｎａｌ
ｏｆＳｅｌｅｃｔｅｄＴｏｐｉｃｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１０，４（２）：３７５－
３９１．

［６１］ＭＡＤａｖｅｎｐｏｒｔ，ＰＴＢｏｕｆｏｕｎｏｓ，ＭＢＷａｋｉｎ，ＲＧＢａｒａｎｉｕｋ．
Ｓｉｇｎａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｗｉｔｈｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｅｌｅｃｔｅｄＴｏｐｉｃｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１０，４（２）：
４４５－４６０．

［６２］ＳＧＭａｌｌａｔ，ＺＦＺｈａｎｇ．Ｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔｓｗｉｔｈｔｉｍｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｄｉｃｔｉｏｎａｒｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，
１９９３，４１（１２）：３３９７－３４１５．

［６３］ＪＡＴｒｏｐｐ，ＡＣＧｉｌｂｅｒｔ．Ｓｉｇｎａｌｒｅｃｏｖｅｒｙｆｒｏｍｒａｎｄｏｍｍｅａ
ｓｕｒｅｍｅｎｔｓｖｉａｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｍａｔｃｈｉｎｇｐｕｒｓｕｉｔ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃ
ｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００７，５３（１２）：４６５５－４６６６．

［６４］ＭＦｏｒｎａｓｉｅｒ，ＨＲａｕｈｕｔ．Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ［Ｊ］．
ＡｐｐｌｉｅｄａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＨａｒｍｏｎｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，２００８，２５（２）：
１８７－２０８．

［６５］ＳＦｏｕｃａｒｔ，ＭＬａｉ．Ｓｐａｒｓｅｓｔｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｕｎｄｅｒｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｌｉｎｅａｒ
ｓｙｓｔｅｍｓｖｉａｌｐｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎｆｏｒ０＜ｐ＜１［Ｊ］．ＡｐｐｌＣｏｍｐｕｔ
ＨａｒｍｏｎＡｎａｌ，２００９，２６（３）：３９５－４０７．

［６６］ＴＣａｉ，ＬＷａｎｇ，ＧＸｕ．Ｓｈｉｆｔｉｎｇｉｎｅｑｕａｌｉｔｙａｎｄｒｅｃｏｖｅｒｙｏｆ
ｓｐａｒｓｅｓｉｇｎａｌｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，
２０１０，５８（３）：１３００－１３０８．

［６７］ＴＴｏｎｙＣａｉ，ＬＷａｎｇ，ＧＷＸｕ．Ｎｅｗｂｏｕｎｄｓｆｏｒｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉ
ｓｏｍｅｔｒｙｃｏｎｓｔａｎｔｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅ
ｏｒｙ，２０１０，５６（９）：４３８８－４３９４．

［６８］ＤＬＤｏｎｏｈｏ，ＸＨｕｏ．Ｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅｓａｎｄｉｄｅａｌａｔｏｍｉｃ
ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，
１９９９，４７（７）：２８４５－２８６２．

［６９］ＭＥｌａｄ，ＡＭＢｒｕｃｋｓｔｅｉｎ．Ａｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｕｎｃｅｒｔａｉｎｔｙｐｒｉｎｃｉｐｌｅ
ａｎｄｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｉｎｐａｉｒｓｏｆｂａｓｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃ
ｔｉｏｎｓｏｎＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＴｈｅｏｒｙ，２００２，４８（９）：２５５８－２５６７．

［７０］ＢＳＫａｓｈｉｎ，ＶＮＴｅｍｌｙａｋｏｖ．ＡｒｅｍａｒｋｏｎＣｏｍｐｒｅｓｓｅｄＳｅｎｓ
ｉｎｇ［Ｊ］．ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓａｎｄＳｔａｔｉｓｔｉｃｓ，２００７，８２（５－６）：７４８－
７５５．

０６６１ 电 子 学 报 ２０１１年



［７１］ＥＣａｎｄèｓ，ＹＣＥｌｄａｒｂ，ＤＮｅｅｄｅｌｌａ，ＰＲａｎｄａｌｌｃ．Ｃｏｍｐｒｅｓｓｅｄ
ｓｅｎｓｉｎｇｗｉｔｈｃｏｈｅｒｅｎｔａｎｄｒｅｄｕｎｄａｎｔｄｉｃｔｉｏｎａｒｉｅｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌｉｅｄ
ａｎｄＣｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌＨａｒｍｏｎｉｃＡｎａｌｙｓｉｓ，２０１１，３１（１）：５９－７３．

［７２］ＲＣｈａｒｔｒａｎｄ．Ｅｘａｃｔｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｏｆｓｐａｒｓｅｓｉｇｎａｌｓｖｉａｎｏｎ
ｃｏｎｖｅｘｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＩＥＥＥＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓＬｅｔｔ，２００７，１４
（１０）：７０７－７１０．

［７３］ＲＣｈａｒｔｒａｎｄ，ＶＳｔａｎｅｖａ．Ｒｅｓｔｒｉｃｔｅｄｉｓｏｍｅｔｒｙｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓａｎｄ
ｎｏｎｃｏｎｖｅｘｃｏｍｐｒｅｓｓｉｖｅｓｅｎｓｉｎｇ［Ｊ］．ＩｎｖｅｒｓｅＰｒｏｂｌｅｒｍｓ，２００８，
２４（０３５０２０）：１－１４．

［７４］ＥＣａｎｄèｓ，Ｍ ＢＷａｋｉｎ，ＳＰＢｏｙｄ．Ｅｎｈａｎｃｉｎｇｓｐａｒｓｉｔｙｂｙ
ｒｅｗｅｉｇｈｔｅｄｌ１ｍｉｎｉｍｉｚａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＦｏｕｒｉｅｒＡｎａｌｙｓｉｓ
ａｎｄＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ，２００８，１４（５）：８７７－９０５．

［７５］ＺＢＸｕ，ＨＹＷａｎｇ，ＸＹＣｈａｎｇ．Ｌ１／２Ｒｅｇｕｌａｒｉｚｅｒ［Ｊ］．Ｓｃｉ
ＣｈｉｎａＳｅｒＦＩｎｆＳｃｉ，Ｊａｎ．２００９，５２（１）：１－９．

［７６］ＥＬＰｅｎｎｅｃ，ＳＭａｌｌａｔ．Ｓｐａｒｓｅｇｅｏｍｅｔｒｉｃａｌｉｍａｇｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａ
ｔｉｏｎｗｉｔｈｂａｎｄｅｌｅｔｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓ
ｉｎｇ，２００５，ｌ４（４１）：４２３－４３８．

［７７］张春梅，尹忠科，肖明霞．基于冗余字典的信号超完备表
示与稀疏分解［Ｊ］．科学通报，２００６，５１（６）：６２８－６３３．

［７８］ＭＥｌａｄ．ＳｐａｒｓｅａｎｄＲｅｄｕｎｄａｎｔＲｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ：ＦｒｏｍＴｈｅｏｒｙ
ｔｏＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓｉｎＳｉｇｎａｌａｎｄＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ［Ｍ］．Ｓｐｒｉｎｇｅｒ，
２０１０．

［７９］ＲＪＤｕｆｆｉｎ，ＡＣＳｃｈａｅｆｆｅｒ．ＡｃｌａｓｓｏｆｎｏｎｈａｒｍｏｎｉｃＦｏｕｒｉｅｒ
ｓｅｒｉｅｓ［Ｊ］．Ｔｒａｎｓ．ＡＭＳ７２，１９５２：３４１－３６６．

［８０］ＫＥｎｇａｎ，ＳＯＡａｓｅ，ＪＨａｋｏｎＨｕｓｏｙ．Ｍｅｔｈｏｄｏｆｏｐｔｉｍａｌｄｉｒｅｃ
ｔｉｏｎｓｆｏｒｆｒａｍｅｄｅｓｉｇｎ，ａｃｏｕｓｔｉｃｓ，ｓｐｅｅｃｈ，ａｎｄｓｉｇｎａｌｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ
［Ａ］．ＰｒｏｃｅｅｄｉｎｇｓｏｆＩＣＡＳＳＰ’９９［Ｃ］．１９９９．２４４３－２４４６．

［８１］ＭＥｌａｄ，ＭＡｈａｒｏｎ．Ｉｍａｇｅｄｅｎｏｉｓｉｎｇｖｉａｓｐａｒｓｅａｎｄｒｅｄｕｎｄａｎｔ
ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓｏｖｅｒｌｅａｒｎｅｄｄｉｃｔｉｏｎａｒｉｅｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃ
ｔｉｏｎｓｏｎＩｍａｇｅＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００６，１５（１２）：３７３６－３７４５．

［８２］ＭＡｈａｒｏｎ，Ｍ Ｅｌａｄ，ＡＢｒｕｃｋｓｔｅｉｎ．ＫＳＶＤ：ａｎａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｏｒ
ｄｅｓｉｇｎｉｎｇｏｖｅｒｃｏｍｐｌｅｔｅｄｉｃｔｉｏｎａｒｉｅｓｆｏｒｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ
［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２００６，５４（１１）：
４３１１－４３２２．

［８３］ＫＥｎｇａｎ，ＫＳｋｒｅｔｔｉｎｇ，ＪＨＨｕｓｏｙ．ＡｆａｍｉｌｙｏｆｉｔｅｒａｔｉｖｅＬＳ
ｂａｓｅｄｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｌｅａｒｎｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ，ＩＬＳＤＬＡ，ｆｏｒｓｐａｒｓｅｓｉｇ
ｎａｌｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＤｉｇｉｔａｌＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓ，２００７，１７：３２－
４９．

［８４］ＫＳｋｒｅｔｔｉｎｇ，ＫＥｎｇａｎ．Ｒｅｃｕｒｓｉｖｅｌｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｌｅａｒｎ
ｉｎｇａｌｇｏｒｉｔｈｍ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，
２０１０，５８（４）：２１２１－２１３０．

［８５］ＨＺａｙｙａｎｉ，ＭＢａｂａｉｅＺａｄｅｈ．ＴｈｒｅｓｈｏｌｄｅｄｓｍｏｏｔｈｅｄＬ０（ＳＬ０）
ｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｌｅａｒｎｉｎｇｆｏｒｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ［Ａ］．ＩＥＥＥＩｎｔｅｒ
ｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＡｃｏｕｓｔｉｃｓ，ＳｐｅｅｃｈａｎｄＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓ
ｉｎｇ［Ｃ］．１９－２４Ａｐｒ．２００９．１８２５－１８２８．

［８６］ＲＭａｚｈａｒ，ＰＤＧａｄｅｒ．ＥＫＳＶＤ：Ｏｐｔｉｍｉｚｅｄｄｉｃｔｉｏｎａｒｙｄｅｓｉｇｎ
ｆｏｒｓｐａｒｓｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｓ［Ａ］．１９ｔｈＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅ
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