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　　摘　要 : 　多尺度几何分析旨在构建最优逼近意义下的高维函数表示方法.本文以二维函数的非线性逼近为主

线 ,分析了推动多尺度几何分析发展的深刻数学和生理学背景 ,综述了图像多尺度几何分析方法的最新进展及存在的

问题 ,指出了进一步研究的方向.
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1　引言

　　十多年前 ,当数学家们正担心风起云涌的小波浪潮只是

昙花一现时 ,小波分析却以惊人的速度完成了理论构建过程 ,

其应用领域也迅速从数学、信号处理拓展到物理、天文、地理、

生物、化学等其他各个学科.小波分析 ,因其超越于傅立叶分

析的众多优点 ,多年来依然并且无疑将继续在各学科领域中

发挥非常重要的作用 ,其已成为继傅立叶分析之后的又一有

力分析工具.

今天 ,当喧嚣的小波尘埃落定 ,又一次新浪潮正在悄然酝

酿 ,如果小波的兴起能用革命二字来比拟 ,那么 ,这次新的浪

潮无疑又将掀起另一场革命 ;而引导这场革命的 ,正是那一批

推动小波分析发展的先驱者 ,他们是 : Ingrid Daubechies ,

Stéphane Mallat、Albert Cohen、David Donoho、Martin Vetterli、Jean2
Luc Starck 等.这场新革命同样也将深刻地影响各科学领域 ,

其深度、广度 ,甚至将超过小波分析 ;而这场革命的名字 ,就是

多尺度几何分析 (MGA :Multiscale geometric analysis) .

过去几年 ,在数学分析、计算机视觉、模式识别、统计分析

等不同学科中 ,分别独立地发展着一种彼此极其相似的理论 ,

人们称之为 :多尺度几何分析.发展MGA的目的是为了检测、

表示、处理某些高维空间数据 ,这些空间的主要特点是 :其中

数据的某些重要特征集中体现于其低维子集中 (如 ,曲线、面

等) .比如 ,对于二维图像 ,主要特征可以由边缘所刻画 ;而在

32D图像中 ,其重要特征又体现为丝状物 (filaments)和管状物

(tubes) .目前 ,人们提出的多尺度几何分析方法主要有 : Em2
manuel J Candès 和 David Donoho 提出的脊波变换 ( Ridgelet

transform) [1 ] ( 1998 年)、单尺度脊波变换[2 ] (Monoscale ridgelet

transform) ( 1999年)和 Curvelet 变换[3 ] ( 1999年) , E Le Pennec

和 Stéphane Mallat提出的 Bandelet 变换[4 ] (2000年) ,以及 M N

Do和Martin Vetterli提出的 Contourlets变换[5 ] (2002年)等等.

这些新方法的提出 ,无不基于这样一个事实 :在高维情况

下 ,小波分析并不能充分利用数据本身特有的几何特征 ,并不

是最优的或者说“最稀疏”的函数表示方法.多尺度几何发展

的目的和动力正是要致力于发展一种新的高维函数的最优表

示方法.

我们先给出一些多尺度几何分析的重要结论 :对于含奇

异曲线的二维分片光滑函数 (奇异曲线的光滑指数为α,α≥

2) ,其非线性逼近误差εn ( M) = ‖f - fM ‖
2 的衰减速度 ,

Curvelet变换能达到 O ( (logM) 1/ 2 M - 2) , Contourlet 变换能达到

O ( (logM) 3 M - 2) ,Bandelet变换能达到 O ( M - α) ;反观小波变
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换和傅立叶变换 ,分别只能达到 O ( M - 1)和 O ( M - 1/ 2) [6 ,7 ] .

自然界中的多数物体都具有平滑边缘 ,分片光滑二维函

数实际上描述了一大类自然图像.多尺度几何分析相对于小

波分析逼近性能的提高 ,其意义 ,丝毫也不亚于小波分析相对

于傅立叶分析逼进性能的提高.

2　从傅立叶分析到小波分析

　　傅立叶分析揭示了时域与频域之间内在的联系 ,反应了

信号在“整个”时间范围内的“全部”频谱成分 ,是研究周期现

象不可缺少的工具.傅立叶变换虽然有很强的频域局域化能

力 ,但并不具有时间局域化能力 ,而后一点 ,对于很多信号处

理工作而言 ,特别是对于涉及非平稳信号处理的任务而言 ,是

至关重要的.

小波分析理论和方法是从 Fourier分析演变而来的.小波

变换以牺牲部分频域定位性能来取得时 - 频局部性的折衷 ,

其不仅能提供较精确的时域定位 ,也能提供较精确的频域定

位.我们所面对的真实物理信号 ,更多的表现出非平稳的特

性 ,而小波变换恰恰是处理非平稳信号的有力工具.

小波理论的兴起 ,得益于其对信号的时、频局域分析能力

及其对一维有界变差函数类的最优逼近性能 ,也得益于

Stéphane Mallat和 Yves Meyer等人引入的多分辨分析概念 ,以

及Mallat提出的快速小波变换实现方法.

设 B = { gm} m∈N是 Hilbert空间 H的一组标准正交基 ,则

Π f ∈H可分解为 : f = ∑
+∞

m =0

〈f , gm〉gm (1)

称 fM = ∑
m∈I

M

〈f , gm〉gm 为 f 的非线性逼近 ,其中 IM为对应于最

大系数幅值|〈f , gm〉|的 M个向量.非线性逼近误差为 :

εn [ M ] = ‖f - fM ‖2 = ∑
m | I

M

|〈f , gm〉| 2 (2)

逼近误差体现了用基 B 表示函数 f 时的“稀疏程度”或者分解

系数的能量集中程度.

定义全变差范数 ‖f ‖V =∫
1

0
| f′( t) | dt ,如果‖f ‖V ≤

+ ∞,我们称 f 是有界变差的 ,记为 : f ∈BV [0 ,1 ].大多数一维

信号 ,如连续可导的光滑信号和具有有限不连续点的不连续

信号 ,都属于有界变差函数范畴.

非线性傅立叶逼近

傅立叶基{ e i2πmt} m∈Z是 L2 [0 , 1 ]的一组标准正交基 , Π f

∈L2 [0 ,1 ]可分解为傅立叶级数

f ( t) = ∑
+∞

m = - ∞
〈f ( u) ,e iπmu〉e iπmt (3)

若函数 f 是有界变差的 ,傅立叶基对函数 f 的非线性逼近误

差为εF
n [ M ] = O[ M - 1 ][8 ] ,即εF

n [ M ]有 M - 1级的衰减速度.

非线性小波逼近

式[{ <J , n} 0≤n≤2 - J ,{ψj , n} l < j≤J ,0≤n≤2 - j定义了 L2 [0 ,1 ]中

逼近空间 Ul 的一组规范正交基[6 ] .记 <J , n =ψJ + 1 , n ,则 f ∈L2

[0 ,1 ]非线性小波逼近 : fW
M = ∑

( j , n) ∈I
M

〈f ,ψj , n〉ψj , n .逼近误差 :

ωW
M [ M ] = ‖f - fW

M ‖2 = ∑
( j , n) | I

M

|〈f ,ψj , n〉| 2 (4)

假设ψj , n小波属于 Cq且有 q阶消失矩 ,对于一维分段光

滑函数 ,有如下定理 :

定理 1[ 6] 　设 f 在[0 ,1 ]上具有有限个不连续点 ,且在这

些不连续点之间是一致 Lipschitzα(α< q)的 ,则 :

εW
n [ M ]≤O ( M - 2α) (5)

此时函数 f 的傅立叶非线性逼近误差εF
n [ M ]只有 M - 1的衰减

级. f 在不连续点之间的正则性越高 ,小波非线性逼近相对于

傅立叶非线性逼近的改进就越大.

对有界变差函数 ,小波具有最优的逼近性能 [9 ] .我们有 :

定理 2[ 6] 　存在常数 C使得对所有的 f ∈BV[0 ,1 ] ,有 :

εWn [ M ]≤C‖f ‖2
VM - 2 (6)

无疑 ,小波分析比傅立叶分析能更“稀疏”地表示一维分

段光滑或者有界变差函数 ,这是小波分析在众多学科领域中

取得巨大成功的一个关键原因.

3　图像的多尺度几何分析

　　遗憾的是 ,小波分析在一维时所具有的优异特性并不能

简单的推广到二维或更高维.由一维小波张成的可分离小波

(Separable wavelet)只具有有限的方向 ,不能“最优”表示含线

或者面奇异的高维函数.而事实上具有线或面奇异的函数在

高维空间中非常普遍 ,例如 ,自然物体光滑边界使得自然图像

的不连续性往往体现为光滑曲线上的奇异性 ,而并不仅仅是

点奇异.

考虑一个简单二维图像模型 [2 ] :

FΓ(α, A) = ∪
γ∈Γ( s , C)

Fγ(α, A) (7)

其中 : Fγ(α, A) = { f ∈[0 ,1 ]2 \ γ[0 ,1 ] , ‖f ‖C
α≤A} (8)

Γ( s , C) = γ:[0 ,1 ] → [1/ 10 ,9/ 10 ]2 , ‖γ‖C
s ≤C (9)

图 1　具有光滑边缘的

图像模型

式 (7)表示了一类具有曲线奇异

(包括直线)的二维函数 ,这种函

数 ,除了在二维平面中的曲线Γ

( s , C)外 ,都是 Cα光滑的 ,而且 ,

奇异曲线Γ( s , C)本身也 Cs 光

滑.如图 1 所示 ,区域 A、B 是 Cα

光滑 ,奇异曲线为Γ, Cs阶光滑.

对于此类模型 ,我们有如下

定理 :

定理 3[ 6] 　设 f = C1Ω是一个边界5Ω具有有限长度的集
合Ω的特征函数 ,则可分离周期正交小波非线性逼近误差为

εWn [ M ]～‖f ‖2
VM - 1 .

其中有界变差图像的全变差 ‖f ‖V =∫
1

0∫
1

0
| ý

r

f ( x1 , x2) |

dx1 dx2 .定理 3可以推广到不连续的分片正则函数 .

实现函数的稀疏表示是信号处理、计算机视觉等很多领

域中一个非常核心的问题.对于模型 (7) ,正交基所能达到的

最优逼近误差应该具有 M - s的衰减级[10 ] .然而 ,小波变换的

非线性逼近误差只能达到 M - 1的衰减级.其中重要原因是二

维可分离小波基只具有有限的方向 ,即水平、垂直、对角 ,方向

性的缺乏使小波变换不能充分利用图像本身的几何正则性.
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神经生理学家的研究结果表明 [11 ] ,哺乳动物的视觉皮层

的接收场具有局部、方向、带通的特性. 1996年 ,根据 B A Ol2
shausen和 D J Field的实验结果表明[12 ] ,视觉皮层的接收场特

性使得人类的视觉系统只用最少的视觉神经元就能“捕获”自

然场景中的关键信息 ,这相当于对自然场景的最稀疏表示 ,或

者说是对自然场景的“最稀疏”编码.

据生理学家对人类视觉系统研究结果和自然图像统计模

型 ,一种“最优”的图像表示法应该具有如下的特征 [13 ] : (1)多

分辨 :能够对图像从粗分辨率到细分辨率进行连续逼近 ,即

“带通”性 ; (2)局域性 :在空域和频域 ,这种表示方法的“基”应

该是“局部”的 ; (3)方向性 :其“基”应该具有“方向”性 ,不仅

仅局限于二维可分离小波的 3个方向.

图 2　用张量小波逼近

奇异曲线

图 2表示了用二维可分离

小波来逼近图像中奇异曲线的

过程. 由一维小波张成的二维

小波基具有正方形的支撑区

间 ,不同的分辨率下 ,其支撑区

间为不同尺寸大小的正方形.

二维小波逼近奇异曲线过程 ,

最终表现为用“点”来逼近线的

过程.在尺度 j ,小波支撑区间

的边长近似为 2 - j ,幅值超过 2 - j的小波系数的个数至少为 O

(2 j)阶[14 ] ,当尺度变细时 ,非零小波系数的数目以指数形式增

长 ,出现了大量不可忽略的系数 ,最终表现为不能“稀疏”表示

原函数.

图 3　所希望的变换逼近

奇异曲线

图 3所示为某种我们所希

望的变换 ,这种变换为了能充

分利用原函数的几何正则性 ,

其基的支撑区间应该表现为

“长条形”,以达到用最少的系

数来逼近奇异曲线.基的“长条

形”支撑区间实际上是“方向”

性的一种体现 ,也称这种基具

有“各向异性 ( anisotropy)”. 我

们所希望的这种变换 ,就是“多

尺度几何分析”.

图像的多尺度几何分析方法分为自适应和非自适应两类.

自适应的方法以 E Le Pennec 和 Stéphane Mallat 提出的

Bandelet representation[4 ]为代表.自适应方法一般先进行边缘

检测 ,再利用边缘信息对原函数进行最优表示.

实际上 ,在多尺度几何分析的概念诞生以前 ,人们就发展

了多种“自适应”方法希望对图像进行“稀疏”表示. 1988年 ,S

Carlsson提出了一种基于边缘的图像表示方法 [15 ] .这种方法

先检测图像边缘 ,之后 ,再利用边缘信息通过计算边缘与边缘

间的图像灰度值来逼近原图像.基于类似的思想 ,人们提出了

许多其他的方法[16 ,17 ] ,它们使用不同的边缘检测算法 ,再利

用阶跃模型沿着边缘去逼近原图像.在这些模型的基础上 ,人

们又提出了基于小波模极大值的多尺度边缘表示方法 [18 ]和

边缘自适应方法[19 ,20 ] .同时 ,还发展了基于非完备正交基的

表示方法 ,如 Foveal小波和Wavelet Footprint[21 ] ,用来逼近图像

中的主要边缘.为了使边缘检测算法稳定 ,文献 [22～24 ]使用

了各种全局优化边缘检测算法 ,然后在四叉树结构的基础上 ,

利用动态规划来自适应对图像进行适当地二进剖分.

与自适应方法不同 ,非自适应的图像多尺度几何表示方

法并不要先验地知道图像本身的几何特征 ,其代表为 Curvelet

变换和 Contourlet变换[3 ,5 ] .

311　Bandelet变换

2000年 ,E Le Pennec和 Stéphane Mallat 在文献 [4 ]中提出

了 Bandelet变换. Bandelet变换是一种基于边缘的图像表示方

法 ,能自适应地跟踪图像的几何正则方向. Pennec和 Mallat认

为 :在图像处理任务中 ,若是能够预先知道图像的几何正则

性 ,并充分予以利用 ,无疑会提高图像变换方法的逼近性能.

Pennec和Mallat首先定义了一种能表征图像局部正则方

向的几何矢量线 ( Geometric flow of vectors) ;再对图像的支撑区

间 S 进行二进剖分 S = ∪iΩi ,当剖分足够细时 ,每一个剖分

区间Ωi 中最多只包含图像的一条轮廓线 (边缘) .在所有不包

含轮廓线的局部区域Ωi ,图像灰度值的变化是一致正则的 ,

因此 ,在这些区域内不定义几何矢量线的方向.而对于包含轮

廓线的局部区域 ,几何正则的方向就是轮廓的切线方向.根据

局部几何正则方向 ,在全局最优的约束下 ,计算区域Ωi 上矢

量场τ( x1 , x2)的矢量线.再沿矢量线将定义在Ωi 上的区间小

波进行 Bandelet 化 (bandeletization)以生成 Bandelet 基 ,以能够

充分利用图像本身的局部几何正则性. Bandelet化的过程实际

上是沿矢量线进行小波变换的过程 ,此即所谓的弯曲小波变

换 (Warped wavelet transform ) . 于是 ,所有剖分区域Ωi 上的

Bandelet的集合构成了一组 L2 ( S)上的标准正交基[25 ,26 ] .

考虑模型 (7) , f ∈FΓ( s , A)有 Cs 的轮廓线 ,除轮廓线外 ,

函数 f 是 Cs 的 ,则 Bandelet 变换具有最优非线性逼近性

能[25 ] : εBn [ M ] = ‖f - fB
M ‖

2≤CM - s (10)

构造 Bandelet变换的中心思想是定义图像中的几何特征

为矢量场 ,而不是看成普通的边缘的集合.矢量场表示了图像

空间结构的灰度值变化的局部正则方向. Bandelet基并不是预

先确定的 ,而是以优化最终的应用结果来自适应的选择具体

的基的组成. Pennec和Mallat给出了 Bandelet变换的最优基快

速寻找算法 ,初步实验结果表明 ,与普通的小波变换相比 ,

Bandelet在去噪和压缩方面体现出了一定的优势和潜力.

312　脊波( ridgelet)及单尺度脊波( Monoscale ridgelet)变换

脊波理论由 Emmanuel J Candès在 1998年提出 ,这是一种

非自适应的高维函数表示方法. Emmanuel J Candès在其博士

论文[1 ]及文献 [ 27 ]给出了脊波变换的基本理论框架.同年 ,

Donoho给出了一种正交脊波的构造方法 [14 ] . 2003年 ,侯彪、刘

芳和焦李成给出了脊波变换的实现方法 [28 ,29 ] .脊波变换对于

具有直线奇异的多变量函数有良好的逼近性能 [1 ,30 ] ,但是 ,对

于含曲线奇异的多变量函数 ,其逼近性能只相当于小波变换 ,

不具有最优的非线性逼近误差衰减阶. 1999年 ,在文献 [2 ,31 ]

中 ,Candès又提出了单尺度脊波变换 ,并给出了其构建方法.

提出单尺度脊波的目的 ,就是为了解决含曲线奇异的多变量

函数的稀疏逼近问题.
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考虑多变量函数 f ∈L1 ∩L2 ( Rn) .若函数ψ满足特定容

许条件 ,则称ψ是容许神经激励函数 ,并称ψγ ( x) = a - 1
2ψ

〈 u , x〉- b
a
为脊波 (Ridgelet) ,定义脊波变换为 R ( f ) (γ) =

〈f ,ψγ〉.脊波变换能最优表示具有直线奇异的分片光滑函数 ,

考虑模型 (7)的特例 :

f ( x1 , x2) = H( x1cosθ+ x2sinθ- t0) g ( x1 , x2) (11)

其中 g ( x1 , x2) ∈C
α

, H为 Heavyside函数 ,脊波非线性逼近的

误差 : εR
n ( M) = ‖f - f R

M ‖≤CM - α (12)

反观小波变换 ,其对函数 f 的非线性逼近误差只能达到 M - 1

的衰减级.

单尺度脊波变换的构造是利用剖分的方法 ,用直线来逼

近曲线.

设函数 f ∈L2 [0 , 1 ]2 ,用二进方形 Q = [ k12 - s , ( k1 + 1)

2 - s ]×[ k22 - s , ( k2 + 1) 2 - s ]剖分区间 [0 ,1 ]2 ,其中 ,剖分尺度

s > 0 , k1 , k2为整数 ,用Ωs表示剖分尺度为 s时全体二进方形

集合 ,在每个剖分块 Q上进行脊波变换即单尺度脊波变换.

单尺度脊波可表示为 :{ψμ: = wQψQ ,α, Q∈Ωs ,α∈Γ} ,其

中Γ为脊波变换参数空间 , wQ为适当的窗函数.

对于模型 (7)中含曲线奇异的函数 f ,单尺度脊波变换非

线性逼近误差的衰减速度为 :

εMR
n [ M ] = ‖f - fMR

M ‖2 ≤C max( M - s , M - 3/ 2) (13)

其中 s表示函数 f 中奇异曲线 s阶可微 ;即 ,当 1≤s ≤3/ 2 ,其

逼近误差的衰减速度为 O ( M - s)阶 ;当 3/ 2≤s≤2时 ,其逼近

阶为 O ( M - 3/ 2) .注意到此时小波变换对于函数 f 的非线性逼

近误差只能达到 M - 1的衰减级 ,可知单尺度脊波对于具有曲

线奇异的多变量函数的逼近性能无疑比小波有明显的提高.

313　Curvelet变换

Curvelet 变换 ( Curvelet transform) 由 Candès 和 Donoho 在

1999年提出[3 ] ,其由脊波理论衍生而来.单尺度脊波变换的

基本尺度 是固定的 ,而 Curvelet变换则不然 ,其在所有可能的

尺度 s≥0上进行分解 ,实际上 Curvelet变换是由一种特殊的

滤波过程和多尺度脊波变换 (Multiscale ridgelet transform)组合

而成[32 ,33 ] .多尺度脊波字典 (Multiscale ridgelet dictionary)是所

有可能的尺度 s≥0的单尺度脊波字典的集合 :

{ψμ: =ψQ ,α, s≥0 , Q∈Ωs ,α∈Γ} (14)

完成 Curvelet变换需要使用一系列滤波器 :Φ0、Ψ2 s ( s = 0 , 1 ,

2 , ⋯) ,其中 :

(1)Φ0是一个低通滤波器 ,并且其通带为 :|ξ| ≤2 ;

(2)Ψ2 s是带通滤波器 ,通带范围为 :|ξ| ∈[22 s - 1 ,22 s + 3 ] ;

(3)所有滤波器满足 :| Φ̂0 (ξ) | 2 + ∑
s≥0

| Ψ̂2 s (ξ) | 2 = 1.

滤波器组将函数 f 映射为 :

P0 f =Φ0 3 f ,Δ0 f =Ψ0 3 f , ⋯,Δsf =Ψ2 s 3 f , ⋯ (15)

满足 : ‖f ‖2
2 = ‖ P0 f ‖2

2 + ∑
s≥0
‖Δsf ‖

2
2 . 于是 ,可以定义

Curvelet变换系数为 :

αμ=〈Δsf ,ψQ ,α〉, Q∈Ωs ,α∈Γ (16)

Curvelet变换是将任意均方可积函数 f 映射为系数序列

αμ的变换. 称元素σμ =ΔsψQ ,α ( Q ∈Ωs ,α∈Γ) 为 Curvelet.

Curvelet的集合构成 L2 ( R2)上的一个紧框架 :‖f ‖2
2 = ∑
μ

|〈f ,

σμ〉| 2 ,并且有分解 :

f = ∑
μ
〈f ,σμ〉σμ (17)

Curvelet变换一个核心关系是 Curvelet基支撑区间有 :

width≈ length2 (18)

我们称这个关系为 :各向异性尺度关系 (Anisotropy scaling

relation) .这一关系符合图 3中我们所希望的基所具有的支撑

区间形状 .对于 Curvelet变换 ,有定理 :

定理 4　设 g∈Ws ,2 ( R2) ,且 f ( x) = g ( x) 1 x
2
≤Γ( x

1
) ,其中

曲线Γ2阶可导 ,则 Curvelet变换对于函数 f 的非线性逼近误

差为 :

εC
n [ M ] = ‖f - f C

M ‖2 ≤CM - 2 (logM) 1/ 2 (19)

其中 s 是 Sobolev指数.值得注意的是 ,此时非线性小波逼近

误差的衰减速度依然是 M - 1阶.

314　Contourlet变换

2002年 ,在文献[5 ]中 ,M N Do和 Martin Vetterli提出了一

种“真正”的图像二维表示方法 :Contourlet变换 ,也称塔型方向

滤波器组 (PDFB ,Pyramidal directional filter bank) . Contourlet变换

是另一种多分辨的、局域的、方向的图像表示方法.

Contourlet变换继承了 Curvelet变换的各向异性尺度关系 ,

因此 ,在一定意义上 ,可以认为是 Curvelet变换的另一种实现

方式. Contourlet基的支撑区间具有随尺度而长宽比变化的“长

条形”结构. Contourlet 变换将多尺度分析和方向分析分拆进

行 ,首先由 LP(Laplacian pyramid) [34 ]变换对图像进行多尺度分

解以“捕获”点奇异 ,接着由方向滤波器组 (DFB ,Directional fil2
ter bank)将分布在同方向上的奇异点合成为一个系数. Con2
tourlet变换的最终结果是用类似于线段 (Contour segment)的基

结构来逼近原图像 ,这也是所以称之为 Contourlet 变换的原

因.

Contourlet变换首先对图像进行多尺度分解.在文献 [ 35 ]

中 ,M N Do用框架理论和过采样滤波器组研究了 LP分解 ,结

果表明用正交滤波器组来实现的 LP分解算法是一个框架界

为 1的紧框架.在 Contourlet变换中 ,M N Do使用对称于前向

分解算子的对偶框架算子来实现最优线性重构.

完全重构的方向滤波器组由 Bamberger 和 Smith在文献

[36 ]中提出. DFB对图像进行 l 层的树状结构分解 ,在每一层

将频域分解成 2 l个子带 ,每个子带呈锲型 (Wedge shape) .在文

献[37 ,38 ]中 ,M N Do 提出了一种新的方向滤波器组实现方

法 ,这种方法使用扇型结构的共轭镜像滤波器组以避免对输

入信号的调制 ,同时 ,将 l层树状结构的方向滤波器变换成 2 l

个并行通道的结构.

方向滤波器本身并不适合于处理图像的低频部分 ,因此

在应用方向滤波器前 ,应将图像的低频部分移除.

图像的 LP分解连续的对其带通图像进行子带分解 ,当对

这些带通子带应用方向滤波器组时 ,便能有效的“捕获”方向

信息.这就是“塔型方向滤波器组”,其具有双叠代滤波器结

构 ,将不同尺度的图像分解成方向子带.

LP分解和 DFB都具有完全重构特性 ,显然 ,由其组合而
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成的 PDFB也能实现完全重构 ,并且 PDFB与 LP分解有相同

的冗余度 :1. 33.

多尺度和方向性的图像表示方法还包括 : 22D Gabor 小

波[39 ,40 ] ,Cortex变换[41 ] ,Steerable pyramid[42 ] ,22D方向小波[43 ] ,

Brushlet[44 ]和复值小波[45 ]等等.不过 ,这些变换都只具有有限

的方向性 ,而不同的是 ,Contourlet变换每一尺度上的方向数目

是前一尺度的两倍 ,并且几乎是临界采样的.

Contourlet变换一个重要特点是具有类似于 Curvelet 变换

的各向异性尺度关系.事实上 ,在塔型结构的第 j层 ,图像的

PDFB分解总的效果相当于基函数具有如下的支撑区间 :

width≈2 j , 　　length≈2 j/ 2 (20)

对于定理 4中函数 f ( x) = g ( x) 1 x
2
≤Γ( x

1
) , Contourlet 变换

的非线性逼近误差为[46 ] :

εContourlet
n [ M ] = ‖f - fContourlet

M ‖2≤CM - 2 (logM) 3 (21)

2003年 8月 ,在文献[47 ]中 , Y Lu和 M N Do又提出了一

种非冗余、多尺度、多方向的图像表示方法 CRISP2Contourlet变

换 (Critically sampled contourlet transform) . CRISP2contourlet 变换

由 Contourlet变换发展而来 ,其利用非可分叠代滤波器组来完

成 Contourlet变换中多尺度分析和方向分析两个分离的过程 ,

并有类似于 Contourlet变换的频域剖分形式 ,非冗余的特点使

其具有更好的应用前景.

4　存在的问题和进一步研究的方向

　　图像的多尺度几何分析是一个非常前沿的研究领域 ,理

论和算法都处于发展初期.本文认为 ,多尺度几何分析还存在

如下一些亟待解决的问题 :

(1)自适应与非自适应方法

近几年中 ,在计算调和分析领域 (CHA ,Computational har2
monic analysis) ,对于模型 (7)的逼近问题 ,人们普遍有这样一

种认识 :相对于非自适应方法 ,自适应方法应该具有更好的逼

近性能.于是 ,人们提出了各种各样的自适应分析方法 ,除了

前文所提到的 ,还有[48～52 ]等.

直观地看 ,当逼近模型 (7)时 ,能“跟踪”奇异曲线形状的

自适应方法理所当然具有更好的性能.然而 Candès和 Donoho

的先驱性工作向人们基于直觉的理念提出了挑战 ,Curvelet变

换 ,作为一种非自适应的高维函数的表示方法 ,通过简单的域

值处理 ,所获得的非线性逼近性能并不比复杂的自适应方法

差.尽管还有种种不足 ,但是 Curvelet变换的意义或许正在于 :

存在非自适应的方法 ,能够对图像进行最优表示.

回想一维情况 ,小波变换对含点奇异的分段光滑函数的

表示是最优的.值得注意的是 ,一维小波变换并不需要先验地

知道点奇异的具体位置 ,小波基的构建并没有自适应于函数

本身 ,小波变换是一种非自适应的函数表示方法.

图像的多尺度几何分析将以一种什么方式发展呢 ? 最终

为人们所广泛采用的方法是自适应的还是非自适应的呢 ? 这

些问题值得我们深思.

(2)自适应方法存在的问题

自适应的多尺度几何表示方法 ,实际上是边缘检测和图

像表示方法的结合.比如 ,Bandelet变换根据图像边缘自适应

地构造了一种局部弯曲小波变换 ,将局部区域中的曲线奇异

改造成垂直或者水平方向上的直线奇异 ,再用普通的二维张

量小波处理 ,而二维张量小波基恰恰能有效的处理水平、垂直

方向上的奇异.于是 ,问题的关键归结为对图像本身的分析 ,

即 ,如何提取图像本身的先验信息 ,怎样剖分图像 ,局部区域

中如何“跟踪”奇异方向等等.

然而 ,在自然图像中 ,灰度值的突变并不总是对应着物体

的边缘[25 ] ,一方面 ,衍射效应使得图像中物体的边缘可能并

不明显地表现出灰度的突变 ;另一方面 ,许多时候图像的灰度

值剧烈变化 ,并不是由物体的边缘而是由于纹理的变化而产

生的.所有基于边缘的自适应方法需要解决的一个共同的问

题 ,是如何确定图像中灰度值剧烈变化的区域对应的是物体

边缘还是纹理的变化 ,实际上这是一个非常困难的问题.大部

分基于边缘的自适应算法在实际使用中 ,当图像出现较复杂

的几何特征时 ,如 Lena图像 ,在逼进误差的意义下 ,性能并不

能超过可分离的正交小波分解 [25 ] .

(3) Curvelet变换存在的问题

脊波变换和 Curvelet变换的提出 ,具有非常深远而重要的

意义.作为一种新的理论和算法 ,Curvelet 还存在如下一些需

要解决的问题 ,这些问题主要与 Curvelet的数字实现有关 :

Curvelet变换提出的初衷是为了对高维空间中含奇异曲

线或者曲面的函数进行”稀疏”表示.而实际上 ,目前 Curvelet

变换的数字实现算法冗余度高达 16 J + 1[33 ,53 ] ( J 是尺度分解

数目) ,实际的算法与提出脊波变换和 Curvelet 变换时的初衷

产生了背离. David Donoho在文献[33 ]中也说到 :“We are hard2
ly satisfied with the performance of our existing DCVT1 scheme. . . .

working with the raw transform is clumsy because of the factor 16 ex2
pansivity. . . .”. Curvelet变换的冗余性主要由以下几个方面产

生 :首先 ,Curvelet变换是一种基于块剖分的变换 ,为了避免重

构图像出现块边界效应 ,在数字实现时必须对各剖分块进行

叠加 (overlap)处理 ,这样不仅增加了运算量 ,而且增加了变换

系数的冗余度 ;其次 ,Curvelet变换基于脊波变换 ,而脊波变换

中的 Radon变换的关键步骤是笛卡儿坐标与极坐标间的转换

(Cartesian2to2polar conversion) ,与连续域不同 ,在数字图像中进

行这种转换非常困难 ,为了解决数字图像 Radon变换中极坐

标和笛卡儿坐标的转换问题 ,人们提出了不同的插值方

法[53～55 ] ,然而 ,各种解决方法却都是以计算复杂度或冗余度

的增加为代价来获得变换精度的提高.

另外 ,Curvelet在频域定义 ,其空域的采样特性并不显而

易见.实际上 ,在文献 [ 56 ]中 ,Candès自己也说道 :“Is there a

spatial domain scheme for element which ,at each generation doubles

the spatial resolution as well as the angular resolution ?”

同时 ,当图像中的奇异边缘是 C
α(α> 2)时 , Curvelet 变换

非线性逼近误差衰减速率保持 O ( M - 2 ) ,而不是最优的 O

( M - α) ;而当奇异边缘是非正则的 (有界变差函数) ,其逼近性

能甚至不如小波 [25 ].

目前 ,Curvelet变换的实际应用还不多见 [28 ,29 ,53 ,57 ,58 ] , 从

我们的实验结果来看 ,与小波变换具有近似的去相关特性不

同 ,Radon变换的存在使得 Curvelet变换系数间具有“天生”的
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相关性.脊波变换和 Curvelet变换所具有的局域性指的是线的

局域性而不是点的局域性 ,也就是说 ,脊波域和 Curvelet域中

一个系数值的改变将引起空域中一条直线上所有值的改变.

当然 ,是否具备去相关性并不能表征一种变换的好与不好 ,关

键是如何去使用它以及在什么情况下使用. 不过脊波和

Curvelet变换的这一特点在图像去噪、融合等应用中会带来一

些负面影响 ,表现为在重构图像中出现轻微的“划痕”,如何减

轻甚至消除这种“划痕”是一个值得研究的课题.

虽然 Curvelet变换的数字实现不尽如人意 ,但是我们应该

认识到 ,脊波变换和 Curvelet变换目前所存在的问题丝毫也不

能掩盖蕴涵于其中的先进思想 ,这种思想代表的是“稀疏逼

近”或者“计算调和分析”的发展方向.

Contourlet变换是一种近似的 Curvelet变换数字实现方式 ,

走的却是一条与 Curvelet变换截然相反的技术路线. Contourlet

变换首先直接在数字域中定义 ,再将数字域和连续域联系起

来 ,在连续域中讨论 Contourlet 变换的逼近性能. Contourlet 变

换具有比 Curvelet变换少得多的冗余度 ,然而 ,对于 Contourlet

变换 ,其数学基础还有待进一步完善.

(4)关于图像模型

值得注意的是 ,式 (7)只是一个自然图像的简化模型 ,当

前的图像多尺度几何分析方法都是以此模型为分析对象的.

然而 ,真正的自然图像远比式 (7)复杂 ,对于更复杂的图像模

型 ,如包含纹理的模型 ,我们怎么处理呢 ? 还需建立怎样的多

尺度几何表示方法呢 ? 对这些问题的回答无疑极具意义.

5　结束语

　　本文以函数的非线性逼近为主线 ,对图像的多尺度几何

分析做了粗线条的勾画 ,意在诠释推动多尺度几何分析发展

的内在动力 ,以期引起更多研究者对这一新兴领域的关注.由

于篇幅所限 ,加之多尺度几何分析本身尚处于起步阶段 ,许多

问题未及深究.文中许多观点是本文作者在进行多尺度几何

的研究中一己之见 ,难免有失偏颇 ,欢迎批评指正.
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