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摘 要： 交换超立方体（Ｅｘｃｈａｎｇｅｄｈｙｐｅｒｃｕｂｅ）作为超立方体的一种变型网络，降低了网络规模增大时所需要的拓
扑连接的开销．本文根据交换超立方体的图形化定义，得到交换超立方体的公式化定义，证明了交换超立方部分子网
与超立方网同构，提出 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）的概念，并在此概念的基础上证明了交换超立方体中只存在长度不小于
４的偶数圈，证明了交换超立方体的顶点连通度和边连通度都为ｍｉｎ｛ｓ＋１，ｔ＋１｝．为使交换超立方体具有更广阔的应
用范围，本文还提出了超立方体在交换立方网中的三种嵌入策略，证明了 ｎ＝ｓ＋ｔ＋１时，ｎ－１维超立方体 Ｑｎ－１能够
同胚地嵌入到交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）中．
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１ 引言

网络拓扑结构是多处理机系统中的一个重要研究

内容．超立方体（Ｈｙｐｅｒｃｕｂｅ）［１］由于具有优秀的结构性
质，已成为当前网络拓扑结构的研究热点．但超立方体
并非最好的网络拓扑，为了改善超立方体网络的性能，

人们在超立方体的基础上提出了各种变体结构，如交叉

立方网（Ｃｒｏｓｓｅｄｃｕｂｅ）［２，３］，梅氏立方网（Ｍｂｉｕｓｃｕｂｅ）［４］，
交换立方网（Ｅｘｃｈａｎｇｅｄｈｙｐｅｒｃｕｂｅ）［５～７］等．这些变体网络
改善了超立方体网络原有的某些性质．如 ｎ维交叉立
方体的网络半径为「（ｎ＋１）／２?，这几乎为超立方体网
络直径的一半［２］．

在构建网络模型时，除了要考虑网络的各项性能参

数，另外一个重要因素是构建网络所需要的硬件开销，

衡量网络成本开销的一个重要参数是成本效益 Ｃ＝１／
（ＮＣｎｏｄｅ＋ＬＣｌｉｎｋ）Ｄ，其中 Ｎ、Ｌ表示网络的顶点数和边
数，Ｃｎｏｄｅ、Ｃｌｉｎｋ表示网络结点和边的开销，Ｄ表示网络的
直径．在超立方体网络的很多变体网络中，如高斯超立
方体（Ｇａｕｓｓｉａｎｈｙｐｅｒｃｕｂｅ）［８］和交换超立方体，都是通过
去掉网络中的部分连接边来实现网络功能和硬件开销

的平衡，以得到最大的成本效益 Ｃ．通过文献［５］中的比
较可知，在超立方体的众多变体网络中，交换超立方体

的成本效益是非常出色的，当网络的规模增大时，无需

增加过多开销就可灵活地在原有网络的基础上进行扩

展．文献［５］中提出了交换超立方网络的原始定义，并研
究了网络的基本性质，但原文对交换超立方体的定义缺
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乏公式化描述，不利于实施各种网络计算操作．本文在
研究交换超立方体拓扑特性的基础上得到了网络连接

函数，提出了 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）的概念，从另外一
个角度深入地展示了交换超立方体网络的结构特点．
同时，本文利用 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）的概念，分析了
交换超立方体中圈及其连通性等拓扑性质，进一步完

善了交换超立方体网络性质的研究．
此外，通常把模拟其他网络的能力作为衡量一个

网络通用性的标准．网络的模拟理论上即为图的嵌入
问题．交换超立方体保持了超立方体的很多优良特性，
如在文献［５］中指出了交换超立方体含有 Ｈａｍｉｌｔｏｎ圈，
可嵌入线性阵列，ｍｅｓｈ和树等结构．但是并未提及超立
方体这种重要的结构在交换超立方体中的嵌入问题，

本文在 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）概念的基础上分析了超
立方体在交换超立方体中的多种嵌入形式，极大地提

高了交换超立方体网络的应用范围．

２ 预备知识

在无向图 Ｇ中，Ｖ（Ｇ），Ｅ（Ｇ）分别表示图 Ｇ的顶点
集和边集．图 Ｇ中的顶点用二进制字符串表示．（ｕ，ｖ）
表示图中连接相邻两个顶点 ｕ与ｖ的边；δ（Ｇ）表示图
Ｇ的最小度；κ（Ｇ）表示图 Ｇ的顶点连通度；λ（Ｇ）表示
图 Ｇ的边连通度；σ（ｕ）＝ｉ表示对于顶点ｕ，ｕｎ＝ｕｎ１＝
…ｕｉ＋１＝０且 ｕｉ＝１；εｉ表示二进制字符串第ｉ位为１，其
余为０．

定义 １［５］ 交换超立方体定义为以下无向图：

ＥＨ（ｓ，ｔ）＝（Ｖ，Ｅ）（ｓ≥１，ｔ≥１），其中，Ｖ是顶点集Ｖ＝
｛ａｓ－１…ａ０ｂｔ－１…ｂ０ｃ︱ａｉ，ｂｊ，ｃ∈｛０，１｝，ｉ∈［０，ｓ），ｊ∈
［０，ｔ）｝，Ｅ是边集
Ｅ＝
（ｖ１，ｖ２）∈Ｖ×Ｖ， 若 ｖ１ｖ２＝１
ｖ１［ｓ＋ｔ，ｔ＋１］＝ｖ２［ｓ＋ｔ，ｔ＋１］，Ｈ（ｖ１［ｔ：１］，ｖ２［ｔ：１］）＝１，

若 ｖ１［０］＝ｖ２［０］＝１
ｖ１［ｔ，１］＝ｖ２［ｔ，１］，Ｈ（ｖ１［ｓ＋ｔ：ｔ＋１］，ｖ２［ｓ＋ｔ：ｔ＋１］）＝１，

若 ｖ１［０］＝ｖ２［０］













＝０
其中，表示异或运算，ｖ［ｘ，ｙ］表示顶点 ｖ的第ｘ

位与第ｙ位之间的比特串．Ｈ（ｖ１，ｖ２）表示顶点 ｖ１与 ｖ２
之间的汉明距离．

图１所示为 ｓ＝１，ｔ＝１和 ｓ＝１，ｔ＝２的交换超立
方体 ＥＨ（１，１）与 ＥＨ（１，２）．

３ 交换超立方体拓扑性质

定理１ 设 Ｇ为（ｓ＋ｔ＋１）－标号图，ｘ＝ｘｓ＋ｔ
ｘｓ＋ｔ－１…ｘ０，ｙ＝ｙｓ＋ｔｙｓ＋ｔ－１…ｙ０∈Ｖ（Ｇ），ｓ≥１，ｔ≥１，则
交换超立方体的连接函数可表示为：

ｙ＝ｘ＋εｉ，其中 ｉ∈
［ｔ＋１，ｓ＋ｔ］∪｛０｝， 若 ｘ０＝０
［１，ｔ］∪｛０｝， 若 ｘ０{ ＝１

证明 根据交换超立方体的定义，有以下三种情况

（１）当 ｘｙ＝１时，有 ｙ＝ｘ＋ε０，此时 ｉ＝０，ｘ０∈
｛０，１｝；

（２）ｘ０＝０且 ｘｙ≠１时，由于 ｘ［ｔ：１］＝ｙ［ｔ：１］，
Ｈ（ｘ［ｓ＋ｔ：ｔ＋１］，ｙ［ｓ＋ｔ：ｔ＋１］）＝１则有 ｙ＝ｘ＋εｉ，此
时 ｉ∈［ｔ＋１，ｓ＋ｔ］；

（３）ｘ０＝１且 ｘｙ≠１时，由于 ｘ［ｓ＋ｔ：ｔ＋１］＝ｙ［ｓ
＋ｔ：ｔ＋１］，Ｈ（ｘ［ｔ：１］，ｙ［ｔ：１］）＝１，则有 ｙ＝ｘ＋εｉ，此
时 ｉ∈［１，ｔ］；

综上可得定理１． 证毕

定义２ 对于两个标号图 Ｇ１和 Ｇ２，如果存在一个
从 Ｖ（Ｇ１）到 Ｖ（Ｇ２）的双射，使得（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｇ１）当且仅
当（ｕ）（ｖ）∈Ｅ（Ｇ２）．则称为从 Ｇ１到 Ｇ２的一个同
构（ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｃ）映射，并称 Ｇ１同构于 Ｇ２，记为 Ｇ１Ｇ２．

定理２ 设交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）＝（Ｖ，Ｅ），ｕ＝
ｕｓ＋ｔ…ｕｔ＋１ｕｔ…ｕ１ｃ∈Ｖ，ｋ表示长度为ｋ的所有二进
制字符串，则ｓｕｔ…ｕ１０Ｑｓ，ｕｓ＋ｔ…ｕｔ＋１ｔ１Ｑｔ．

证明 先证明ｓｕｔ…ｕ１０Ｑｓ．
令φ：

ｓｕｔ…ｕ１０→Ｑｓ，使得ｕ＝ｕｓ＋ｔ…ｕ１０∈ｓｕｔ
…ｕ１０，φ（ｕ）＝ｕｓ＋ｔ…ｕｔ＋１，显然φ是双射．ｕ＝

ｓｕｔ
…ｕ１０，ｖ＝ｓｖｔ…ｖ１０∈Ｖ，令 ｍ＝φ（ｕ），ｎ＝φ（ｖ），则
ｍｋ＝ｕｔ＋ｋ，ｎｋ＝ｖｔ＋ｋ（ｋ＝１，２，…，ｓ），如果 ｕ与ｖ相邻，
根据定理１，则存在 ｊ∈［ｔ＋１，ｓ＋ｔ］，使得 ｖ＝ｕ＋εｊ，由
于 ｍｋ＝ｕｔ＋ｋ，ｎｋ＝ｖｔ＋ｋ（ｋ＝１，２，…，ｓ），则有 ｍ＝ｎ＋εｋ
（ｋ＝１，２，…，ｓ），即φ（ｕ）与φ（ｖ）相邻，因此φ是同构
映射．又根据超立方体的连接函数可知，ｍ，ｎ∈Ｑｓ，所
以有ｓｕｔ…ｕ１０Ｑｓ．

同理，可得 ｕｓ＋ｔ…ｕｔ＋１ｔ１Ｑｔ． 证毕

根据定理２可知，在交换超立方体中，ｕ＝ｕｓ＋ｔ…
ｕ１０∈Ｖ，如果其第 ｕｔ…ｕ１位保持不变，则由点集 ｕｓ＋ｔ…

ｕｔ＋１∈ｓ所构成的交换超立方的子网与ｓ维超立方网
同构．对于ｖ＝ｖｓ＋ｔ…ｖ１１∈Ｖ，如果其第 ｖｓ＋ｔ…ｖｔ＋１位
保持不变，则由点集 ｖｔ…ｖ１∈ｔ所构成的交换超立方

的子网与ｔ维超立方网同构．由此可得推论１．
推论１ 在交换超立方体中，点集ｓ＋ｔ０∈Ｖ中包
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含２ｔ个子网与Ｑｓ同构，点集ｓ＋ｔ１∈Ｖ中包含２ｓ个子
网与Ｑｔ同构．

根据推论１，做出以下定义：
定义３ 令点集 ｕ＝ｓ＋ｔ０∈Ｖ组成的与Ｑｓ同构

的子网为ｅｈｓ，即 ｅｈｓ＝｛ｕｓ＋ｔ…ｕ１０︱ｕｓ＋ｔ…ｕ１０∈（ｓｕｔ
…ｕ１０Ｑｓ）｝；令点集 ｕ＝ｓ＋ｔ１∈Ｖ组成的与Ｑｔ同构
的子网为ｅｈｔ，即 ｅｈｔ＝｛ｕｓ＋ｔ…ｕ１１︱ｕｓ＋ｔ…ｕ１１∈（ｕｓ＋ｔ
…ｕｔ＋１ｔ１Ｑｔ）｝．定义 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）为 ＥＨ（ｓ，ｔ）中所有
ｅｈｓ的集合，即 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）＝｛ｅｈｓ｝；定义ＥＨＴ（ｓ，ｔ）为
ＥＨ（ｓ，ｔ）中所有 ｅｈｔ的集合，即ＥＨＴ（ｓ，ｔ）＝｛ｅｈｔ｝．
由推论１和定义３可知，Ｖ（ＥＨ（ｓ，ｔ））＝Ｖ（ＥＨＳ（ｓ，

ｔ））∪Ｖ（ＥＨＴ（ｓ，ｔ）），其中，ＥＨＳ（ｓ，ｔ）由２ｔ个ｅｈｓ组成，
ＥＨＴ（ｓ，ｔ）由２ｓ个ｅｈｔ组成．根据定义 １，ｅｈｓ之间或ｅｈｔ
之间的连接方式如图２所示．

从图２可以看到，ＥＨＳ（ｓ，ｔ）中的 ｅｈｓ之间是相互独
立的，必须跨越 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）通过 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）中的某些边连
接．对于 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）中的 ｅｈｔ之间，也同样需要跨越
ＥＨＴ（ｓ，ｔ）通过 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）中的边来连接．图中，虚线表
示连接 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）与 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）中两点的边，实线表示连
接同一个 ｅｈｓ或ｅｈｔ内两点的边，加粗线则表示连接两
个 ｅｈｓ或ｅｈｔ中两点的边．例如图中 ｅｈｓ１与 ｅｈｓ２各点必
须通过边＜ｘｕｉ，ｘｖｉ＞来连接．

在超立方网中有以下两个引理：

引理１ 超立方网中圈的长度最短为４．
证明 根据超立方网的拓扑特点，以上结论显然

成立． 证毕

引理２［１］ 超立方网中没有长度为奇数的圈．
综合引理１和引理２可知，超立方网中只有长度≥

４的偶数圈．
一般地，如果圈 Ｃ＝＜ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ＞中所有的顶

点都在图 Ｇ中，则记为 Ｃ∈Ｇ；如果圈 Ｃ中的顶点属于

多个图Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｎ，则记为 Ｃ∈Ｇ１∪Ｇ２∪…Ｇｎ．
定义４ 在 ＥＨ（ｓ，ｔ）中，ｕ，ｖ∈ＥＨ（ｓ，ｔ），如果从

ｕ到ｖ的途径所经过的各顶点两两各不相同，则称该途
径为 ＥＨ（ｓ，ｔ）中的一条初级通路．起点和终点相同的
初级通路称为 ＥＨ（ｓ，ｔ）的圈，表示为 Ｃ．

根据定义４可知，在 ＥＨ（ｓ，ｔ）中圈的存在有三种情
况，即 Ｃ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ），Ｃ∈ＥＨＴ（ｓ，ｔ）及 Ｃ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ）∪
ＥＨＴ（ｓ，ｔ）．
定理３ 交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）的子网 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）

和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）中只有长度≥４的偶数圈．
证明 假设圈 Ｃ＝＜ｕ１，ｕ２，…，ｕｋ＞，根据图２可

知，如果 Ｃ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ）或 Ｃ∈ＥＨＴ（ｓ，ｔ），则一定有 Ｃ∈
ｅｈｓｉ，ｉ∈［１，２ｔ］或 Ｃ∈ｅｈｔｊ，ｊ∈［１，２ｓ］，则由定理 ２和引
理１、２可知，命题成立． 证毕

定理４ 交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）中只有长度≥４的
偶数圈 Ｃ．

证明

（１）当 ｓ＝１，ｔ＝１时，根据图１（ａ）可知，ＥＨ（ｓ，ｔ）是
长度为８的圈；

（２）当 ｓ＝１，ｔ≥２或 ｓ≥２，ｔ＝１时，易知当 ｓ＝１或
ｔ＝１时，在 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）或 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）中不存在圈．且为讨
论方便，仅考虑 ｓ＝１，ｔ≥２的情况，ｓ≥２，ｔ＝１可类似得
到

（ⅰ）若 Ｃ∈ＥＨＴ（ｓ，ｔ），则由定理３可知命题成立；
（ⅱ）若 Ｃ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ）∪ＥＨＴ（ｓ，ｔ），ｕ＝ｕｓ＋ｔ…

ｕｔ＋１ｕｔ…ｕ１ｃ∈Ｃ，由于 ｕ１＝ｕｋ，即 ｕ１ｓ＋ｔ…ｕ１ｔ＋１ｕ１ｔ…ｕ１１＝
ｕｔｓ＋ｔ…ｕｔｔ＋１ｕｔｔ…ｕｔ１．由引理２的证明过程类似可知，ｕｓ＋ｔ
…ｕｔ＋１ｕｔ…ｕ１的改变次数必然为偶数，即由 ｕｓ＋ｔ…ｕｔ＋１
ｕｔ…ｕ１的改变所产生的路数为偶数．又由于圈 Ｃ中如
果有路径从ＥＨＳ（ｓ，ｔ）到 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）或从 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）到
ＥＨＳ（ｓ，ｔ），则必然会有路径从 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）到 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）
或从 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）到 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）返回到起始点，即跨越
ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）所产生的路数也必然为偶数．综
上可知，圈 Ｃ的长也必然为偶数．同时，由于 Ｃ跨越
ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ），则至少需要三个比特，即 ｕｉ，ｉ
∈［ｔ＋１，ｓ＋ｔ］，ｕｊ，ｊ∈［１，ｔ］及 ｃ．由此产生的圈长必然
大于４．

综上所述，命题成立．易知，对于 ｓ≥２，ｔ＝１命题同
样成立．

（３）当 ｓ≥２，ｔ≥２时，
（ⅰ）若 Ｃ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ）或 Ｃ∈ＥＨＴ（ｓ，ｔ），则由定理

３可知命题成立；
（ⅱ）若 Ｃ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ）∪ＥＨＴ（ｓ，ｔ），由（２）（ⅱ）的证

明过程类似可证命题成立．
所以，在交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）中只有长度≥４的
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偶数圈． 证毕

连通性是图的一个非常重要的性质，决定了当图

中出现错误时网络仍能正常通信的能力，即容错性．图
的连通度分为点连通度和边连通度．

定义 ５［９］ 设 Ｇ１和 Ｇ２是两个阶数相同的图：
Ｖ（Ｇ１）＝｛ｕ１，ｕ２，…，ｕｐ｝，Ｖ（Ｇ２）＝｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｐ｝．令 Ｈ
＝Ｇ１⊙Ｇ２，其中，Ｖ（Ｈ）＝Ｖ（Ｇ１）∪Ｖ（Ｇ２），Ｅ（Ｈ）＝Ｅ
（Ｇ１）∪Ｅ（Ｇ２）∪｛（ｕｉ，ｖｉ）︱ｕｉ∈ Ｖ（Ｇ１），ｖｉ∈Ｖ（Ｇ２），１≤
ｉ≤ｐ｝．
引理３［５］ ＥＨ（ｓ，ｔ）可分解成两个 ＥＨ（ｓ－１，ｔ）或

ＥＨ（ｓ，ｔ－１）．
引理４［５］ ＥＨ（ｓ，ｔ）中，ｃ＝０的顶点的度为 ｓ＋１，ｃ

＝１的顶点的度为 ｔ＋１．
引理５［９］ 令 Ｇ１和 Ｇ２为定义５中的两个连通图，

Ｈ＝Ｇ１⊙Ｇ２，则
κ（Ｈ）≥１＋ｍｉｎ（κ（Ｇ１），κ（Ｇ２））

引理６［１０］ 对任意图 Ｇ，都有
κ（Ｇ）≤λ（Ｇ）≤δ（Ｇ）

定理５ 对于交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ），有
κ（ＥＨ（ｓ，ｔ））＝λ（ＥＨ（ｓ，ｔ））＝ｍｉｎ｛ｓ＋１，ｔ＋１｝．
证明 由定义５和引理３可知，ＥＨ（ｓ，ｔ）＝ＥＨ（ｓ－

１，ｔ）⊙ＥＨ（ｓ－１，ｔ）＝ＥＨ（ｓ，ｔ－１）⊙ＥＨ（ｓ，ｔ－１），又根
据引理５可得
κ（ＥＨ（ｓ，ｔ））≥１＋κ（ＥＨ（ｓ－１，ｔ））

≥１＋［１＋κ（ＥＨ（ｓ－２，ｔ））］
…

≥（ｓ－１）＋κ（ＥＨ（１，ｔ））
≥（ｓ－１）＋［１＋κ（ＥＨ（１，ｔ－１））］
…

≥（ｓ－１）＋（ｔ－１）＋κ（ＥＨ（１，１））
根据图１（ａ）可知 ＥＨ（１，１）是８长圈，易得κ（ＥＨ（１，１））
＝２，且由于 ｓ≥１，ｔ≥１，所以有κ（ＥＨ（ｓ，ｔ））≥（ｓ－１）
＋（ｔ－１）＋κ（ＥＨ（１，１））＝（ｓ－１）＋（ｔ－１）＋２＝ｓ＋ｔ
≥ｍｉｎ｛ｓ＋１，ｔ＋１｝，再根据引理４和引理６可得
κ（ＥＨ（ｓ，ｔ））≤λ（ＥＨ（ｓ，ｔ））≤δ（ＥＨ（ｓ，ｔ））
＝ｍｉｎ｛ｓ＋１，ｔ＋１｝，因此κ（ＥＨ（ｓ，ｔ））＝λ（ＥＨ（ｓ，ｔ））
＝ｍｉｎ｛ｓ＋１，ｔ＋１｝． 证毕

４ 交换超立方体的嵌入问题

描述嵌入问题的三个指标是扩张率（ｄｉｌａｔｉｏｎ），拥塞
度（ｃｏｎｇｅｓｔ）和负载（ｌｏａｄ）．如果 ｌｏａｄ（Ｇ，Ｈ）＝１，ｃｏｎｇｅｓｔ
（Ｇ，Ｈ）＝１，则称图 Ｇ可同胚嵌入到图Ｈ中；如果 ｌｏａｄ
（Ｇ，Ｈ）＝１，ｃｏｎｇｅｓｔ（Ｇ，Ｈ）＝１，ｄｉｌａｔｉｏｎ（Ｇ，Ｈ）＝１，则称
图 Ｇ可同构嵌入到图Ｈ中．

根据定理４，可显然得到定理６．
定理６ 交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）中只能嵌入长度

≥４的偶数圈．
根据定理２和推论１显然有以下定理７．
定理７ 交换超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）中可以同构嵌入

２ｔ个ｓ维超立方体，２ｓ个ｔ维超立方体．
定理８ 给定任意两个长度为 ｎ的二进制串ｕ＝

ｕｎ１…ｕ０、ｖ＝ｖｎ１…ｖ０，如果 ｕ＝ｖ＋εｉ，ｉ∈［０，ｎ－１］，且
ｎ＝ｓ＋ｔ＋１，则在 ＥＨ（ｓ，ｔ）中 ｕ与ｖ的关系一定是以下
三种情况之一：

（１）ｕ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ），ｖ∈ＥＨＴ（ｓ，ｔ）且 ｕｖ＝１；（２）
ｕ、ｖ∈ｅｈｓ或ｕ、ｖ∈ｅｈｔ，且 ｕ、ｖ邻接；（３）ｕ∈ｅｈｓ１，ｖ∈
ｅｈｓ２或 ｕ∈ｅｈｔ１，ｖ∈ｅｈｔ２，且 ｕ、ｖ距离为３．
证明 根据定义１和定义３有
（１）若 ｉ＝０，则有 ｕ∈ＥＨＳ（ｓ，ｔ），ｖ∈ＥＨＴ（ｓ，ｔ）且

ｕｖ＝１；
（２）若 ｕ０＝ｖ０＝０且 ｉ∈［ｔ＋１，ｓ＋ｔ］或 ｕ０＝ｖ０＝１

且 ｉ∈［１，ｔ］，则 ｕ、ｖ∈ｅｈｓ或ｕ、ｖ∈ｅｈｔ；
（３）若 ｕ０＝ｖ０＝０且 ｉ∈［１，ｔ］或 ｕ０＝ｖ０＝１且 ｉ∈

［ｔ＋１，ｓ＋ｔ］，则根据定义３可知，ｕ∈ｅｈｓ１，ｖ∈ｅｈｓ２或
ｕ∈ｅｈｔ１，ｖ∈ｅｈｔ２，又根据定义 １，连接 ｕ、ｖ需经过ｕｓ＋ｔ
…ｕｉ…ｕ１ｃ→ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ→ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ→ｕｓ＋ｔ…ｕｉ
…ｕ１ｃ，此时 ｕ、ｖ的距离为３． 证毕

定理９ 当 ｎ＝ｓ＋ｔ＋１时，ｎ维超立方体Ｑｎ能够
以ｄｉｌａｔｉｏｎ＝３，ｃｏｎｇｅｓｔ＝２，ｌｏａｄ＝１嵌入到交换超立方体
ＥＨ（ｓ，ｔ）中．
证明 令 Ｖ（Ｑｎ）到 Ｖ（ＥＨ（ｓ，ｔ））的映射φ：Ｖ（Ｑｎ）

→Ｖ（ＥＨ（ｓ，ｔ）），ｕ∈Ｖ（Ｑｎ），φ（ｕ）＝ｕ．明显地，φ是
双射．对于ｕ、ｖ∈Ｖ（Ｑｎ），如果（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｑｎ），则 ｕ
与ｖ之间满足ｕ＝ｖ＋εｉ，ｉ∈［０，ｎ－１］．根据定理 ８可
知，对于（ｕ，ｖ）∈ Ｅ（Ｑｎ），ψ（（ｕ，ｖ））总存在，且

ψ（（ｕ，ｖ））≤３，所以 ｄｉｌａｔｉｏｎ（Ｑｎ，ＥＨ（ｓ，ｔ））＝３．根据
定理８中的（３）可知，对于边 ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ→ｕｓ＋ｔ…ｕｉ
…ｕ１珋ｃ，其既是连接顶点 ｕ、ｖ所需要经过的一条边，且
其自身也对应着超立方体的另一条边 ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ→
ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ，因此 ｃｏｎｇｅｓｔ（Ｑｎ，ＥＨ（ｓ，ｔ））＝２． 证毕

定理１０ 当 ｎ＝ｓ＋ｔ＋１时，（ｎ－１）维超立方体
Ｑｎ－１能够以 ｄｉｌａｔｉｏｎ＝３同胚嵌入到 ＥＨ（ｓ，ｔ）中．
证明 令 Ｖ（Ｑｎ－１）到 Ｖ（ＥＨ（ｓ，ｔ））的映射φ：Ｖ

（Ｑｎ－１）→ Ｖ（ＥＨ（ｓ，ｔ）），ｕ＝ｕｓ＋ｔ… ｕｔ＋１ｕｔ… ｕ１∈
Ｖ（Ｑｎ－１），φ（ｕ）＝ｕｓ＋ｔ…ｕ１０（或 ｕｓ＋ｔ…ｕ１１），易知φ是
双射．根据图２和定理 ８，对于（ｕ，ｖ）∈Ｅ（Ｑｎ－１），定
义

ψ（（ｕ，ｖ））＝
（φ（ｕ），φ（ｖ））， 若（φ（ｕ），φ（ｖ））∈Ｅ（ｅｈｓ）
（φ（ｕ），φ（ｕ）＋ε０）（φ（ｕ）＋ε０，φ（ｕ）＋ε０＋εｋ）（φ（ｕ）
＋ε０＋εｋ，ｖ），
若φ（ｕ）∈ｅｈｓｉ，φ（ｖ）∈ｅｈｓｊ且φ（ｖ）＝φ（ｕ）＋ε










ｋ
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由于ψ（（ｕ，ｖ））将定理 ８（３）中的边 ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ→
ｕｓ＋ｔ…ｕｉ…ｕ１珋ｃ仅限定为连接ｕ、ｖ的边，因此实现了同
胚嵌入，且 ｄｉｌａｔｉｏｎ＝３． 证毕

５ 结束语

本文在交换超立方体基本定义的基础上，深入地

分析了其结构特点，证明了交换超立方体的部分子网

是同构于超立方体的，即交换立方体是局部具有超立

方体特性的，并在此基础上提出 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）与 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）
的概念．然后，本文利用 ＥＨＳ（ｓ，ｔ）和 ＥＨＴ（ｓ，ｔ）的概念
证明在交换超立方体中，仅存在长度不小于 ４的偶数
圈，证明了交换超立方体的点连通度和边连通度是 ｓ＋
１和 ｔ＋１两者的较小值，从而为交换超立方体容错性
质的研究提供基本依据．本文还在 ＥＨＳ（ｓ．ｔ）和 ＥＨＴ
（ｓ，ｔ）概念的基础上，提出在交换超立方体中嵌入超立
方体的三种不同策略，证明了 ｎ＝ｓ＋ｔ＋１时，在交换
超立方体 ＥＨ（ｓ，ｔ）中可以同胚地嵌入超立方体 Ｑｎ－１．

由于交换超立方体的网络直径是（ｓ＋ｔ＋２），而超
立方体的变体如交叉立方体（ＣｒｏｓｓｅｄＣｕｂｅ）的直径都可
以达到「（ｎ＋１）／２?，如果能将这类网络嵌入到交换超
立方体中，这将无疑进一步增大交换超立方体的通用

性．因此交叉立方体等网络结构在交换超立方体中的
嵌入将成为今后研究的重点．此外，还可以根据本文对
网络连通性的证明，进一步研究交换超立方体的容错

性能．
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