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摘 要： 为了能以较小的代价自动高效地构造量子可逆逻辑电路，提出了一种新颖的量子可逆逻辑电路综合方

法．该方法通过线拓扑变换和对换演算，利用递归思想，将 ｎ量子电路综合问题转换成单量子电路综合问题，从而完
成电路综合，经过局部优化生成最终电路．该算法综合出全部的３变量可逆函数，未优化时平均需６４１个 ＥＧＴ门，优
化后平均只需５２２个ＥＧＴ门；理论分析表明，综合 ｎ量子电路最多只需要ｎ２ｎ－１个 ＥＧＴ门．与同类算法相比，综合电
路所用可逆门的数量大幅减少．同时该算法还避免了时空复杂度太大的问题，便于经典计算机实现．
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１ 引言

量子计算机可等效为量子图灵机，量子图灵机可等

价为量子逻辑电路［１］，因此可通过量子逻辑门的级联构

建量子计算机．目前常用的量子逻辑门有ＮＯＴ门、ＣＮＯＴ
门、Ｔｏｆｆｏｌｉ门、通用 Ｔｏｆｆｏｌｉ门等．如何使用指定量子门自
动生成量子代价较小的量子电路，其本质就是量子可逆

逻辑综合问题，为此诸多学者提出了各种综合算法，如

Ｓｏｎｇ等［２］研究了可逆逻辑门的代数特征，提出用群论方
法综合量子可逆逻辑电路；Ｉｗａｍａ等［３］针对特定 ＣＮＯＴ，
给出了电路的综合规则；Ｍｉｌｌｅｒ等［４，５］应用谱函数实现近
似最优的可逆电路化简；Ｍａｓｌｏｖ等［６］率先在量子可逆电
路综合中提出真值表构造法以及使用模板技术优化电

路的思想；Ｌｉ等［７］给出了通用的模板构造与优化算法；

Ｓｈｅｎｄｅ等［８，９］将可逆逻辑电路综合简化为置换问题，并
提出了性能较好的递归算法；Ｙａｎｇ等［１０］提出了以 ３循
环作为电路综合的基本块，使之在仅使用 ＮＴ量子门库
情况下，实现了可逆逻辑电路的自动构造．上述算法虽
可以较高效率综合出电路，但并非最优电路．Ｓｈｅｎｄｅ
等［９］利用穷尽搜索法，综合出所有三量子最优电路，但

其所需的时空复杂度太大，随着综合量子比特数的增

加，综合可逆逻辑电路所需的时间和空间都远远超过经

典计算机所能承受的范围．
本文受二分快速排序思想的启发，提出了一种新颖

的多量子电路综合方法．该方法先将一个 ｎ（ｎ∈Ｎ）量
子电路的函数表示成真值表的形式；然后通过线拓扑变

换和对换演算，将 ｎ量子电路映射函数的真值表分成２
块相互独立的 ｎ－１量子电路映射函数的真值表；利用
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传统的递归思想，重复此二分过程，直至把 ｎ量子的电
路综合问题转换成单量子电路综合问题；最后将对换

运算的电路反向级联，经过局部优化即可生成最终电

路．该方法可在有限空间内，快速综合出任意量子可逆
逻辑电路．实验结果表明，与同类电路综合算法相比，
综合电路所用门的数量明显减少．

２ 基本概念

定义１ （可逆逻辑） 设 ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ）＝（ｙ１，
ｙ２，…，ｙｋ）为一个 ｋ元的布尔函数，即 ｆ：Ｂｋ→Ｂｋ，其中
Ｂ＝｛０，１｝，则 ｆ是可逆的当且仅当ｆ是双射函数．逻辑
门是可逆的当且仅当它实现的是一个可逆函数，若干

可逆逻辑门的级联构成的电路称为可逆电路．
定义 ２ （量子门） Ｔｏｆｆｏｌｉ量子门，记为 ＴＯＦ（Ｃ，

Ｔ），简称ＴＯＦ门．输入变量集合 Ｉｎ＝｛ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ｝，控
制端集合 Ｃ＝｛ｘｉ２，ｘｉ３，…，ｘｉｎ｝，用“·”表示，受控端集合
Ｔ＝｛ｘｉ１｝，用“”表示，且 Ｃ∩Ｔ＝ ，Ｃ∪ＴＩｎ；输出

{变量集合映射为 ｘｉ１∏
ｎ

ｋ＝２
ｘｉｋ，ｘｉ２，…，ｘｉ}ｎ ．常用的几种

ＴＯＦ门如图１所示．

定义 ３ 扩展通用 Ｔｏｆｆｏｌｉ（ＥｘｔｅｎｄｅｄＧｅｎｅｒａｌＴｏｆ
ｆｏｌｉ）门 记为 ＥＧＴ（Ｃ，Ｔ），是由下面４种线型组成（如
图２）．

（１）肯定控制线（图２（ａ））：如果在这条线上输入的
是０，则受控线的值将不改变．如果输入的是１，则其它
的肯定／否定控制线确定受控线上的值是否被反转．通
过肯定控制线的值不变．

（２）否定控制线（图２（ｂ））：如果在这条线上输入的
是１，则受控线的值将不改变．如果输入的是０，则其它
的肯定／否定控制线确定受控线上的值是否被反转．通
过否定控制线的值不变．

（３）受控线（图２（ｃ））：每个门只有一条受控线，通
过受控线的值，受肯定／否定控制线的控制．

（４）无关线（图 ２（ｄ））：通过无关线的值不变，也不
对其它线产生影响．

由这四种线型组成的可逆逻辑门，称之为扩展通

用Ｔｏｆｆｏｌｉ门，简称ＥＧＴ．ＥＧＴ门可转化成ＴＯＦ门，如图３．

定义４ （邻接矩阵） 设有两个不同的二进制数 ｓ
和 ｔ．连接 ｓ和ｔ的一个邻接矩阵定义为：以 ｓ开头以ｔ
结束的一组二进制数组成的矩阵，使得相邻的两个二

进制数恰好仅有一位不同．
例１ ｓ＝（１００１）Ｂ，ｔ＝（０１１１）Ｂ，连接 ｓ和 ｔ的邻接

矩阵如图４（ａ）．邻接矩阵中相邻两行二进制数的转换，
可由一个ＥＧＴ门实现，让其中变化的那一位做受控端，
而其余不变的位做控制端，ｓ变换到 ｔ的电路如图４（ｂ）．

综合方案：把 ｎ量子
的电路综合函数表示成

真值表形式；真值表通过

演算分成上下独立的两

部分（二分排序）；经过对

等映射后，转化成 ｎ－１量子的综合问题；重复此过程
直至把 ｎ量子的电路综合问题转换成单量子电路综合
问题，从而完成电路综合．

表１给出需要设计的某一三量子逻辑电路应完成
的输入与输出对应关系的真值表，该关系可用函数

ｆ（ｃ，ｂ，ａ）－＞（ｃ０，ｂ０，ａ０）表示．首先按照最高位（ｃ）可
将表格分为上下两部分（对等数量），其次确定上半部

分为考察对象，选择最高位（ｃ）为１的二进制数作为对
换对象；对每一个这样的对象在下半部寻找一个仅有

一位不同的二进制数（一定存在）进行对换，这样的对

换一定存在一个 ＥＧＴ门可以实现．通过表格上下两部
分中元素的多次对换，最终把真值表分成相互独立的

两部分（前一半首位为０，后一半首位为１）．我们把表格
的二分过程称为表格预处理阶段．

表１ 函数 ｆ的二分示意表

ｃｂａ
（ⅰ） （ⅱ） （ⅲ） （ⅳ）

ｃ０ｂ０ａ０ ｃ１ｂ１ａ１ ｃ２ｂ２ａ２ ｃ３ｂ３ａ３

０００ ００１ ００１ ００１ ００１
００１ １１１① １０１③ １００④ ０００②

０１０ ０１１ ０１１ ０１１ ０１１


０１１ ０１０ ０１０ ０１０ ０１０
１００ １０１③ １１１① １１１① １１１①

１０１ ０００② ０００② ０００② １００④

１１０ １００④ １００④ １０１③ １０１③

１１１ １１０ １１０ １１０ １１０

如表１所示，要把表格分成相互独立的两部分，需
要对表格中的１１和②两元素互换．这 ２个元素有３个
比特位不相同，无法通过直接增加一个 ＥＧＴ门实现交
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换．为此，在表格中寻找能够插入二者之间的邻接矩阵
元素（即相邻的２个二进制之间仅有１位不同，见定义
４），寻找结果如表１中第（ⅰ）列所示．先让①和③互换，
这２个元素只有１位（中间位）比特位不同，可通过增加
１个ＥＧＴ（ｃａ，ｂ）门实现这个对换，实现（ｃ，ｂ，ａ）映射到
（ｃ１，ｂ１，ａ１）（（ⅱ）列），即表 １中（ⅰ）列映射到（ⅱ）列．
同理，增加 ＥＧＴ（ｃｂ，ａ）门实现第（ⅱ）列中③和④两元
素互换，实现（ｃ１，ｂ１，ａ１）（（ⅲ）列）映射到（ｃ２，ｂ２，ａ２）
（（ⅲ）列）．然后增加 ＥＧＴ（ｂａ，ｃ）门实现第（ⅲ）列中④
和②两元素互换，即实现（ｃ２，ｂ２，ａ２）映射到（ｃ３，ｂ３，ａ３）
（（ⅳ）列）．此时函数 ｆ′（ｃ，ｂ，ａ）→（ｃ３，ｂ３，ａ３）对应的电
路将完成（ｃ，ｂ，ａ）映射到（ｃ３，ｂ３，ａ３），其中 ｆ′＝ｆ×ＥＧＴ
（ｃａ，ｂ）×ＥＧＴ（ｃｂ，ａ）×ＥＧＴ（ｂａ，ｃ）．因此完成函数 ｆ′的
电路设计，并在其后部再级联上 ＥＧＴ（ｂａ，ｃ）、ＥＧＴ（ｃｂ，
ａ）和ＥＧＴ（ｃａ，ｂ），即可完成电路设计，实现函数 ｆ（ｃ，ｂ，
ａ）→（ｃ０，ｂ０，ａ０）．
对于函数 ｆ′的真值表上半部分（表１（ⅳ）列上半部

分），首位（ｃ位）都为 ０，去掉首位后，后两位对应一个
两量子电路 ｆＧ（ｂ，ａ）→（ｂ３，ａ３），其真值表如表２所示，
假定其实现电路用 Ｇ表示．函数 ｆ′的真值表下半部分，
首位都为１，去掉首位后，后两位对应一个两量子电路
ｆＨ（ｂ，ａ）→（ｂ３，ａ３），其真值
表如表３所示，假定其实现
电路用 Ｈ表示．则函数 ｆ
一次二分后其电路如图５．

表２ 函数 ｆＧ的二分示意表

（ⅰ） （ⅱ） （ⅲ）

ｂａ ｂ３ａ３ ｂ４ａ４ ｂ５ａ５

００ ０１① ００② ００②

０１ ００② ０１① ０１①

１０ １１③ １１③ １０④

１１ １０④ １０④ １１③

表３ 函数 ｆＨ的二分示意表

（ⅰ） （ⅱ） （ⅲ） （ⅳ）

ｂａ ｂ３ａ３ ｂ６ａ６ ｂ７ａ７ ｂ８ａ８

００ １１① ０１③ ００② ００②

０１ ００② ００② ０１③ ０１③

１０ ０１③ １１① １１① １０④

１１ １０④ １０④ １０④ １１①

重复二分综合过程，分别综合函数 ｆＧ（ｂ，ａ）→（ｂ３，
ａ３）和 ｆＨ（ｂ，ａ）→（ｂ３，ａ３）．通过递归二分操作，直至转
换成单量子电路综合问题，从而完成电路综合．真值表
演算变换过程如表２和表３所示，则函数 ｆＧ和ｆＨ对应
的二分电路图如图６．最终函数 ｆ二分电路图如图７．

对真值表中任意两元素，都可通过插入邻接矩阵

元素使其交换．显而易见，有 ｋ位比特位不同的两个元

素交换，构造电路时需加 ｋ个 ＥＧＴ门．如表１中①和②
两元素，有３个比特位不相同，需要加３个 ＥＧＴ门交换
这两个元素．

上面的例子按最高位（ｃ）把真值表划分成上下两
部分的．但有的综合函数提取最高位时，因最高位０和
１分布均匀，所以在预处理阶段可能会花费很大的代
价．这时可考虑量子线的拓扑置换（可逆逻辑输入输出
的对应关系是量子线拓扑变换的不动点），即通过其他

位划分真值表．若置换某一量子线后重排真值表，如果
提取出的那位比特位在真值表上半部分 １的个数比 ０
多，则需要在相应提取线的输出端上加ＮＯＴ门．

３ 算法分析

基于二分法综合 ｎ（ｎ＞０）量子电路的具体步骤如
下：

①把 ｎ量子电路的函数ｆ（ｎ）表示成真值表的形
式．

②提取某一比特位到首位后，真值表经过简单的

对换预处理，把真值表划分成上下两部分．
③选真值表上（下）半部分作为考察对象，去掉某

一相同比特位，映射到 ｎ－１电路上去．
④置 ｎ＝ｎ－１，若（ｎ＞０）重复步骤①→④，递归综

合新函数 ｆ（ｎ）；否则转步骤⑤．
⑤真值表二分阶段产生所有的 ＥＧＴ门反向联级．

至此多量子电路综合完成．
一个 ｎ量子比特函数二分成两个ｎ－１量子比特

函数，在真值表元素对换预处理时，最坏的情况下，真

值表下半部分的 ２ｎ－１个元素都进行了互换，需要进行
２ｎ－１次邻接元素对换．即要把真值表变换到想要的二部
分布结果，需要代价（ＥＧＴ门数量）为２ｎ－１．

用二分法思想综合某一 ｎ量子电路所需最多 ＥＧＴ
门数 ｇｎ为：

ｇｎ＝ｇｐ＋２ｇｎ－１ （２）
式（２）中 ｇｐ表示真值表二分预处理时所需门的数量．所
以有：

ｇｎ≤２ｎ－１＋２ｇｎ－１≤ｎ２ｎ－１

表４ 几种可逆逻辑综合算法的分析比较（ｎ为量子数）

算法 ＥＧＴ门数 ｎ＝３ ｎ＝４ ｎ＝５

真值表综合算法［６］ ≤（ｎ－１）２ｎ＋１ ≤１７ ≤４９ ≤１２９
群论综合算法［１０］ ≤２ｎ－１×４（ｎ＋?ｎ／３」） ≤６４ ≤１６０≤３８４
二分法电路综合 ≤ｎ２ｎ－１ ≤１２ ≤３２ ≤８０
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表 ４对本文的综合算法和其他 ２
种常用的可逆逻辑综合算法进行了比

较，可以看出综合多量子电路时需要

ＥＧＴ门的数量大幅减少．

４ 优化

二分算法最后综合出的电路门序

列仍未达到最优（门的数量最少），可使用消去、合并和

移动这三条规则进行优化，进一步减少可逆门的数量．
规则１：（消去规则） 如果存在两个连续完全相同

的ＥＧＴ门则可以将这两个ＥＧＴ门一起移除．
规则２：（合并规则） 两个相邻的 ＥＧＴ门，如果受

控端相同而控制端只有一位控制条件不同，则这两个

门可以合并．
规则３：（移动规则） 若 ＥＧＴ门 Ａ＝ＥＧＴ（ｘ１，ｘ２，

…，ｘｋ－１；ｘｋ）与 Ｂ＝ＥＧＴ（ｙ１，ｙ２，…，ｙｌ－１；ｙｌ），满足：
条 件 １：ｘｋ ｙ１，ｙ２，…，ｙｌ{ }－１ ａｎｄ ｙｌ

ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ{ }－１ ；或者

条 件 ２：ｘｉ∈ ｘ１，ｘ２，…，ｘｋ{ }－１ ａｎｄ ｙｉ∈
ｙ１，ｙ２，…，ｙｌ{ }－１ ，满足 ｘｉ＝ｙｉ．
则 Ａ与Ｂ互不影响，可以交换 Ａ，Ｂ的位置．
使用这三条规则优化图７中电路，优化过程如图８

所示．

５ 实验结果

为了验证本文算法性能，我们用Ｃ＋＋编写了算法
的实现程序，对任意 ｎ量子的可逆函数均可得到对应
的电路图，实验环境是 ＩｎｔｅｌＰｅｎｔｉｕｍＣＰＵ３００ＧＨｚ，１Ｇ内
存，操作系统为ＷｉｎｄｏｗｓＸＰ．考虑到２ｎ！对计算时间和
存储的要求难以实现，故采用流行的３×３量子电路的
所有可逆函数的实验来进行统计分析，不进行优化总

共用时０９７３ｓ，优化后总共用时 １６２９ｓ，其结果如表 ５
所示．表中的每一行表示的是使用相同门数量对应的
可逆函数的个数，每一列所有可逆函数的和为 ２３！＝
４０３２０．表５中第（ａ）、（ｂ）列是我们综合出来的结果，分
别为优化前和优化后对应的数据；第（ｃ）列是文献［１３］
的实验结果，使用的是ＥＧＴ门库，是目前快速综合算法
中比较好的结果；第（ｄ）列是最优情况是来自文献［９］
中实验结果，使用的是传统的 ＴＯＦ门库．从表中可以看
出，优化后我们的算法使用门数量平均值为５２２，比最
优电路使用的门数量还要少，是因为我们用的扩展 ＴＯＦ
门（ＥＧＴ）．而文献［１３］中介绍的 ＰＯＴｍｅｔｈｏｄ电路综合方
法，也是基于 ＥＧＴ门库的，从表中可以看出，我们的结
果明显好于文献［１３］中的综合结果．

表６给出了几种常用的启发式电路综合算法的比
较结果．其中 ＰＰＲＭ综合法［１１］（ＰＰＲＭ列）、ｎｏｎｓｅａｒｃｈ综

合法［１２］（Ｎｏｎ－ｓｅａｒｃｈ列），它们的基准电路在文献［１２］
中给出；ＰＯＴ综合法［１３］（ＰＯＴ列）在文献［１３］给出了相关
基准电路；最后一列为本文提出的二分法（Ｂｉｓｅｃｔｉｏｎ
列）．可以看出，二分法综合电路时，所用平均门数量明
显减少．

表５ 所有３量子比特可逆函数综合结果

门的数量
电路数量

（ａ） （ｂ） （ｃ） （ｄ）
１２ ２５
１１ ２５８
１０ ９８ １２６５
９ １３９７ １０ ３７８８
８ ６４２３ ６５５ ７８２０ ５７７
７ １２０６４ ４５４０ １０６３０ １０２５３
６ １１１５２ １１３７０ ９１２６ １７０４９
５ ６１３０ １３２１５ ４９９６ ８９２１
４ ２３４３ ７８６０ １８３３ ２７８０
３ ５９８ ２２９７ ４７６ ６２５
２ １０２ ３４５ ９０ １０２
１ １２ ２７ １２ １２
０ １ １ １ １

门数量均值 ６．４１ ５．２２ ６．８３ ５．８７

注：（ａ）二分法综合全部３量子电路；（ｂ）对（ａ）综合的结果进行规
制优化；（ｃ）ＰＯＴｍｅｔｈｏｄ方法综合三量子电路，文献［１３］；（ｄ）文
献［９］中三量子电路的最优结果．

表６ 几种启发式电路综合算法的实例比较

综合函数
ＥＧＴ门数量

ＰＰＲＭ Ｎｏｎｓｅａｒｃｈ ＰＯＴｍｅｔｈｏｄ Ｂｉｓｅｃｔｉｏｎ
［１，０，３，２，５，７，４，６］ ４ ６ ４ ４
［７，０，１，２，３，４，５，６］ ３ ３ ３ ３
［０，１，２，３，４，６，５，７］ ３ ３ ３ ３
［０，１，２，３，４，５，６，７］ ５ ７ ５ ６
［０，１，２，３，４，５，６，８，７，９，
１０，１１，１２，１３，１４，１５］

７ １５ ７ ７

［１，２，３，４，５，６，７，０］ ３ ３ ３ ３
［１，２，３，４，５，６，７，８，９，１０，
１１，１２，１３，１４，１５，０］

４ ４ ４ ４

［０，７，６，９，４，１１，１０，１３，
８，１５，１４，１１，２，３，２，５］

４ ３ ６ ６

［３，６，２，５，７，１，０，４］ ７ ８ ８ ６
［１，２，７，５，６，３，０，４］ ６ ８ ７ ６
［４，３，０，２，７，５，６，１］ ７ ８ ５ ６
［７，５，２，４，６，１，０，３］ ７ ６ ６ ５
［０，７，６，９，４，１１，１０，１３，
８，１５，１４，１，１２，３，２，５］

１５ ２３ １４ １３

门数量均值 ５．７７ ７．４６ ５．７７ ５．５４
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６ 结束语

本文提出了一种新颖的任意量子可逆逻辑综合方

法———二分电路综合法（ｂｉｓｅｃｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ）．该方法先将
一个 ｎ（ｎ∈Ｎ）量子电路的函数表示成真值表的形式；
然后通过线拓扑变换和对换演算，将 ｎ量子电路映射
函数的真值表分解成 ２块相互独立的 ｎ－１量子电路
映射函数的真值表；利用传统的递归思想重复此过程，

直至把 ｎ量子的电路综合问题转换成单量子电路综合
问题；最后将对换运算的电路反向级联，经过局部优化

即可生成最终电路．分析结果表明，用这种方法综合 ｎ
量子电路能大幅减少ＥＧＴ门的数量，最多只需要 ｎ２ｎ－１

个ＥＧＴ门．实验结果表明，二分法与同类启发式电路综
合算法相比，综合电路所用平均门的数量明显减少．同
时该算法避免了穷举法所需的时空复杂度太大的问

题，便于经典计算机实现．因我们的算法所采用的优化
方法是局部的，虽精巧但优化的程度还没有达到最好，

所以综合出的电路有一部分达不到最优，这也是我们

算法的不足之处，改进优化算法是我们今后努力的方

向．
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