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摘 要： 针对制造业领域的矩形优化排样问题，提出一种遗传离散粒子群优化算法．引入交换子和交换序概
念，解决了标准粒子群优化算法在求解组合优化问题时粒子的更新难以描述问题；融合遗传算法的交叉与变异思想，

增强了粒子群的多样性和稳定性；同时采用改进的最低水平线搜索算法加快算法的收敛速度，并解码形成排样方案．
通过实验数据对比，验证了该算法在求解矩形排样问题中的高效性和鲁棒性．
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１ 引言

矩形优化排样问题是将多个矩形件互不重叠地排

放在矩形板材中，使得板材的利用率最高．矩形优化排
样问题是制造业领域的一个普遍问题，广泛地出现在金

属切割、服装、玻璃、塑料、木材加工和航天工业中．由计
算复杂性理论可知，该问题属于 ＮＰ完全问题，在多项
式时间内无法获得其精确解．为此，不少学者在这方面
作了大量研究，早期曾提出一些启发式算法［１］，近年来，

有学者应用人工神经网络算法［２］、遗传算法［３，４］等智能

优化算法对该问题进行了尝试，由于各算法自身的局限

性，求得结果并不令人十分满意．
本文提出一种遗传离散粒子群优化算法（Ｇｅｎｅｔｉｃ

ＤｉｓｃｒｅｔｅＰａｒｔｉｃｌｅＳｗａｒｍＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ，简称 ＧＤＰＳＯ），将离散
粒子群优化算法［５，６］与遗传算法相结合求解矩形排样

问题，突破了粒子群算法的速度模型限制，并且能够保

证信息交流融合的连续性和稳定性．实验结果表明，该
算法能够求得满意的排样方案．

２ 矩形排样问题

矩形排样问题描述为：在一个宽为 Ｗ，长为无限长
的板材 Ｐ上排放 Ｎ种矩形件，每种矩形件的长为 ｌｉ
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（１≤ｉ≤Ｎ），宽为 ｗｉ（１≤ｉ≤Ｎ）．排样过程中尽量做到
矩形件间的间隙最小，矩形件的最高轮廓线最低，以使

板材的利用率 Ｅ达到最大．
Ｅ＝ｈ／Ｌ （１）

ｈ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｗｉ×ｌｉ）／Ｗ （２）

其中，ｈ为所有矩形件面积之和除以母板宽度所得
到理论最优高度；Ｌ为排放完毕后的最大高度，即排样
图中最高的矩形件边界．显然，利用率 Ｅ的取值范围为
（０，１）．

３ 改进的最低水平线搜索排样算法

传统的最低水平线法是一种不断更新水平线集合

的排样算法，其基本思想是每当要排入一个矩形 Ｐｉ时，
就在水平线集中选取最低的一段水平线，判断该段线

的宽度是否能够容纳该矩形 Ｐｉ，如果排不下则更新次
水平线为最低水平线，判断新最低水平线能否排入该

零件，若依然排不下则继续执行提升水平线的操作，直

至能排入为止．
传统的最低水平线法最大的缺陷在于并没有能利

用最高轮廓线以下已排矩形件间的空隙．而最低水平
搜索算法则是在传统最低水平线法的基础上引入了搜

索策略，即当最低水平线的宽度不够排放当前所选的

零件时，并不立即提升水平线，从该矩形件所在位置起

向后搜索一个可以放得下的矩形件，同时互换这两个

矩形件的位置．若向后搜索不到合适的未排矩形件，再
提升最低水平线．

上述最低水平线搜索算法在每次搜索时只比较第

一个合适的矩形件和最低水平线的宽度，没有考虑矩

形件的可旋转放置性，以及材料利用的充分性，本文对

最低水平线搜索算法做如下改进：当最低水平线无法

容纳当前位置矩形，准备提升最低水平线时，对当前位

置后面矩形件进行搜索，若有一个以上的符合条件的

未排矩形件，则选取长或宽和最低水平线的宽度最为

接近的一个与当前矩形件互换位置；若不存在这样的

矩形件，再提升最低水平线．
通过改进的最低水平线搜索排样算法，实现了对

板材剩余面积的最大限度利用．

４ 标准粒子群优化算法与离散粒子群优化
算法

粒子群优化算法（ＰＳＯ）［７］是由 Ｋｅｎｎｅｄｙ和 Ｅｂｅｒｈａｒｔ
于１９９５年提出的一种进化计算技术，是在鸟群和人类
行为规律启发下提出来的．该算法建模简单，设置参数
少，在神经网络训练、模糊系统控制等计算工程领域中

得到了广泛的应用．但是由于粒子速度迭代模型的限

制，虽然 ＰＳＯ算法在很多连续优化问题中已经得到成
功的应用，但在离散及组合优化领域中的研究和应用

还相对较少．
ＰＳＯ算法与其它进化算法相似，也采取“群体”与

“进化”的概念，依据个体间的协作与竞争通过对个体

适应度进行评价，实现复杂空间中最优解的搜索．ＰＳＯ
系统中，粒子代表一个候选解，具有位置和速度两个特

征．其中，每个粒子 ｉ包含一个Ｄ维的位置向量 ｘｉ＝
（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉＤ）和速度向量 ｖｉ＝（ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉＤ）．粒子
ｉ在搜索解空间时，保存其搜索到的最优位置 ｐｉ，在每
次迭代中，粒子 ｉ根据自身惯性、自身经验 ｐｉ和群体最
优经验ｐｇ调整自己的速度向量，进而调整自身位置．学
习因子 ｃ１和 ｃ２是非负常数；ｒ１和 ｒ２是取值介于（０，１）
之间均匀分布的随机数．

ｖｉｄ＝ｖｉｄ＋ｃ１ｒ１（ｐｉｄ－ｘｉｄ）＋ｃ２ｒ２（ｐｇｄ－ｘｉｄ） （３）

ｘｉｄ＝ｘｉｄ＝ｖｉｄ，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｄ＝１，２，…，Ｄ （４）
其中，式（３）等式右边三项：ｖｉｄ，ｃ１ｒ１（ｐｉｄ－ｘｉｄ）和 ｃ２ｒ２
（ｐｇｄ－ｘｉｄ）分别对应保持惯性，依据自身经验和依据种
群经验三条原则．

ＰＳＯ算法虽然成功地应用于连续优化问题中，但在
组合优化问题中的研究和应用还很少．我们早期通过
引入交换子和交换序的概念对标准粒子群算法进行了

改造［５］，其思想可用于解决一般的组合优化问题．
交换子：设解序列 Ｓ＝（ａｉ），ｉ＝１，２，…，ｎ定义交

换子Ｓｏ（ｉ１，ｉ２）为解序列 Ｓ中的点ａｉ１和 ａｉ２，则由原解序
列 Ｓ和交换子Ｓｏ构造新解如下：Ｓ′＝Ｓ＋Ｓｏ（ｉ１，ｉ２）这
里的“＋”具有新的意义．

交换序：一个或多个交换子的有序队列就是交换

序，记作 Ｓｓ，Ｓｓ＝（ＳＯ１，ＳＯ２，…，ＳＯｎ）．其中（ＳＯ１，ＳＯ２，…，
ＳＯｎ）是交换子，它们之间的顺序是有意义的．

标准ＰＳＯ算法步骤，以及离散粒子群优化算法的
步骤描述详见文献［５］．

５ 求解矩形排样问题的遗传粒子群优化算
法

遗传离散粒子群算法（ＧＤＰＳＯ）以离散粒子群优化
算法为基础，引入遗传算法思想，每个粒子对应一个排

样序列，通过遗传算法的交叉和变异操作来更新粒子，

对式（３），使当前解与个体极值和全局极值分别作交叉
操作，产生的解为粒子在解空间中的新位置．
５．１ 编码与解码

粒子的编码采用十进制整数编码方式，将矩形件

的编号连成序列，正数表示横放，负数表示竖放．
粒子的解码采用前面提出的改进的最低水平线搜

索排样算法，能快速将粒子的编码串解析为排样方案．
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５．２ 交叉与变异

本文提出的ＧＤＰＳＯ算法借鉴了文献［８］的染色体
交叉方法，保证粒子每次更新后最大程度保留更新后

的信息，并采用多次更新的方式，即先与局部最优交

叉，产生新的位置再与全局最优位置交叉，这样能够保

证信息交流融合的连续性和稳定性．
染色体的交叉过程如下：

假设染色体 Ｃ由不变片段Ｃ１和交叉片段 Ｃ２两部
分组成．对两条染色体 Ｃ′和Ｃ″（Ｃ′和Ｃ″的染色体长度
和交叉片段长度相同）实现交叉操作的具体步骤如下：

（１）对 Ｃ′和Ｃ″，把不变部分的两组基因片段 Ｃ′１和
Ｃ″１进行对比，除去相同基因元素后，提取基因片段并保
存，设为 ＣＣ′１和 ＣＣ″１，ＣＣ′１和 ＣＣ″１基因片段顺序不改变；

（２）对 Ｃ′和Ｃ″，把交叉部分的两组基因片段 Ｃ′２和
Ｃ″２进行对比，对于二者不相同的部分，分别用 ＣＣ′１和
ＣＣ″１替换．
（３）把 Ｃ′和Ｃ″的交叉部分进行对换（Ｃ′２替换为 Ｃ″２，

Ｃ″２替换为 Ｃ′２），形成新染色体珔Ｃ′和珔Ｃ″．
染色体的变异过程如下：

假设染色体 Ｃ长度为ｎ，先设定范围为０００１～０１
之间的变异概率 Ｐ，产生随机数 Ｒ，将此随机数与 Ｐ比
较，如果 Ｐ＞Ｒ，产生两个随机数 ｒ１，ｒ２（ｒ１≠ｒ２，ｒ１≤ｎ，ｒ１
≤ｎ），对 ｒ１，ｒ２确定的基因片段进行反转操作，得到新
染色体珔Ｃ．
５．３ 适应度函数

ＧＤＰＳＯ算法中的适应度函数 Ｆ可采用排样方案对
应的材料利用率Ｅ，适应度函数的数值越大越好．根据
式（１）和（２），有

Ｆ＝Ｅ＝ｈ／Ｌ＝∑
Ｎ

ｉ＝１
（ｗｉ×ｌｉ）／ＷＬ （５）

５．４ 算法描述

设定群体中粒子数为 ｎ，最大迭代次数 ｍ，设粒子
当前位置 ｘｔ，该粒子的最优位置是 ｐｂｅｓｔ，群体的最优位
置是 ｇｂｅｓｔ．算法具体步骤如下：

（１）初始化粒子群，按 ５．１编码方案随机初始化各
个粒子；

（２）按５２染色体交叉与变异方案对粒子做如下变
化：

①粒子的当前位置 ｘｔ与其最优位置ｐｂｅｓｔ交叉得到
ｘ′ｔ；

②ｘ′ｔ与全局最优位置ｇｂｅｓｔ交叉得到 ｘ″ｔ；

③对 ｘ″ｔ进行变异得到ｘｔ＋１；
（３）根据 ｘｔ＋１和 ５３适应度函数计算适应度值

ｆ（ｘｔ＋１），并与 ｆ（ｘｔ）进行比较：

①如果 ｆ（ｘｔ＋１）＞ｆ（ｘｔ），则把粒子位置更新为

ｘｔ＋１，并比较ｆ（ｘｔ＋１）与 ｆ（ｐｂｅｓｔ）；如果 ｆ（ｘｔ＋１）＞ｆ（ｐｂｅｓｔ），
则把该粒子的最优位置 ｐｂｅｓｔ更新为 ｘｔ＋１，并比较ｆ（ｘｔ＋１）
与 ｆ（ｇｂｅｓｔ）；若 ｆ（ｘｔ＋１）＞ｆ（ｇｂｅｓｔ），则把群体的最优位置
ｇｂｅｓｔ更新为 ｘｔ＋１．

②如果 ｆ（ｘｔ＋１）＜＝ｆ（ｘｔ），则粒子位置不变．
（４）重复步骤（２）～（３）直至群体每个粒子更新完

毕；

（５）重复步骤（２）～（４）直至达到最大迭代次数或者
达到理论上最佳利用率．

６ 实验分析

实验设定粒子群大小为 ５０，迭代最大代数为 ５００
次．排样图中矩形件编号根据数据表中序号依次编排．

实验１ 数据来源于文献［９］．矩形件的长、宽如表
１所示：

表１ 求解５０个矩形的排样算例

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０１１１２１３１４
长 ６ ６ ３ ４ ４ ６ ６ ５ ４ ３ ５ ５ ３ ２
宽 ５ ７ ４ ４ ６ ３ ２ ２ ２ ３ ４ ３ ２ ２
个数 １ １ １４ ２ ２ ３ １ ４ ８ ３ １ １ ６ ３

对于数据表１所示算例，文献［９］和文献［１０］采用
遗传算法求解，文献［１１］采用离散粒子群算法求解．文
献［９］和文献［１０］设板材宽度为４０，在迭代２０００代终止
时，得到最低高度分别为１７和 １６，此时板材利用率为
８８２４％和９３７５％；文献［７］设定宽１５，得到的最低高度
为４２，此时板材利用率为９５２４％；而本文提出的 ＧＤＰ
ＳＯ算法经过２０次独立运行取平均值，迭代２００次时趋
于稳定，在定宽为１５时，所得高度为４１，此时板材利用
率为９７５６％，优于上述文献所得的排样方案．本文算
法所得排样方案如图１所示．

实验 ２ 数据来源于文献［１２］，设定板材宽度为
４００，切缝宽度为２，矩形体的长、宽数据如表２所示：

表２ 求解５９个矩形的排样算例

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９１０１１１２１３１４１５１６１７１８１９２０

长 ２５１８７９１２１２９６４３６４８１１４６５５８７３９３１４１７８１９６３１０５０

宽 ３６２４８４３０４８９８２１５９１７１２１２２４１７２２５６５２４１１３６３０６１

个数 ４ ５ ３ ４１１２ ２ ３ ２ ２ １ ２ ２ ２ ２ ３ ２ ２ ３ ２

文献［１２］采用遗传算法结合改进的最低水平线进
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行计算，并实现了文献［１０］算法，当进化代数为２０的情
况下，文献［１０］算法和文献［１２］算法求得板材平均利用
率分别为 ７８３５％和 ８５２３％．本文算法在迭代次数为
５０时，经过２０次独立运行取平均值，求得平均利用率
为８７４０％．本文算法所得排样方案如图２所示．

实验 ３ 数据来源于 ｈｔｔｐ：／／ｗｗｗ．ｌａｒｉａ．ｕｐｉｃａｒｄｉｅ．
ｆｒ／ｈｉｆｉ／ＯＲＢｅｎｃｈｍａｒｋ／，板材宽度为１３５ｍｍ，矩形体的长、
宽数据如表３所示：

表３ 求解６９个矩形的排样算例

序号 １ ２ ３ ４ ５ ６ ７ ８ ９ １０ １１ １２ １３ １４ １５

长 ３９ ５９ ３１ ５１ ２７ ３１ ６３ ４１ ２２ ５４ ３５ ３１ ２７ ５３ ４１

宽 ２８ ２３ ６５ ３７ ４５ ６９ ４１ ５４ ３７ ２９ ４７ １８ ２１ １９ ２３

个数 ４ ２ ３ １ ２ ４ ２ ２ ５ １ １２ ３ １ １ ４

序号 １６ １７ １８ １９ ２０ ２１ ２２ ２３ ２４ ２５ ２６ ２７ ２８ ２９ ３０

长 １２ ２９ ２７ ３１ ４３ ４１ ３９ ３８ ３７ ３６ ３５ ３４ ２３ ３２ ３１

宽 ３７ １９ ６７ ４９ ３１ ３０ ２９ ２８ ２７ ２６ ２５ ２４ ３３ ２２ ４１

个数 ５ ２ ３ ３ １ ２ １ ２ ３ ２ １ １ ２ ３ １

对于数据表３，文献［１３］采用离散粒子群算法，在
迭代次数为２５００，粒子数为２００的情况下最佳结果利用
率为９０１４％；而本文算法经过 ２０次独立运行取平均
值，迭代５００次时趋于稳定，所得最低高度为６４２，此时
板材利用率为９６１７％，明显优于文献［１３］所得的排样
方案．本文算法和文献［１３］算法求解６９矩形的演化过
程曲线对比如图３所示，实线为本文算法，虚线为文献
［１３］算法．图４为本文算法求得的排样方案．

７ 结论

粒子群优化算法是一种新型的仿生进化计算技

术，研究如何将该算法应用于求解实际问题有很大的

实用价值．本文以粒子群优化算法为基础，结合遗传算
法求解矩形件排样问题，并通过实验测试和对排样时

间和利用率的分析，表明该算法具有排样所用时间少

和排样利用率高的特点．同时，此算法对其他二维排样
问题和三维布局问题都具有一定的启发意义．
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