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摘 要： 文章提出了一种估计单分量正弦调频信号参数的新算法，详细分析并推导得到了调制指数与幅度两个

参数的理论估计精度．仿真结果表明，在较高信噪比条件时（ＳＮＲ＞－３ｄＢ）论文所提算法的估计理论精度与仿真精度
基本上是一致的．这说明了文章理论分析的正确性，也说明了论文所提算法的有效性和优越性．
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１ 引言

正弦调频信号的参数估计问题在许多工程领域都

能遇到，如雷达、声纳、语音和激光．众所周知，微动目标
雷达回波信号的一般形式为正弦调频信号．微动（Ｍｉｃｒｏ
ｍｏｔｉｏｎ）是指目标或目标的组成部分除了主体平动之外
的振动、转动等小幅运动［１］．微动是由目标的特殊结构
在特定的受力作用下引起的，因此目标微动状态常常是

独一无二的，反映了目标的精细特征，可以用来作为目

标识别的重要依据［２］．研究正弦调频信号的参数估计问
题，对于雷达微动目标辨识有着重要意义［３］．目前，时频
变换被广泛用于提取正弦调频信号的瞬时频率参

数［４，５］．
循环平稳理论研究如何获取信号或系统的时变特

性，是循环平稳信号分析、检测和估计的有力工具．循环
平稳处理可以通过非线性变换提取出信号中隐含的周

期特性，并且具有良好的抗干扰和抗噪性能．目前，循环

平稳理论在机械设备故障检测中得到广泛应用［６］．本文
提出了一种基于 ＣＡＦＭＳ（ＣｙｃｌｉｃＡｕｔｏｃｏｒｒｅｌａｔｉｏｎＦｕｎｃｔｉｏｎ
ＭａｘｉｍｕｍＳｅａｒｃｈ）的新算法对正弦调频信号进行参数估
计，在理论上详细地分析该算法的估计性能，并进行仿

真验证．

２ ＣＡＦＭＳ算法

２１ 循环自相关的定义

将信号 ｘ（ｔ）的相关函数定义为
Ｒｘ（ｔ＋τ／２，ｔ－τ／２）＝Ｅ｛ｘ（ｔ＋τ／２）ｘ（ｔ－τ／２）｝ （１）
若

Ｒｘ（ｔ＋τ／２，ｔ－τ／２）＝Ｒｘ（ｔ＋Ｔ０＋τ／２，ｔ＋Ｔ０－τ／２）
（２）

将其展开成Ｆｏｕｒｉｅｒ级数，有

Ｒｘ（ｔ＋τ／２，ｔ－τ／２）＝∑
｛α｝

Ｒαｘ（τ）ｅｊ２παｔ （３）

Ｆｏｕｒｉｅｒ系数由下式给出
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Ｒαｘ（τ）＝ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２

ｘ（ｔ＋τ／２）ｘ（ｔ－τ／２）ｅ－ｊ２παｔｄｔ （４）

其中，Ｒαｘ（τ）称为循环自相关函数［７］（ｃｙｃｌｉｃａｕｔｏｃｏｒｒｅｌａ
ｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ），α称为二阶循环频率，简称循环频率（ｃｙｃｌｅ
ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ）．
２２ 正弦调频信号的循环自相关函数

对于单分量正弦调频信号

ｘ（ｔ）＝ｓ（ｔ）＋ｗ（ｔ）＝Ａｅｘｐ（ｊβｓｉｎ（２πｆｍｔ＋））＋ｗ（ｔ）
（５）

其中，Ａ为幅度，β为调制指数，ｆｍ为调制频率，为初

始相位，ｗ（ｔ）是服从 Ｎ（０，σ２ｗ）分布的高斯白噪声，
－Ｔ
２

≤ｔ≤
Ｔ
２．计算信号 ｘ（ｔ）的循环自相关

Ｒαｘ（τ）＝Ｒαｓ（τ）＋Ｒαｗ（τ）＋Ｒαｓｗ（τ）＋Ｒαｗｓ（τ） （６）
式（６）右边第一项是信号项，第二项是噪声干扰项，第
三项和第四项是信号与噪声的交叉项．在理想观测时，
后面三项在α≠０时均为零，在α＝０时，只有第二项
Ｒ０ｗ（τ）在τ＝０时才不为零，且 Ｒ０ｗ（０）＝σ２ｗ，后两项均为
零［６］．这时

Ｒ０ｘ（τ）＝
Ｒ０ｓ（τ）＋σ２ｗ，τ＝０

Ｒ０ｓ（τ）， τ≠{ ０
（７）

计算 ｓ（ｔ）的自相关函数
ｓ（ｔ＋τ／２）ｓ（ｔ－τ／２）＝Ａ２ｅｊ２βｃｏｓ（２πｆｍｔ＋）ｓｉｎ（πｆｍτ） （８）

Ｒαｘ（τ）≈ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２

ｓ（ｔ＋τ／２）ｓ（ｔ－τ／２）ｅ－ｊ２παｔｄｔ

＝∑
ｎ
ｊｎＡ２Ｊｎ［２βｓｉｎ（πｆｍτ）］ｓｉｎｃ［Ｔ（α－ｎｆｍ）］ｅ

ｊｎ

（９）
式中 Ｊｎ（·）为整数阶第一类Ｂｅｓｓｅｌ函数，相位ｅｊｎ对幅值
并无影响，当 ｘ＝０时，ｓｉｎｃ（ｘ）＝１．式（９）中的循环自相
关函数的幅值可以写成

Ｒαｘ（τ） ＝∑
ｎ
Ａ２ Ｊｎ［２βｓｉｎ（πｆｍτ）］ （１０）

当

α＝ｎｆｍ， ｎ∈Ｚ，ｎ≠０ （１１）
循环自相关 Ｒαｘ（τ）值才不为零．
２３ ＣＡＦＭＳ算法

取循环自相关在α＝０处的切片：

Ｒ０ｘ（τ）＝
Ａ２Ｊ０［２βｓｉｎ（πｆｍτ）］＋σ

２
ｗ，τ＝０

Ａ２Ｊ０［２βｓｉｎ（πｆｍτ）］， τ≠{ ０
（１２）

根据第一类 Ｂｅｓｓｅｌ函数的性质，Ｊ０（ｘ）是偶函数：
Ｊ０（－ｘ）＝Ｊ０（ｘ），并且最大值出现在 ｘ＝０处，所以在

τ＝０时，Ｒ０ｓ（τ）将取最大值，因此这时 Ｒ０ｘ（τ）也取最大
值．函数 ｓｉｎ（ｔ）的周期为 ２π，根据复合函数的性质，

Ｒ０ｘ（τ）的周期 Ｔｃｙｃｌｅ＝π
πｆｍ
＝１ｆｍ
，设置合适的门限阈值，通

过搜索 Ｒ０ｘ（τ）峰值对应的位置就可以估计得到周期
Ｔｃｙｃｌｅ，调制频率为

ｆ^ｍ＝１／Ｔｃｙｃｌｅ （１３）
取循环自相关在α＝ｎｆｍ处的切片

｜Ｒｎｆｍｘ（τ）｜＝Ａ２｜Ｊｎ［２βｓｉｎ（πｆｍτ）］｜ （１４）
假设 Ｊｎ（ｘ）的最大值出现在 ｘ＝ｘｎ处，即

ｘｎ＝ａｒｇｍａｘ
ｘ＞０

｜Ｊｎ（ｘ）｜ （１５）

ｘｎ与最大值Ｊｎ（ｘｎ）都是固定值，函数 ｓｉｎ（πｆｍτ）在
［０，Ｔｃｙｃｌｅ／２］区间单调递增，所以 Ｒｎｆｍｘ（τ）也单调递增．当
调制指数β≥ ｘｎ／２时，Ｒ

ｎｆｍｘ （τ）的峰值出现在 ｜２βｓｉｎ
（πｆｍτ）｜＝ｘｎ处．只要对 Ｒｎｆｍｘ（τ）进行峰值搜索就可以得
到最大值及其对应的时间延迟，即

τ^ｎ＝ａｒｇｍａｘ｜Ｒｎｆｍｘ（τ）｜ （１６）
峰值记为 Ｒｎｆｍｘ（τｎ）．在α＝ｎｆｍ的切片上，若β≥ｘｎ／２，可
以得到调制指数以及与幅度 Ａ的估计

β^ｎ＝
ｘｎ

｜２ｓｉｎ（πｆｍ^τｎ）｜
（１７）

Ａ^ｎ＝
Ｒｎｆｍｘ（τｎ）
Ｊｎ（ｘｎ槡 ）

（１８）

取２｜β｜个切片计算结果的均值作为β的估计

β^＝∑
｜β｜

ｎ＝－｜β｜

β^ｎ
２｜β｜

（１９）

３ ＣＡＦＭＳ算法的估计精度分析

当 ｗ（ｔ）＝０时

｜Ｒαｘ（τ）｜＝｜Ｒαｓ（τ）｜＝
１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
ｓ（ｔ）ｓ（ｔ－τ）ｅ－ｊ２παｔｄｔ

（２０）
当τ＝τｎ时，式（２０）取得最大值

｜Ｒαｘ（τ）｜
τ τ＝τｎ

＝０ （２１）

｜Ｒαｘ（τ）｜与｜Ｒαｘ（τ）｜２的峰值点一致，而
｜Ｒαｘ（τ）｜
τ

与

｜Ｒαｘ（τ）｜２

τ
的零点一致，因此

｜Ｒαｘ（τ）｜２

τ２ τ＝τｎ

＝０ （２２）

由于不可能做到无限长时间观测，从而式（６）的后
三项不恒为零．｜Ｒαｘ（τ）｜的峰值点与｜Ｒαｓ（τ）｜的峰值点
不再吻合，时延估计值τ^ｎ将偏离真实值τｎ．在高信噪比
条件下，忽略式（６）第二项的影响，近似有

Ｒαｘ（τ）≈Ｒαｓ（τ）＋Ｒαｓｗ（τ）＋Ｒαｗｓ（τ） （２３）
对式（２３）左右两边平方，在高信噪比条件下忽略二
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次项影响，并代入到式（２２），可得

｜Ｒαｓ（τ）｜２


[ ]

τ τ＝τｎ
＋２Ｒｅ

｛Ｒαｓ（τ）Ｒαｗｓ（τ）｝


[ ]
τ τ＝τｎ

＋２Ｒｅ
｛Ｒαｓ（τ）Ｒαｓｗ（τ）｝


[ ]

τ τ＝τｎ
＝０ （２４）

将式（２４）两个偏导数在τ＝τｎ进行泰勒级数展开，
对第一项做一阶近似，第二、三项只取一项近似，令δτｎ
表示τ^ｎ对真值τｎ的估计误差，可得

δτｎ＝

２Ｒｅ
｛Ｒαｓ（τ）Ｒαｗｓ（τ）｝


[ ]

τ
＋Ｒｅ

｛Ｒαｓ（τ）Ｒαｓｗ（τ）｝


[ ]( )
τ τ＝τｎ

２｜Ｒαｘ（τ）｜２

τ
[ ]２

τ＝τｎ

（２５）
由于

Ｅ［Ｒαｗｓ（τ）］＝ｌｉｍ
Ｔ→∞

１
Ｔ∫

Ｔ／２

－Ｔ／２
Ｅ［ｗ（ｔ）］ｓ（ｔ－τ）ｅ－ｊ２παｔｄｔ＝０

（２６）
同理

Ｅ［Ｒαｓｗ（τ）］＝０ （２７）
所以

Ｅ［δτｎ］＝０ （２８）

式（２８）说明，^τｎ对真值τｎ的估计是一个无偏估计．
令δ

２
τｎ
表示τ^ｎ对τｎ的均方差，由于有下式成立

｛Ｒαｓ（τ）Ｒαｗｓ（τ）｝
τ

＝Ｒαｓ（τ）
Ｒαｗｓ（τ）
τ

＋Ｒαｗｓ（τ）
Ｒαｓ（τ）
τ

（２９）
于是有

｛Ｒαｓ（τ）Ｒαｗｓ（τ）｝


[ ]
τ τ＝τｎ

＝ Ｒαｓ（τ）
Ｒαｗｓ（τ）


[ ]
τ τ＝τｎ

（３０）

δ
２
τｎ
＝ １
２｜Ｒαｘ（τ）｜２

τ
[ ]２

τ＝τ
( )

ｎ

２

· Ｅ ２ＲｅＲαｓ（τ）
Ｒαｗｓ（τ）


[ ]( )
τ

[ ]{ ２

＋Ｅ ２ＲｅＲαｓ（τ）
Ｒαｓｗ（τ）


[ ]( )
τ

[ ] }２

τ＝τｎ

（３１）

由于 Ｒαｗｓ（τ）是白噪声，且 Ｅ［（Ｒαｗｓ（τ））２］＝０［８］，有

Ｅ２ＲｅＲαｓ（τ）
Ｒαｗｓ（τ）


[ ]
τ τ＝τ

( )
ｎ

２

≈２Ｅ Ｒαｓ（τ）
Ｒαｗｓ（τ）
τ

[ ]２
τ＝τｎ

（３２）

根据循环自相关函数的定义有

Ｅ Ｒαｓ（τ）
Ｒαｗｓ（τ）
τ

[ ]２
τ＝τｎ

＝Ｅ Ｒαｓ（τ）τ
（Ｒαｓｗ（τ））[ ]２

τ＝τｎ

＝４π２｜Ｒαｓ（τｎ）｜２·
σ
２
ｗ
Ｔ∫

∞

－∞
ｆ２｜Ｓ（ｆ）｜２ｄｆ （３３）

式（３１）可以写成

δ
２
τｎ
＝
３２π２｜Ｒｎｆｍｓ（τ）｜２

σ
２
ｗ
Ｔ ∑

｜β｜

ｍ＝１
（ｍｆｍ）２｜Ｊｍ（β）｜( )２

２｜Ｒαｘ（τ）｜２

τ
[ ]２

τ＝τ
( )

ｎ

２

（３４）
经过推导，可得上式分母的值

２｜Ｒｎｆｍｓ（τ）｜２

τ
[ ]２

τ＝τ
( )

ｎ

２

＝４Ａ８｜Ｊｎ（ｘｎ）｜２（４β
２－ｘ２ｎ）２

·（πｆｍ）４
ｎＪｎ＋１（ｘｎ）
ｘｎ

－Ｊｎ（ｘｎ{ }）２

（３５）

δ
２
τｎ
＝

８∑
｜β｜

ｍ＝１
ｍ２｜Ｊｍ（β）｜( )２

（４β
２－ｘ２ｎ）２（πｆｍ）２

ｎＪｎ＋１（ｘｎ）
ｘｎ

－Ｊｎ（ｘｎ{ }）２

·
１

Ｔ·ＳＮＲ （３６）

将β^ｎ＝
ｘｎ

｜２ｓｉｎ（πｆｍτｎ）｜
一阶泰勒展开

β^ｎ≈
ｘｎ

｜２ｓｉｎ（πｆｍτｎ）｜
－βπ

ｆｍ ４β
２－ｘ２槡 ｎ

ｘｎ δτｎ

（３７）
我们得到

（^βｎ－βｎ）≈
βπｆｍ ４β

２－ｘ２槡 ｎ
ｘｎ δτｎ （３８）

令δ
２
βｎ
表示β^ｎ对真值βｎ的均方差，所以有

δ
２
βｎ≈
（βπｆｍ）

２（４β
２－ｘ２ｎ）

ｘ２ｎ
δ
２
τｎ

（３９）

将上式写成离散形式

δ
２
βｎ≈

８β
２∑

｜β｜

ｍ＝１
ｍ２｜Ｊｍ（β）｜( )２

（４β
２－ｘ２ｎ）｛ｎＪｎ＋１（ｘｎ）－ｘｎＪｎ（ｘｎ）｝２

·
１

Ｎ·ＳＮＲ
（４０）

取２｜β｜个切片的β^ｎ的均值作为β^，令δ
２
β
表示β^对

真值β的均方差，所以

δ
２
β≈
∑
｜β｜

ｎ＝－｜β｜
δ
２
βｎ

（２｜β｜）
２ （４１）

根据式（１８）可以得出

Ａ^ｎ－Ａｎ≈
Ｒαｗ（τ）＋Ｒαｓｗ（τ）＋Ｒαｗｓ（τ）

２ＡＪｎ（ｘｎ）
（４２）
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推导得到 Ｒαｓｗ（τ）＋Ｒαｗｓ（τ）的方差为
２σ２ｗＡ２

Ｔ ，Ｒαｗ（τ）的方

差为
σ
４
ｗ
Ｔ，令δ

２
Ａ表示 Ａ^对Ａ的均方差，所以

δ
２
Ａ≈

σ
２
ｗ

２Ｔ［Ｊｎ（ｘｎ）］２
１＋ １
２( )ＳＮＲ （４３）

当 ｎ＝１时，Ｊ１（ｘ１）＝０５８１９，将上式写成离散形式

δ
２
Ａ≈
１４７７σ２ｗ
Ｎ １＋ １

２( )ＳＮＲ （４４）

文献［５］推导了参数β和Ａ的ＣＲＬＢ，分别为

ＣＲＬＢ（β）＝
２

Ｎ·ＳＮＲ （４５）

ＣＲＬＢ（Ａ）＝σ
２
ｗ
Ｎ （４６）

首先比较参数β估计的均方差与 ＣＲＬＢ的关系．对
于正弦调频信号，最大频率 ｆｍａｘ＝βｆｍ，假设 ｆｍ固定，根
据奈奎斯特采样定理，采样点数 Ｎ与β成正比．因此，
这里设定 ｆｍ＝１０，Ｎ＝１０βｆｍ＝１００β，ＳＮＲ＝０ｄＢ．参数β
估计的均方差与 ＣＲＬＢ的关系如图１所示，从图中可以
看出，随着调制指数β的增加，均方差减小，当β＝１

时，δ
２
β
＝２２２６Ｎ·ＳＮＲ，比 ＣＲＬＢ高了１１３％．比较式（４４）和式

（４６）可知，在ＳＮＲ→∞时，参数 Ａ估计的均方差比ＣＲＬＢ
高出４７７％．

４ 仿真分析

下面对 ＣＡＦＭＳ算法的估计性能进行仿真分析，考
察正弦调频信号参数为 Ａ＝１，β＝１，ｆｍ＝２也即 ｓ（ｔ）＝
ｅｘｐ（ｊｓｉｎ（４πｔ））在不同信噪比下的估计性能，向该信号
中加入不同强度的噪声，信噪比步长为 １ｄＢ，数据长度
Ｎ＝１２８，ＭｏｎｔｅＣａｒｌｏ仿真次数为５００．图２给出的仿真结
果显示，对于参数β，在信噪比较高时（ＳＮＲ＞－３ｄＢ）仿
真得到的均方差与理论推导计算得到的估计精度基本

上是一致的，这说明了文章理论推导的正确性；在信噪

比较低时（ＳＮＲ＜－３ｄＢ）仿真精度与理论计算精度相差
比较大，这是因为理论推导时假设信噪比足够高，忽略

了高阶项，在信噪比较低时，噪声高阶项影响到了仿真

精度．对于参数 Ａ，由于考虑了高阶项，仿真得到的均方
差与理论推导计算得到的估计精度基本上一致．

５ 结束语

本文主要研究基于ＣＡＦＭＳ算法的正弦调频信号参
数估计，并对估计性能进行了详细的理论分析，仿真实

验充分证明了理论分析的正确性，也说明了 ＣＡＦＭＳ算
法进行参数估计的有效性及稳健性．
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